
0.. EXERelCe. Er5? J.F.C. p. 1

Question 6 HEC 201r S ttIji
On considère une suite (U")">, de variables aléatoires indépendantes sur (O, A, P) et suivant toutes une loi uniforme

sur le segment [0,0].

Vru € N*, X, = Max(Ur ,U2,. .. ,Un).

Ql. Prouver que la suite (Xn)n>, converge en probabilité r,ers d.

Q2. Étudier la convergence en loi de Yn = n (0 - X^).

Question de cours: Caractériser les isomorphismes d'espaces vectoriels de dimensions finies.
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EXÊRCtcE, FI J.F.C. p.)

|Exe""t";-l Une urne contient n boules numérotées de 1 à n.

On tire une à une des boules de l'urne avec remise et on s'arrête lorsque l'on obtient un numéro supérieur ou égal au

précédent. X, est la variable aléatoire égale au nombre de tirages effectués.

Ql. Tlouver, pour tout k dans N, P(X, > k). En déduire Ia loi de X, (attention X"(f)) est fini ! !).

Q2. Montrer que Ia suite de terme général X, converge en loi vers une variable aléatoire dont on précisera Ia loi.
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El(ËRCIC E J.F.C.

tE;"t""] Une urne contient des boules numérotées de 1à n (n e [2,+oo[) On tire avec remise une boule de
I'urne jusqu'à obtenir un numéro supérieur ou égal au premier numéro tiré. X, est la variable aléatoire égale au
nombre de tirages effecués.

Montrer que la suite de terme général X, converge en loi vers une variable aléatoire dont on précisera Ia loi.
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ErlEfiC r e g Fl+ J.F.C. Conv. p.

lolti
Exercice Convergence en loi. Du discret au discret. Temps d'attente 6. 1. 

"è,re 
boule blanche

dans un tirage sans remise. IFl.Fl

Q1. Une urnc contient a boules blanches et b boulcs noires. r est un élérncnt de [1,o].

On tire successiverncnt et sans rcmisc toutcs les boulcs dc l'urnc. X cst Ia variable alôatoire égalc au rang d'apparition

de Ia rè*" boulc bianchc.

Q1. I\Iontrer que X(O) : lr,b* r] ct que, pour tout élément k dc [r, à + r] : P(X :f, : (f-l),( 
,]1;-)

("jo)

Q2. r cst un élômcnt [1, +oo[. (Nn).>o cst unc suitc d'élcmeuts de N* ct p un élérnent dc ]0,1[.

on suppose qr" ,]lT-^Lr 
: *oo et que vn € N, pNn e [r, *oo[.

Pour tout élement n de N, X, est une variable aléatoire qui a Ia même loi que X lorsque a: PN* et ô: (l - p)N*.

I\Iontrer que (Xr)r26 convergc en loi vers une variable al6atoire qui suit une loi de Pascal de paramètres r et p.
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ElEfrclcE ;':j tr1t J.F.C.

l*;"t";fl X est une variable aléatoire qui suit une loi exponentielle de paramètre À.

on pose:Vn € N*, Yn:Ent(nx) .

n
Trouver Ia loi de ÿ, pour tout n dans N* (c'est du discret...). Montrer que Ia suite (Y"),21 conv€rg€ en loi vers X.
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EXERCICE. Flt .I.F.C. Conv.

2o t1
E;""ice___l Convergence en loi. Du continu au continu

x est une variable aléatoire à densité sur (o.,4,P) prenant ses valeurs dans [0, 1].

Pour tout ôlément n dc N on pose : Xn:Ent!2!'X) . N{ontrcr 9ue (X,),>o convcrge en loi vcrs X.
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_l Ei]
X est une variable aléatoire réelle sur (o. 

"4, 
p) ayant une densité / définie sur IR .

Montrer que la suite de termc général 
E* (rzx) 

convcrgc cn loi vcrs X.n
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J.F.C. ?r

tr><"*icet-] Convergence en loi. Du discret au discret

Q1. ,, est dans N-. S, est l'ensemble des permutations de [1,n] c'est à dire l'ensemble des bijections de [1,n] dans

[1, r]'

a)Pourtoutidans[1,n]onnoteAil'ensembledesélémentsdeS,quilaissentfixez. CalculerCardAtL)AzU"'UAn.

" r-1)ft
En déduire que le nombre d'éléments de §, n'ayant pas de point fixe est D, : "! D # On pose par convention

ft:0
Do: l.

Q2. n est élément de N*. On considère une urne qui contient n boules numérotées de 1à n. On tire successivement

toutes les boules de l'urne sans remise. On obtient une coincidence au iè-" tirage si la boule numéro i sort à ce tirage.

a) Trouver la loi de Ia variable aléatoire X, égale au nombre de coincidences obtenues'

b) Montrer que la suite (X")"21 converge en loi.
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EJ(ERC t C E. rt J.F.C. Conv. p. d

Jotg
Exercice Convergence en loi. Du discret au llirttsi ESCP 201g B.1g

Soit n un entier de N*.

Q1. On note f',, l'ensemble des permutations clc [1,n]. On choisit au hasarcl unc clc ces permutations, et o1 définit
la variable aléatoire Yr, égale au nombre de points fixes cle cette permutation.

a) I\Iontrcr quc Ic nombrc d'élémcnts clc Fl, n'admcttant aucun point fixe vant: dn: ,! i q{
?o kl

b) Déterminer la loi dc Y,r.

c) Montrer que la suite (Yr)r, converge en loi vers une variable aléatoire dont on déterminera Ia loi.

Q2' On note En l'ensemble des applications de [1,n] dans [1,n]. On choisit au hasard une de ccs applications, et
on définit la variable X" égalc au nornbre de points fixes de ccttc application.

a) Détermincr la loi de X".

b) Montrer que Ia suite (X",)r, converge en loi vers une variable aléatoire dont on déterminera la loi.
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Ë,LEKCtCE, .,.-: F1+ J.F.C. p. 1

|ExercËl D'après ESSEC 81

numérotésde1àN.

On tire au hasard, successivement et

des numéros obtenus.

Xry est la variable aléatoire égale au plus petit entier non nul r, s'il existe, tel que u, ) ural et à N si un tel r n'existe

pas.

IGI Montrer que si n est un élément de [0,I/ - 1] :P(X,r,, > n) - #o
Calculer P(XN > n,) pour tout élément n de [lf,+oo[.

.|y' est un élément de [3,+oo[. On considère une urne contenant Iy' jetons

SANS REMISE tous les jetons de l'urne et l'on note (u1, 'ttr2t. . . ,u1,,) la suite

I QZ I Oéa"ire, avec soin, de ce qui précède la loi de X1-, (il est conseillé de faire une "vérification" ).

Montrer que : .o(X1,,) : Ë * Déterminer ,[T* E(Xlr).
k:1

I Q5l Montrer que la suite de terme général Xry converge en loi vers une variable aléatoire discrète dont on précisera
I-l
Ia loi.

Montrer que X possède une espérance, et la comparer à r\T_ E(Xx).
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ÈlrencIcE .'.. F, J.F.C. p. j.

tr-"-"t.;l On tire deux fois de suite avec remise dans une urne contenant n boules (n e [2,+-[ ) ,rr,**
de1àn.
X, (resp. Y") est la variable aléatoire égale au numéro tiré lors du premier (resp. second) tirage

lQf Montrerque (X,/r)convergeenloiversunevariabiealéatoirequisuitunloiuniformesur[0, 1].

Iqrl,":xn*Yn.
a) Montrer que si À est dans [2,n], P(5, - k) = +

Montrer que si fr est dans [, + 1, 2nl alors P(Sn = 4 = 
2n + I - k 

.

i
b) Calculer » P(,9" : ,t) pour i dans [2, n].

k=2

i
Montrer qr," » P(5,= U = #ft+r+ t)i-i2 -2n2 -2n] siiappartient à [n* 1,2nn

L-a

Vt\/

I qg i Ç - 
 n -t tn 

et f,, est la fonction de répartition de Ç.n

a) Préciser tr,(.u) pour z élément a" l-*, 2 |
J ; I 

et nour r dans [2' +oo['

b) Monter que si r esr élément a. 
l; 

r * * 1,

,. ,_\ _ E(nr)(E(nr) - l)rn\x)= 
2",

(on pourra utiliser Q2).

Montrer que ceci vaut encore pour r élément d. |.0, ? iL ,L
c) Calculer F,(r) pour r élément a" f f 11,2fI nL
d) Calculer lim F,(r) pour tout réel r.n++m

e) Montrer très proprement que la suite de terme général Ç converge en loi vers une variable aléatoire à densité dont
on précisera une densité

F lU et I/ sont deux variables aléatoires sur (Q, A,P),indépendantes et qui suivent une loi uniforme sur [0, 1].

Montrer que I'trr = U * l/ est une variable aléatoire à densité et en donner une densité. Commentez.
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Eilt";_l HEC 96 Convergence en loi. Du discret à un continu pas très discret...

Certains disent qu'une variable aléatoire sur (0, "4, P) suit une loi géométrique à valeurs dans N de paramètre p
(p e10,1[) si:

X(0) : ry et Vn € N, p(X : n) : pq" où q:1- p

Q1. X et Y sont deux variables aléatoires indépendantes sur (O,"4,P) qui suivent une loi géométrique de parmètrep
à valeurs dans N. Etudier Ia loi de X +Y.

Q2. n est élément de [2,+oo[. Xn etY, sont deux variables aléatoires indépendantes sur (O,.4,P) qui suivent une
loi géométrique de paramètre 1/n, à valeurs dans N.

a) Etudier Ia loi de ,.:'*lh. Calculer E(2,).
n

b) Calculer pour tout réel t différent de 1 et pout tout élément i de N, f if + f;tft.
/c=0

Trouver la fonction de répartition Fn de Zn.

c) f(r) :0 si r ( 0 et F(r) - 1- (r*7)e-" si r est unréelpositif ounul. Montrer que f'est Iafonction de

répartition d'une variable aléatoire à densité.

d) Montrer q\e Zn converge en loi vers une variable aléatoire à densité Z dont on précisera Ia loi. Calculer E(Z).
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EXEtetcE, F1{ J.F.C. Conv. p.-i
ro rq

Exercice Convergence en loi. Inf, sup. Loi de Gumbel. ESCP 2002 3.24

Ql. Soit [/ une variable aléatoire uniformément répartie sur [0, 1) et (Un),,çN* une suite de variables aléatoires
indépcndantcs ayant chacune Ia môrne loi quc [/.

Soit, d'autre part, Y une variable aléatoire suivant la loi exponentielle de paramètre 1.

Pour tout n ) l, on pose Zn : Inf (Ut, . . . ,Un).

Montrer que Ia suite de variables (nZrr) converge en loi vers Y.

Q2. Soit X une variable aléatoirc suivant la loi exponenticlle de paramètre À > 0. Déterminer la loi dc Ia variable
aléatoire y -e-^x. (Irlr>t
Q3. On considère une suitcfdc ,*iubt", aléatoires indépendantes, suivant toutes la loi exponcntielle de paramètre
,\ > 0. Déterminer les limites en loi des suites de terme général:

a) An :n Inf (e-)xr, . . . , e-Àx.).

b) Dn: Sup(X1, ...,Xn) - lnn, dans Ic cas où À:1,
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EXERQ.ICE F8 J.F.C. p. 3

tr-"*t"" I Q1. Montrer que Vr € R**, arctanr+arctan ! :!r2
Q2. c est un réel strictement positif. On pose V, € IR , f (ù = --:- ,-- .- Montrer que / est une densité de probabilité

lt\c. + t.)

Q3. (X")">-1 est une suite de variables aléatoires indépendates sur (O, A,P) de densité /.
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n M,.
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@s ?oor T:.e rt! r p 0clr q^G-tai rt q.clo.. i .

f otdd,ùrnlh ,,,^ uf * ur€nJ,t'c.t..Ë

Vre lÊf , oec- to,. I t o.c-to^

a 'lltc 
= i- . -L=ot t(f trlc rttL l+tc

rç'"\",.xlptr. (rùtqrlêh.rtf dce ? ohakso.h r,a R.I .

3de rR, ÿrce tpf , ?(r, =d.

C^ S. VC., = È (e.ct!.r.t orc{r { ) =r(hr ùr L lt+r

§Qo. tl*e rnf , t al. + . c1 ÊJ

rfL

-
üit r,e t0; , ?oon ÿ =orc['o.n e] -- f -q..lo.

rG m,f d,r." {e I o, E C c} c.^c.h. I
E Jo,E C Àrc tc Jo,§ (* ffJ§ [ C.

to. { = tu^(oetto. ul =
eo" p o tq. CE -n"la. È ên (oreho" j

*

l=
t, = 

-;1,.I "'!q

f} *1. Cr,pt €Jo,TC. . Ârdt' d=P or. tc. c{Cpcfàearr Jo,fC.

- o^c.t o. i . o(g+or c, t cre ta. à = f .

(I

e

!to.ELL

I
E,

. Âxùf d=!,'

,îQq. ho* ("

0rc,êqr q'

ta.

"l[t-
r_r

Éê-aE,L

0arotpr.- oretor {h§ ù1oàe ntr tR

Vr€nl ,o^clorL+o.ct* â =- §'



@ + {atc*ùtr. } Po,itôc P. lR'

-l« [o,letor q* , - Ë.

v,rE,$,.*'f*z#'

J5. l. f-,û ;.*T.( I 
crrc to-

l.QoJ"*tO,*t eoü\c eI*"* 1'

cùolar* fic rcr 9nü'lcJ'rcr§ s'

Aci q,&re. dn rüra qt .

&errarrye . &f t r u-uqriolü dd.,loc" d. duliU §. rflr. fx reda&ü a.

-I-

- 

r,tp,Htto.

rLe tf,, F;(rer-{-*,.tJîo,a'*J"To,a-î! * fr crs{o' l} '

-t -.§

{r,Gil, §6trr-l'f crclo'â*i' (ll
-#

r{tr,t-r, îfo= î.a t victfl't'Ç x{crl)'§ t

t'\ r ft- I
ll:-t.3---'c l- ff - L L

co*.- det 
yru. rr^ tr J Atdi gnt, t J uor^ti'

Èo

41 drireff.

e\ u.luàitri,e d,t r* ;fti ,talR 'qrctq, §e

*[g o.*0" Ë]: f ucto f (*l

.L
l"J

J, il r

t" È1,, e Cn"ça^orr 6 âtt^ &.ütûfq$È $ci.,l': d ac' dc"t'"or p'î tùcr

,^€b*È S^ iir*'.. *"ù .t" ^"ttikf*dÀs \'" 
r ..'" fe^{tfü'"'

{oihn€til'. trrstoo 4*ec.$&L& tIpsktri^ co er '

teitrGrf. Fa.t [.e( 4 fl**("1= 0(Rq§([rrf,t""7X*lS H)

F2*(t[- p ({lrr§ !+rl 0.-0d t".( H} l' ?o^ùoetla(o'c<- q ütie'f'
,\t

atur-daitL dr

I;Tl;, ; il 0,,"* çr ; ttqcto^ Ë . i)i



P§

lrêN', {re lP. Fz. (rl= (

{dh r Clu?.

lâeô æGJ-aroJ.

--

el-lroJ

s J.
L

co*r Ë l=o
t *t- {'

J ar?}o.
r(

lorctrru ls t I '|tn r 2t

rlt r

sl

J.
Lb

rtl,
It

J
LAPc. os -r oteto"

d.. O( F..ttl§

ü ,icrl (ri fz. (rt =s ,

Ixtæ

JtGu.- r eJortr C. Fz- (ul:

*S- ft 
o"'to-+-i)

trar u* y "[ à 
qrlo-

rrHtr

ll..e. qrrtc- (f..t 
=

=à.* + l" J.

la. accrl{rg

.'i)

hlr
fI t -! - t-l=

èrJ

i.a(* *J*#

: lQ^,.tc. trfl' Ir

Qr

- il I -; o.ctc,*'

Rop.tr,r gr. utto^6 XJ.

flarQrr.flr -:t+
rtlrtr lt hP

d.. d, Q. (rl= c'ttt
rrPtr .. -

uceln, tt Ë.("1
If{ to

t3-- x

x-G 1-rr§l
t

rt r€ Jo,tcC

â(oa {À tlr 
= '-i.

lct-

rOOu \tt rr, f(rcl= t 
tL:: r-101 ' {te m, 0À E*al =

l6rttr,rdu€JortêL urtr
f-o7s1

*(ô=ftgl'

F(u

r . ^ r lerr ri-- -- r--10- -n-î-L,l

".J" 
q*bt'§ür' du"' vqr""J&- al{otooie-

ù ür"iH.

r tcih (t5le mld $* Lt 3 '

+ ltr(t§or FCt(l:§

{ ft rr(o(l : F(rl=o < e-.,T=f rtl.
§(rl = e'lkJ dtt3 = Fttl'J,

E
, tt o(r(r{: .à ûa.



P)

6re çot ororro$" Du^ m .

I

Qù çcr) 
= o . fÈ F(tsl. {À ci- "' s t -

rH-6 Itsl+rD Ët{{*

ff trl o qtôa &,x. Éfltt lR êl rr+

âtn. Fet-dr tEx B'rrrn 3'orol
d'l*ol-dr dor, 6 it tR,'.

& lu. JortoC .

ûcrotts
--J--

&ri o

F * drc. ar .0 o.t- Btatr* lQr ü dl. at cso ur à q""& a o '

(À fttl s 0I" e à,§ = f (ôl . Feh§lËrr.à d'sile a o '
I,t{Ot L}rOr

+ùf FetüL'16 rrÂ R ù61.!oE. 8'r,r^ ttÇ.l,rcrrrr tB ?..iti drs u*lt'

tùr. ù. r.*hn qre Fet tq lo.ü0. q. dla[lta.4,ur{uo,r.'qjh didcr[ e

(Zr lrar r toi ur. uA( \tr&iar{e. ql,gq*oAe loû.S FHû,

COtrrtc


