EXERCICE . Fi+ @s® JFC. p 4

Question 6 HEC 2011 S 443S

On considére une suite (Up)n31 de variables aléatoires indépendantes sur (§2, 4, P) et suivant toutes une loi uniforme
sur le segment [0, 8].

Vn € N*, X, = Max(U;,Us, ..., Uy).
Q1. Prouver que la suite (X,)n»; converge en probabilité vers 6.
Q2. Etudier la convergence en loi de Y, =n (6 — Xp).

Question de cours : Caractériser les isomorphismes d’espaces vectoriels de dimensions finies.
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Exercice Une urne contient n boules numérotées de 1 a n.

. s . . . . (o .
On tire une & une des boules de 'urne avec remise et on s’arréte lorsque on obtient un numéro supérieur ou égal au
précédent. X, est la variable aléatoire égale au nombre de tirages effectués.

Q1. Trouver, pour tout k dans N, P(X,, > k). En déduire la loi de X, (attention X,(f2) est fini!!).

Q2. Montrer que la suite de terme général X,, converge en loi vers une variable aléatoire dont on précisera la loi.
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EXERCICE - 4t JF.C.

Une urne contient des boules numérotées de 1 & n (n € [2,+00[) On tire avec remise une boule de

'urne jusqu’a obtenir un numéro supérieur ou égal au premier numéro tiré. X,, est la variable aléatoire égale au
nombre de tirages effecués.

Montrer que la suite de terme général X,, converge en loi vers une variable aléatoire dont on précisera la loi.
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| Exercice ] Convergence en loi. Du discret au discret. Temps d’attente de la r¢me houle blanche

dans un tirage sans remise. Fi+
Q1. Une urne contient a boules blanches et b boules noires. r est un ¢lément de [1,a].

On tire successivement et sans remise toutes les boules de 'urne. X est la variable aléatoire égale au rang d’apparition
de la 7™ boule blanche.

(k— l) (a+b—k)

Q1. Montrer que X () = [r,b+ r] et que, pour tout élément k de [r,b+7]: P(X = k) = —f——ﬁl—
a
Q2. r est un élément [1,400[. (Ny)ns0 est une suite d’élements de N* et p un élément de ]0,1[.

On suppose que lim N, = +oo et que Vn € N, pN,, € [r, +o0].
n—+00

Pour tout élement n de N, X, est une variable aléatoire qui a la méme loi que X lorsque a = pN, et b= (1 - p)Np.

Montrer que (X,)n>0 converge en loi vers une variable aléatoire qui suit une loi de Pascal de parametres r et p.
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X est une variable aléatoire qui suit une loi exponentielle de parameétre A.

Ent (nX)
- ,
Trouver la loi de Y, pour tout n dans N* (c’est du discret...). Montrer que la suite (Yy)n>1 converge en loi vers X.
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! Exercice | Convergence en loi. Du continu au continu

X est une variable aléatoire & densité sur (€2, A, P) prenant ses valeurs dans [0, 1].

Ent (2"X)

Pour tout élément n de N on posc: X, = o

. Montrer que (X,)n3»0 converge en loi vers X.
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EXeERCICE Fq

, Exercice l l Fi '

X est une variable aléatoire réelle sur (12, .4, P) ayant une densité f définie sur R

JFC. 990 14

. o Ent(nX ,
Montrer que la suite de terme général ——7(1—)- converge en loi vers X.

Notow Fx o {acdiion de épadihioe de x - fouctod % damW* xdione ¥, o
votolle ddatoue E"H"' ¢ ¥y oa {o.cion &ufvmﬁ'{-{o,._, Soitwem

Ve i, ©, l: fl¥.szl~?( eat-cux; $x)z P(ENE(RX) & n)

Sot(nx | Ekne)
Ve R, Fr: Z PC&*(ux\ Rle L Pleenx <Ri)
. 4:-® Qz-® Eh)()\t)
Enbinx) O bnry
VRER, Fyte) = 2. f(R<nxsbey). L 9(£<x<tu) [_(f(g,.’,(g)).
" b Ent(xx) bz
Ve €IR, £y (x)= in. (_-):.(F(e“ 4;(“-)} ﬂ,, (y(eu}(u)ﬂ {( )
Y0 Azv
_ Ent(unle ) ¢ foc F,R)= 0.
Ve er, By (x): Fy (_.__.;\___..) u a*-> B8

Soitc CIR. Soitx €INY.  ExtOx) § nx ¢ Enbone)td .

] IS o~ ' ‘
R M < Bt nm)4 d ¢ 'wu.\,j) Roor = < Entlne)+ < Q+: .
&

o arwace de §x Woich r,&(uur,(ét‘:__‘:.') § Fx(eed):

dre VT, Frla)e ®, el Falr 2] o i Fy(es2) = Fou cou Trok

Miy 4
diue wm . Ha e

Rop W Fy, (x) = $xCx) et oo pou touk wdams R .

LR

ud%¥ o Qe ques (Mg, COurqe s lolwmw X

(e.mx)) couge e foc uow X -
"N L V3

——
—




,. +
~ EXESQC\CE 3 JF.C.
3

Convergence en loi. Du discret au discret

Q1. n est dans N*. S,, est ’ensemble des permutations de [1,n] c’est & dire Pensemble des bijections de [1,n] dans

[1,n].

a) Pour tout i dans [1,n] on note A; 'ensemble des éléments de S, qui laissent fixe i. Calculer Card A UAsU---UA,.

L (-t
k!

En déduire que le nombre d’éléments de S, n’ayant pas de point fixe est D, = n! Z . On pose par convention

k=0
Dy =1.

Q2. n est élément de N*. On considére une urne qui contient n boules numérotées de 1 & n. On tire successivement
toutes les boules de 1'urne sans remise. On obtient une coincidence au i*™° tirage si la boule numéro 7 sort a ce tirage.

a) Trouver la loi de la variable aléatoire X,, égale au nombre de coincidences obtenues.

b) Montrer que la suite (X,)n>1 converge en loi.
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204y

LExercice | Convergence en loi. Du discret au iy (s ESCP 2013 3.18

Soit n un entier de N*.

Q1. On note F, 'ensemble des permutations de [1,n]. On choisit au hasard une de ces permutations, et on définit
la variable aléatoire Y;, égale au nombre de points fixes de cette permutation.

a) Montrer que le nombre d’éléments de Fy, n’admettant aucun point fixe vaut : d

b) Déterminer la loi de ¥;,.
c) Montrer que la suite (¥,,),, converge en loi vers une variable aléatoire dont on déterminera la loi.

Q2. On note E, I'ensemble des applications de [1,n] dans [1,n]. On choisit au hasard une de ces applications, et
on définit la variable X,, égale au nombre de points fixes de cette application.

a) Déterminer la loi de X,.

b) Montrer que la suite (X»)n converge en loi vers une variable aléatoire dont on déterminera la loi.
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Exercice D’aprés ESSEC 81 N est un élément de [3,+o0c[. On considére une urne contenant N jetons
numérotés de 1 a N.

On tire au hasard, successivement et | SANS REMISE | tous les jetons de I'urne et ’on note (uy,us,...,un) la suite
des numéros obtenus.

Xy est la variable aléatoire égale au plus petit entier non nul r, s’il existe, tel que u, > u,41 et & N siun tel r n’existe
pas.

1
(n+1)!

Montrer que si n est un élément de [0, N — 1]: P(Xy >n) =
Calculer P(Xy > n) pour tout élément n de [N, +oof.

Déduire, avec soin, de ce qui précéde la loi de X (il est conseillé de faire une “vérification”).

N
Montrer que: E(Xn) = Z
k=1

| —~

3 Déterminer Nl_ig:m E(XnN).

=

Montrer que la suite de terme général X converge en loi vers une variable aléatoire discréte dont on précisera
la loi.

Montrer que X posséde une espérance, et la comparer a NliI-{I} E(Xn).
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ERERCICE . ¥ JFC 4

Exercice On tire deux fois de suite avec remise dans une urne contenant n boules (n € [2,+00[ ) numérotées

de 1l an.
Xy (resp. Yy) est la variable aléatoire égale au numéro tiré lors du premier (resp. second) tirage.

Montrer que (X, /n) converge en loi vers une variable aléatoire qui suit un loi uniforme sur [0, 1].

Sn:Xn+Yn.

k-1
a) Montrer que si k est dans [2,n], P(S, = k) = .

n?

2 1—k

Montrer que si k est dans [n + 1,2n] alors P(S, = k) = _n+2—
n
b) Calculer Z P(Sn = k) pour i dans [2, n].
k=2
‘ 1 . , . o
Montrer que Z P(S, =k)= Pt {(471 +1)i —i* — 2n® — 2n| si i appartient & [n + 1, 2n].
k=2 2n

Xn+Y,
Q3 Tn:——+ﬁ
n

et I, est la fonction de répartition de 7,,.

2
a) Préciser F,(z) pour z élément de ] —00, ~ [ et pour z dans [2, +oof.

. 2 1
b) Montrer que st z est élément de [—, 1+ = [:
n n

(on pourra utiliser Q2).

7

, (14 2
Montrer que ceci vaut encore pour z élément de [0 — [
n

1
¢) Calculer F,(z) pour z élément de [1 +=,2 [
n

d) Calculer lirf F,.(z) pour tout réel z.
n—100

e) Montrer trés proprement que la suite de terme général T;, converge en loi vers une variable aléatoire & densité dont
on précisera une densité

U et V sont deux variables aléatoires sur (2,.4, P), indépendantes et qui suivent une loi uniforme sur [0, 1].

Montrer que W = U + V est une variable aléatoire 3 densité et en donner une densité. Commentez.
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EXERCICE = .. Fd, : . pi

HEC 96 Convergence en loi. Du discret & un continu pas trés discret...

Certains disent qu’une variable aléatoire sur (Q2,.4, P) suit une loi géométrique & valeurs dans N de paramétre p

(p €]0,1[) si:
X)) =N e YneN, p(X=n)=pg™ ou qg=1-p

Q1. X et Y sont deux variables aléatoires indépendantes sur (Q, .4, P) qui suivent une loi géométrique de parmetre p
& valeurs dans N. Etudier la loi de X + Y.

Q2. n est élément de [2,4+oo[. X, et Y;, sont deux variables aléatoires indépendantes sur (£2,.4, P) qui suivent une
loi géométrique de parametre 1/n & valeurs dans N.

Xn+Y,
a) Etudier la loi de Z,, = % Calculer E(Z,,).

i
b) Calculer pour tout réel ¢ différent de 1 et pout tout élément i de N, Y. (k + 1)¢*.
k=0

Trouver la fonction de répartition F,, de Z,.

¢c) F(z) =0siz < 0et F(z) = 1— (z+ 1)e™® si z est un réel positif ou nul. Montrer que F est la fonction de
répartition d’une variable aléatoire & densité.

d) Montrer que Z,, converge en loi vers une variable aléatoire & densité Z dont on précisera la loi. Calculer E(Z).
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EXE AR ce - | > 1 + JF.C. Conv. p.,i
2044

| Exercice | Convergence en loi. Inf, sup. Loi de Gumbel. | ESCP 2002 3.24 |

Q1. Soit U une variable aléatoire uniformément répartie sur [0,1] et (Up)nen- une suite de variables aléatoires
indépendantes ayant chacune la méme loi que U.

Soit, d’autre part, ¥ une variable aléatoire suivant la loi exponentielle de paramétre 1.
Pour tout n > 1, on pose Z,, = Inf(Uy,...,U,).
Montrer que la suite de variables (nZ,,) converge en loi vers Y.

Q2. Soit X une variable aléatoire suivant la loi exponentielle de parametre A > 0. Déterminer la loi de la variable

aléatoire Y = e~ *X.

(Xu) 23
Q3. On considere une suiteYde variables aléatoires indépendantes, suivant toutes la loi exponentielle de paramétre
A > 0. Déterminer les limites en loi des suites de terme général :

a) Ap =n Inf(e™X1, .. e Xn),

b) D,, = Sup(Xj,...,X,) — Inn, dans le cas ot A = 1,

St ve N Netms £ fo fodife. derdpaubition denZo o Fedle de ¥
Ve, Fulrl: O(nIufeoy o, ule = 4o P ( ey, o, ., V) ;’&)'
Viee®, B Celz 1+ PLAUY 2 MGy B FN.0ko,y 2)

tuwdepodes : Ve, FuCef- 4. Plug> ) 0(U,> 2 ) 0ry,> %)
- "
e Uy, Ve, .., O, OF Conne Q0L 0 Viceip, F (x) :s.(uu,).‘_:.))": 1. (1- Nux:%i) .

* © "“-36 J"[‘f
3 m3e Loul -
I M1E (3,48l

tapdon que V3EIR, (046 3):

Aone Ve, Fuqule | © ® * €l-o0L ,
1. (3. 2" ntee Cowl

4 Ma @ Cu, 40l

VKR, Fu(xl=6 pikCI-o0[, By Ye€l-a6LC, % F (u)=s.
Mirtes
goibece (6,4 l. 000 Mg =Bl () 41 . no EIN¥,

V€ LMo v, wrmgcEub(e)) » .

w b (4- %)
1-e .

doe YuC ﬂ’lo'-noE ; Fulelz 1< (4. —:-)“ =
[
3(6[°,“£ 4 ‘%>o



el

’ % _ )
'V\Q(j--s) (4 W) “(-_E):-’l QQ’_ {ht ‘:)-O
N4 W H-bb

Ao %(‘n((d.l‘)):-t—. (e I;Hc"'equc&!’ﬁ‘w.eu-n, dac
abeka R
-

WF(x) =3-¢.
A4 0

Fadend  VoeciR, €T Gel-

UHte je® m ¥ e'to,fﬂc

{ () M e €-f]~va>,»of.

i o pulle (W2, )k DuengR Betod wow we cauiaklk ddidocie icdle
gt puireo Ro¢ qopnBtielle do paanehe. 1.

dou By @ fadion de 7<t B olle de X
VEIR, F (el= ¢(Y&e) = f( e.;lxs x] .
Mo Viee -8, 03, €y(xl= P(Pl=0. 50\4?(636,-&0&C-
Bl e ARl P-AX &)z WXy -baz): P(X2 -3 R)
Rl 3= H(A< 3 ords 3o 00K ¢ 2le)  con & abum vkl olacdoic & dowik.

M w'e a0l

Ropnedonr e Wa'c iR F(k')={ ° '
" \ Pt FAR '€ To,+ul

1-e

S :J,(-)-.'O..z)= 4o (4.0 ("‘)) » -;‘leuzefo,wi

1 -0 N -7\‘-&(;6 J-0,00
M %€ Jo
F7(‘): | 4 L & J;J
I m x€ el
N O N ®RE J-Q, DJ ° N ?6]'4&,6(,
cmclondr WER, Fru) | 0 A xe :w,'ﬂ w Ju o oxely L Mo
3 M€ 136l 3 MrelyAal

Wun de doute Y= €2 auwlt Qo fol MI&G&M TP T ou. pu 06,47 0w .o




P3

Q) tawy YREWY Vo= ehre, Vapd ¢ ¢ wenw® Uy & Weeg) -
btk o At VR, &, Ko o 05T mudlionsd . & pou dddds

Moo qeu b w dwe W%, By, 0, B, 0 wchullond & &€ pedautie -
A(;wi, d’o.‘ﬁ.' q4, o, puike. ('\\ ‘I.k:(,‘\},,ﬁ“...,%h))k% QM%zengd V) W
vauohle abdclscie ol q.u.iﬁd\' ta ot qoom(& da. (xuam&ﬁr. 4.
Fiadowad ta ik de feune (ool Auzu b (s A g% ) e
o ot vt we st oble olétoue Tlle quul puit e et ecpocadidle da qauamehe 4,

by Seit we WE Sott ¥, o, o Eqacthion ds Ou.
x TRl Tie

NxeR, Fuculz PDugxl: P Sup (K3, Koy 5,_;_4,(.‘.(:”.,‘) i,-
'(‘lfﬂ‘h&dﬂ(&$l+e.u5!\-—-l\{x.,$x46.u” =

[e° » 3 €Fanl
&“&Mq‘t Yé&lk, ?(ﬁ"s“})-{ i.e" b‘lﬁ 3‘ e Eo'.t o L

Vl G‘g ) V‘! (“‘.

o X k€ J-W,-&kc

MRa, Vel L Celz
T e e aee Dotony vl
o nc xe J-t.anl.

VLeR, Fu Celz
(1- L& *) wx€ G ml

SotleC IR, 1O N = Ent (€)1 . ag N,
Ve Que 0 £, Mume zBbb(e™)4d e .

Vel tn L, dm>-2, Vu€ligwml, & >-bx .
L(3-2e” Y
V’\seuh‘,'ﬂla: F\(!)’.(J- -‘E- e z)'l' - ﬁk ( . )

wl(-4 e ) ~n(-2e X e Y O &.“l e”?:o.

" dee

Moa (xR (1-2 € Y 2. Wtmet eb@iw o€
Nheo



'y

- ® .
i WEF (W= @ < Q}Q&’M*u&ﬂ&
Wity

oo Ve€R, Fu)|: e ¢ ‘d’ma.ha. o Fat Q&Smdfwdt-iya% d'use
uo.aidﬂr Moﬁ.e.m T dowde .
o O (-€ %)z - dac W Fwso

“Htm Riv~ ®©
G (-€ Y=o dac On F(w)- 4
RPN Kt O .
. - .-
o Forddwalle pu IR &b Vie® F(x): € e >0

Fakumadde ru. IR.
wdag que Yo dewsy RS pleddade mohed que € pd Ao velews dews To,iJ

« #uE P ot Chu iR & (v e tat dedam 89 MR,
o tnqoctioe Fal de dane 83 IR
Cuodiiede wade que Ferte fudia de LpFitim S vauddle ddedose delbe
& donik,
M;M' (0\)2‘(’.%& eal Ay W W‘U-l:&wL QL&OQQ u{d»et d.g'mac, (M&F

- £

[T éa.dia‘d.r.(r;‘d{km" ?d’ffg\iz pas V(GlR! F(x): &

Eaercice  EAMmmeL & cas o A€ 'Kr-uj'



EXERCICE Fd JFC. p. 3

- 1
Exercice Q1. Montrer que Yz € R**, arctanz + arctan — = g
x

c
m(c? + t2)

Q3. (Xpn)n>1 est une suite de variables aléatoires indépendates sur (2, A, P) de densité f.

Q2. cest un réel strictement positif. On pose Vt € R, f(¢) = . Montrer que f est une densité de probabilité.

Vn €N, Vi € 0, My(w) = Max(X1 (@), Xa(w), ., Xa(w)) et Zy = — M,

Montrer que la suite (Z,)n>1 converge en loi vers une variable aléatoire dont on précisera la loi.
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