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LExercice ] Convergence en probabilité et en loi. Loi de Pareto. Stabilité au niveau de la loi

exponentielle. | ESCP 2006 3.32]

Soit & un réel strictement positif.

o
On considére la fonction f définie par: f(x) = { xotl

0 sinon
Q1. Montrer que f est une densité de probabilité.

Q2. Soit X une variable aléatoire réelle de densité f. Etudier lexistence des moments (non centrés) de X. Les calculer
lorsqu’ils existent.

Q3. On considere une suite (X, )n>1 de variables aléatoires réelles mutuellement indépendantes de méme loi, de densité
commune f.

Pour tout n € N*, et pour tout 7 € [1,n], on pose:Y; =In(X;), Z,= X1X21—X,

a) Déterminer une densité de Y, i € [1,n].

b) En déduire une densité de Z,,.

Q4. Pour tout n > 1, on pose U, = (Z,)'/™.

a) Montrer que la suite (In(U,))n»1 converge en probabilité vers une variable aléatoire constante C' que ’on déter-
minera.

b) Montrer que la suite (Uy),>1 converge en loi vers eC.
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4  exercice 2 JEC.

ESCP 2010 3.11

Soit o un réel strictement positif et (¥;)ien~ une famille de variables aléatoires indépendantes définies sur un espace
probabilisé (€2, A, P). On suppose de plus que, pour tout ¢ > 1, la variable Y; suit la loi exponentielle de paramétre
1.

n
Pour n > 1, on pose Z, = Y_ Y; et on note g, la densité de Z,, nulle sur R_ et continue sur R%.
i=1

Q1. a) Rappeler expression de g; et calculer gs.
b) Montrer que pour n > 1 et £ > 0, on a: gp(z) = nae (1 - e~aT)yn—1,
¢) Facultatif Calculer espérance E(Z,) de Z, et en donner un équivalent simple quand n tend vers linfini (on

n
rappelle que Y. 1 ~Inn).
k=1

d) Facultatif Exprimer la variance V(Z,) de Z, et montrer qu’elle admet une limite finie quand n tend vers Pinfini.

l On ne fait pas Q2 mais Q2’ ‘

» Q2 Etudier la convergence en loi de la suite de terme général U, = —-
n

Q2. a) Calculer la fonction de répartition G, de Z,,.
Z

b) On définit U, = Z2. Déterminer la fonction de répartition H,, de U,.
n

¢) Etudier pour tout z réel la limite de la suite (Hy,(z))n. Quelle est la limite en loi de la suite de variables aléatoires
(Up)n?
d) Déterminer lim E(U,) et lim V(U,).
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EXERC\CE ' r2 | IR

2014
Oral ESCP 2013 3.13

1
Q1. On définit sur R la fonction g par g(z) = / |z — t| dt.
-1

Donner, suivant les valeurs de z, ’expression explicite de g(z) en fonction de z et vérifier que g est continue sur R.
Dans la suite de I'exercice, X est une variable & densité définie sur un espace probabilisé (Q, 4, P). On définit sur

Papplication Y par:Vw € Q,Y (w) = / |X - t| dt.

On admet que Y est une variable aléatoire définie sur (Q, A4, P).

Q2. On suppose dans cette question que X suit la loi uniforme sur [-1,1].

a) Exprimer Y en fonction de X.

b) Donner la fonction de répartition de Y.

c) Vérifier que Y est une variable & densité et donner une densité de Y.

d) Calculer I'espérance de Y.

Q3. On considére dans cette question une suite de variables aléatoires (Xn)np1, définies sur (2, A, P), oli, pour tout
entier naturel n > 1, X,, suit la loi normale d’espérance nulle et d’écart- -type 1/n.

1
On définit, pour tout entier naturel » non nul, 'application Y;, par:Vw € Q,Y,(w) = / IXn(w) — t[ dt.
~1

On admet que, pour tout entier naturel non nul, Y, est une variable aléatoire définie sur (22, A, P).
On note Fy, la fonction de répartition de Y,, et ® celle de la loi normale centrée réduite.
a) Exprimer, pour tout réel y, Fy, (y) en fonction de ®(y) et de n.

b) Montrer que la suite (Yn)n>1 converge en loi.
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LExercice ] Convergence en loi. Loi de cauchy. Oral ESCP 2012 3.3

2
m(e* + e~%)

Q1. On considere la fonction g définie sur R par g(z) =

Montrer que g est une densité de probabilité.

Dans la suite, on note X une variable aléatoire définie sur un espace probabilisé (2, A, P) admettant g pour densité
(on dit que X suit la loi d’Euler).

Q2. Déterminer la fonction de répartition Fx de X.

Q3. Montrer que X admet des moments de tous ordres et calculer son espérance.

Q4. On pose Y = e¥X.

a) Montrer que Y est une variable aléatoire & densité et déterminer une densité de Y.
b) La variable aléatoire Y admet-clle une espérance ?

Q5. On considere une suite de variables aléatoires (Yj)nen- définies sur le méme espace probabilisé (2, A, P),
indépendantes et suivant toutes la méme loi que Y. Pour n € N*, on pose M,, = Sup(Y3,Ya,...,Ys).

a) Déterminer la fonction de répartition de M,,.

b) Pour n > 1, on pose Z, = ]\/—[— Montrer que la suite (Zy)nen+ converge en loi vers une variable aléatoire dont on
n

donnera la loi.

Theéme abordé oral ESCP 2013 3.9
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EKEKC \ C E y JF.C. Conv. p. 1

@xercice ] Convergence en loi. EDHEC 2013 Ex 3

R ir < — P
1) On considére la fonction f définie sur R par: f(z) =< 2z2 ses-lowz> 1.

0  sinon
Montrer que f peut étre considérée comme une fonction densité de probabilité.
Dans la suite, on considére une suite (Xk)ken de variables aléaoires, toutes définies sur le méme espace probabilisé
(22, A, P), mutuellement indépendantes et admettant toutes f comme densité.

. S,
De plus, pour tout entier naturel n non nul, on pose S,, = Sup(Xy, Xo, ..., X,) et Y, = = On admet que S,, et Y,
n

sont des variables aléatoires & densité définies, clles aussi, sur (2, A, P).
2) Déterminer la fonction de répartition, notée F', commune aux variables aléaoires X k-

3) On note G,, la fonction de répartition de la variable aléatoire Y,,. Déterminer explicitement Gr(z) en fonction de
n et x.

1

TR

b) Justifier que, pour tout réel z strictement positif, il existe un entier naturel ng non nul, tel que, pour tout entier n

4) a) Montrer que, pour tout réel z négatif ou nul, on 8 G,(z) <

supérieur ou égal & ng, ona z > —-
n

En déduire que:Vz > 0, 3ng € N*, Vn > no, Gn(z) = (1 _ %) '

5) a) Déterminer, pour tout réel z, la limite de Gn(z) lorsque 1 tend vers +o0. On note G(z) cette limite.
b) Montrer que la fonction G ainsi définic est la fonction de répartition d’une variable aléatoire & densité.

c¢) En déduire que la suite (Yn)n>1 converge en loi vers une variable aléatoire Y dont la fonction de répartition est G.

1
6) Vérifier que la variable aléatoire v suit une loi exponentielle dont on précisera le paramotre.

1) o Vo €] — 00, ~1] U1, +oof, f(z) = % >0t Ve €] - 1,1[, f(z) =03 0.
Ainsi f est définie et positive sur R.

e = - 0 est continue sur R et z — % est continue sur R*, donc f est continue sur | - oo, —1], ] — 1, 1] et [1, +oo].
Alors f est au moins continue en tout point de R — {—1,1} donc f est continue sur R privé d’'un ensemble fini de
points.

1
e f est nulle sur ] — 1, 1] donc / f(t) dt existe et vaut 0.
-1

t—>1 t conti [1+[Ve[1+[/wldt— L _ 1+l
572 est continue sur {1, 4+oof. Vz ,+oo], | apdt= 5 1__ ot s

. 1 . 1 1 1 teo ] . 1

Alors ¢BToo X ﬁdtzm_lil}rloo <—ﬂ+§) =§-Donc/1 -Q?dt existe et vaut 3

1 -1 Foo 1
Comme t —» 72 est paire sur R*, / N CYP) dt existe et vaut /1 PY?) dt donc 3

Alors f(t)dt et / f(t) dt existent et valent 3
-0 1
+o0

1 1
Dans ces conditions / f(t) dt existe et vaut 2 +0+ 3 donc 1. Ceci achéve de montrer que:

fade o]



J.F.C. Conv. p. 2

u peut ¢tre considérée comme une fonction densité de probabilité.

2) Vz € R, F(z) / f(®)

¢ Soit z un élément de | — oo, —1].

‘ ‘1 17" 11
v - ,‘—1, t == — t —_—— = — — —_—
y €l = oo ) / fe)dt /y 2t2d [ QtJy 2x+2y

. 1 1 1
Donc F / f = ygmm/ f ylinloo <—E + E) = _.é.:_v.

1
Vx €] — 00, -1], F(z) = ~57 En particulier F(—1) = %

e Soit z un élément de ] — 1,1].

@€ —1 x
:/_ f(t)dt:/_ f(t)dt+/_lf(t)dt:F(—1)+0= % car f est nulle sur | — 1, 1].

1
Vz €] -1,1], F(z) = 3
e Soit x un élément de [1, 4+oof.

-1 1 T T 1 1

Rappelons que / ft)dt = F(-1) = %, / Ff)dt=0et / fe)de = / = dt = 37 %2 (comme nous I'avons
- -1 1 1

vu dans 1)).

1 1 1
Alors F(z / f@® / dt+/f dt+/f =_+0+§_§;_1_ﬁ.

1
Vr €[l,+o0, F(z) =1 - 72

La fonction de répartition F commune aux variables aléatoires Xy, est définic par:
1
~—  sizel—oo, -1
5, S ] —o0,-1]
1
VreR, F(z) = 3 size]l—1,1f
1- X sizell,+oof
— — 3 x 5
2z

3) Soit n un élément de N*. Soit z un réel.
Gu(z)=P(Y,<z)=P (% < x) = P(Sn < nz) = P(Sup(X1, Xz,...,Xn)) < nz). Alors:

Gn(z) = P({X1 < nz} N {Xa < nz}n...N{X, < na}).
Or Xi, Xo, ...., X, sont mutuellement indépendantes et ont pour fonction de répartition F. Ainsi:

Gn(z) = P(Xy < nz) P(X2 < nz)... P(X, < nz) = (F(nz))".

Sixe-—oo,~1J nx €] — o0, —1] et Gp(z) = (F(nm))n=<~ ! )"

Siwe: = i[,me ~1L1[ et Gu(z) = (F(m))”=(1) .

Size ,-I-oo[, nz € [1,+00[ et Gu(z) = (F(nz))" = (1 - —1—) . Ainsi:
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1 \" T 1
<———-—> sixz e —oo,——]
2nzx n

Vn e N*, Vz e R, Gp(z) = (1> size _1 l[

( 1 >n . _1 [
1—— siz € |—,400
\ 2nzx 7

4) a) Soit n un élément de N*. G, est une fonction de répartition donc G,, est croissante sur R.

Alors Vx €] — 00,0], Gn(z) < G,(0) = (l) =L

1
Pour tout élément n de N* et pour tout réel z négatif ou nul: Gy, (z) < o

b) Soit = un réel strictement positif.
. 4 * . . X 1 1 . P
Sin est un élément de N*, z > - équivaut & n > — car z — = est strictement décroissante sur ]0, +-00].
7 z z

1
Posons alors ng = Ent [ — | + 1.

x
Notons que ng appartient &4 N* car Ent { — | appartient & N puisque z est strictement positif.

T
1

Soit n est un élément de N supérieur ou égal & ng. n € N* et n > Ent <—) +1>—
x z

1
DoncvneN, n2ng =z > —-
n

Pour tout réel  strictement positif, il existe un entier naturel ng non nul, tel que, pour tout entier n supérieur ou

L 1
égala ng,ona x> —
n

Soit z un réel strictement positif. Il existe ng dans N* tel que Vn €N, n 2 ng = z > .

1 1 \"
AlorsVneN, n2ny =z € [—,—l—oo[et ainsivn € N, n 2 ng = Gp(z) = (1— —27”:) .
n

Pour tout réel x strictement positif, il existe un entier naturel ng non nul, tel que, pour tout entier n supérieur ou

L 1 \"
égal & ng, on a Gy {(x) = (1 — m)

5) a) Soit z un réel.

e Supposons d’abord que z est négatif ou nul.

. 1 _ 1 ) 1\"
VneN, 0<Gu(z) < —et lim —= lim 5 =0 car

2n n—+oo 2%  n—o+4oo

1 ) _
5‘ < 1. Donc par encadrement "Er}rloo Gr(z) =0.

e Supposons maintenant que x est strictement positif.

1 1 "
Alors il existe un élément ng de N* tel queVn € N, n 2 ng = z > p et Gp(z) = (1 - —) .
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. 1. 1 1 1 . 1 1 1
Soit n un élément de [ng, +o0of. Alors z > = donc = > ——. Ainsi 1 — —— >1l--=->0.
n 2 2nzx 2nzx 2 2
. 1 \"
On peut alors dire que Gy, (z) = (1 — M) = ¢ "(1-23%) ot ceci pour tout élément n de [ng, +oof.

1 1 1 1 1
li - )= - - - -
pam ( an) 0 donc In (1 an) ntioo " 5p Alors n In <1 2nx> oo 32

1 1
P séquent  1i m{l-5.7)) =5
ar conséquent  lim (" n( 2nm>> 2z

2nzx

1
La continuité de la fonction exponentielle en — — permet de dire que: hm Gn(z) = lim e" n(1-5z) ~7s.
2z n—+ n—+00

J
o™
)
8

Pour tout réel z, hm G,
n—+

(z) = {6_2—1-1—’ sixE]O,-ﬁ-oo[.

0 sinon

b) V2 € R, G(z) = lim Gu(z) = {e = sia e, +OO[.
n—+00 .

0 sinon

e lim G(z) =0 car G est nulle sur | — 00,0]. lim G(z)= lim e 7 =¥ =1.

L= —0o0 z—+o00 z—+o0

e Montrons que G est croissante sur R. Soient z et y deux réels tels que z < .
Siz <y<0:G(z) = G(y) =0 donc G(z) < G(y)!
Siz<0<y:G(z)=0ct G(y) =e 77 donc G(z) < G(y)!

1 1 1 1
Supposons que 0 < z < y. Alors — < — done — — < — Ainsi G(z) = €TE < e Ty = G(y).
2y 2z 2z 2y’

Finalement ¥(z,y) € R?, z <y = G(z) < G(y) donc G est croissante sur R.
® G est croissante sur R, lim G(z) =0et lim G(z) = 1 donc G prend ses valeurs dans [0,1].
L——00 —+00

* G est nulle sur | — 00, 0] donc G est continue sur | — oo, 0]. Alors G est continue en tout point de ] — 0o, 0] et
continue & gauche en 0.

1 . . . . —L .
r— 5 est continue sur J0, 400 et z — e” est continue sur R. Par composition £ — e~ 2= est continue sur ]0, +o00[
x

donc G est continue sur )0, +oo[. Alors G est continue en tout point de ]0, +oo

1
lim (—2—) = ~oc donc lim G(z)= lim e" 2z =0 = G(0). Ainsi G cst continue & droite en 0.
x

z—=0+t z—0+

Ceci achéve de montrer que G est continue sur R.

® G est nulle sur | — 00,0] donc G est de classe C* sur | — oo, 0].
1 . —sL
z— by est de classe C' sur J0, +00 et £ — €% est de classe C* sur R. Par composition & — e~ 7% est de classe C1
T

sur |0, +oo[ donc G est de classe C! sur ]0, +o00].

G est de classe C* sur | — 00, 0] et ]0, +00[. Done G est au moins de classe C! sur R* donc sur R privé d’une ensemble
fini de points.

Les cinq points précédents montrent alors que:

G est la fonction de répartition d’une variable aléatoire 3 dcnsim

C) e Pour tout n dans N*, G,, est la fonction de répartition de Y,,.
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Soit (X5.)n>0 une suite de variables aléatoires définies sur I'espace probabilisé (Q, A, P), iid. (c’est-a-dire indépendan-

tes et identiquement distribuées) de densité : f(z) = {Zx sizef0,1]

0 sinon

l On ne fait que Q1, Q4 et Q5.4|

» Q1. Donner la fonction de répartition, I’espérance et la variance de Xo.
Q2. Soit a un réel de ]0,1[. Pour tout w € £, on pose, sous réserve d’existence : Sq(w) = Min{i € N / Xi(w) > Va}.
Montrer que S, est une variable aléatoire. Donner sa loi.

Q3. Soit (an)nzo une suite réelle telle que 0 < ap < 1et lim a, = 1.
n—-40co

Déterminer la convergence en loi de la suite ((1 — @r)Sa, )n-

» Q4. Soit £ > 0. Déterminer :

n—1
a) lim P(Y X;> 2 +en).
=0

n——+oo

n—1
b) lim P({Y Xi <L +n).
=0

n—+oo M/

» Q5. Soit a un réel. On pose R, = Inf(n®Xo,n%X1,... ,n*X,_1). Etudier en fonction de « la convergence en loi de
la suite (Ry).

Attention question & faire avec beaucoup de soin mais je tiens particuliérement & ce que vous trouviez le résultat.
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EXE RCICE 4: PL+ JF.C. Conv.p. 4

203k
Exercice l Convergence en loi. Du continu au continu. HEC 2001 Prob. 3

On considere une suite (Xn)n>0 de variables aléatoires réelles indépendantes qui suivent la loi normale centrée réduite.
1
Q1. Donner la loi de 5 X?. En déduire E(X?) ct V(X2).

1 1

1 n
Q2. n est un élément de N*. On pose S, = — Z X,f. Montrer que P(|S, — 1| > n™35) < 2n~3.
n
k=1

Xo

\/3’;.

Rappelons que Xy et —Xy ont méme loi. On admet alors que, pour tout n dans N*, T}, et —T}, sont des variables
aléatoires réelles ayant méme loi. OnG8wet Quds, que Ty Yo dews te.

Q3. On pose Vn e N*| T,, =

a) & est réel strictement positif et n un élément de N*.

Montrer que: P(T,, < z) < P (Xo <zy1l+ n_%> +2n7%

(on pourra utiliser le systeme complet (A4, A) avec A= {Xo < zV1+ n=s})

Montrer que P(T, < z) > (1 - 2n_%)P (XU AR n“%)

b) Montrer que la suite (Th)n>1 converge en loi vers la loi normale centrée réduite.
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EXERCLC E "iﬁ : F'L‘P JF.C. Conv. p. 1
o3y

| Exercice ] La convergence en probabilité donne la convergence en loi. F2+

(Xn)nzn, est une suite de variables aléatoires réelles sur (€, A, P) et X une variable aléatoire réelle sur (2, A4, P).

On suppose que (Xy,)n>n, converge en probabilité vers X et on se propose de montrer que cette suite converge en loi
vers X.

On note F la fonction de répartition de X et pour tout n dans [no, +oof, F, la fonction de répartition de Xp.

Soit & un réel ol F' est continue. On se propose donc de montrer que:

Ve e R™", 3r € [no, +oo[, Vn € [ng, +oof, n > r = |Fy(z) — F(z)| <e.

Soit € un réel strictement positif.
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