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exponentielle.

Soit o un réel strictement positif.

( a .,;-\1
On considère la fonction / définie par f (r): ( 7a+1 ot e '/ L.

I o si,on

Q1. I\fontrer quc / cst unc densité dc probabilité.

Q2. Soit X une variable aléatoire réelle de densité /. Étudier l'existence des moments (non centrés) de X. Les calculer
lorsqu'ils existent.

Q3. On considère une suite (Xn)n>t dc variables aléatoires réelles rnutuellement indépendantes dc môme loi, de densité
commune /.
Pour tout n € N*, et pour tout ri € [1,n], on pose:Y;: In(Xz), 2,,: Vi_.x^.
a) Détermincr une densité deY;, i e [1,ru].

b) En déduire une densité de Zn.

Q4. Pour tout n ) l, on posc Ç : (Z,r)1/".

a) IMontrcr que Ia suitc (ln(t/r))n)r convcrgc cn probabilitô vers unc variablc aléatoire constantc C quc I'on détcr-

minera.

b) Montrer que la suite (il")"21 converge en Ioi vers ec.

Convergence en probabilité et en loi. Loi de Pareto. Stabilité au niveau de la loi
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Soit a un réel strictement positif et (Y1 )zero- une famille de variables aléatoires indépendantes définies sur un espace

probabilisé (A,A,P). On suppose de plus que, pour tont'i )- 1, Ia variable Y; suit la loi exponentielle de paramètre

i,rv.

Pour n ) l, onpose Zn: iU et on note g, la densité de Zn uile sur IR.- et continue sur R.i.
i:t

Q1 a) Rappeler I'expression de 91 et calculer 92.

b) Montrer que pour n)7 et r ) 0, on a:gn(r):nae-o'(1 - e-dr)n-t.

c) Facultatif Calculer I'espérance E(2") de Zn et en donner un équivalent simple quand n tend vers l'infini (on
n

rappelleque t |-lnn).
k=\

d) Facultatif Exprimer la variance V(2") de Z, et montrer qu'elle admet une limite finie quand n tend vers l'infini.

On ne fait pas Q2 mais Q2'

Q2' Étudier Ia convergence en loi de la suite de terme général (Jn : Z-'" 
'

n

Q2. a) Calculer la fonction de répartition Gn de Zn.

7
b) On déflnit (Jn. - 'n .Déterminer la fonction de répartition Hn de Un-"n.

c) Étudler pour tout r réel la limite de la suite (H"("))". Quelle est la limite en loi de Ia suite de variables aléatoires

(U-)"?

d) Dérerminer fim E(Lt,) *, ,B_ V(U").

@ U * U it" ô. r..l§, [d. ü.,.1p tuqtddLbr * 'ô* tdf ncr/c ..e tdlaûr
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g, EXERC tC E ,'..i j,n *\i'é fR,
2 otl

l-æ""t* --l oral ESCp 2018 B.ls E
Q1. On définit sur lR. la fonction g par 9@) = [' @ - tldt.

J-t
Donner, suivant les valeurs de r, l'expression explicite de g(z) en fonction de r et vérifier que g est continue sur IR.

Dans la suite dc I'exercicc, X cst' unc variable à densité ddfinie sur un espacc probabilisé (e, A, p). On définit sur O

l'application Y par : Vcr € O, y(w) : [' l*t l - tldt.
J-t

On admet que Y est une variable aléatoire définie sur (e,.4, p).

Q2. On supposc dans cette questiou que X suit la Ioi uniforme sur [_t,1].
a) Exprimer Y en fonction de X.

b) Donner la fonction de répartition de y.

c) vérifier que Y est une variable à densité et donner une densité de y.

d) Calculer l'espérance de Y.

Q3' On considère dans cette question une suite de variables aléatoires (Xo)n>t, définies sur (O,.4,p), où, pour tout
entier natureln) 1,, X, suit la loi normale cl'espôrance nulle et cl'écart-type l/n.

on définit, pour tout entier naturel rz non nul, l'application y,, par : vt,r e e,y^(w) : 
!' ,l* rt ) - tl dt.

On admet quc, pour tout cnticr naturcl non nul, Izr. cst unc variable aléatoirc définic sur (O,r4,p).

On note Fv* la fonction de répartition de Y, et iD celle de la loi normale centrée réduite.

a) Exprimer, pour tout r,ôely, Fy^(g) en fonction dc O(y) et cle n.

b) Montrer que Ia suite (Yn)n>t converge en loi.
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EAERC IC E, Fâ, J.F.C. Conv. p. $

Exercice Convergence en loi. Loi de cauchy. Oral ESCP 20'L2 3.3

Ql. On considère la fonction g définie sur IR par S@) : --:-L r\__/ r(e,*e*,)

Montrcr que g cst une dcnsité dc probabilit6.

Dans la su'ite, on note X une uariable aléatoire définie sur un espace probabi,lisé (Q, A, P) admettant g pour densi.té

(on dit que X su'it la loi d'Euler).

Q2. Déterminer la fonction de répartition F7ç de X.

Q3, Montrer que X adrnet des mornents de tous ordres et calculer son espérance.

Q4. On pose Y : ex.

a) i\{ontrer que Y est une variable aléatoire à densité et déterminer une densit é de Y .

b) La variable aléatoire Y admet-elle unc csp6rancc ?

Q5. Orr considère unc suite dc variables alôatoircs (ÿ")"ex- définies sur lc même cspace probabilisô (Q,A,P),
indépendantes et suivant toutcs Ia môme loi que Y. Pour n € N*, on pose M, : Sup(Yt ,Y2,...,Yr).

a) Dôtcrmincr Ia fouctiou dc rôpartitiort dc Mn.

b) Pour n) l,on pose Z.: #. Montrer que la suite (Zr)nçN- converge en loi vers une variable aléatoire dont on
lUl,

donncra Ia loi.

Thèm,e abord,é l'oral ESCP 2013 3.9
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E^.)IERCICE J.F.C. Conv. p. 1

Exercice Convergence en loi. EDHEC 2o1B Ex B IFFl
(1

1) On considére Ia forrction / définic sur IR par : f (r): I ,æ si z ( -1 ou r)- !.

I o sinorr
Iuoutrer que / peut ôtre considôrée cornmc une fonction densitd de probabilité.
Dans Ia suite, on considére une sttite (xr)res. cle variables aléaoires, toutes définies sur Ie même espace probabilisé
(Q,A,P), mutuellement indépendantes et adrnettant toutes / comme densité.

Deplus,pourtoutentiernatureln nonnul,onpose,Sr,:Sup(X1 , Xz,...,Xrr)ety,,:*.Onadmetque,Sr,ety,
sont des variablcs aléatoircs à dcnsité définics, cilcs aussi, sur (o, A,p). n

2) Déterminer la fonction dc répartition, notéc -F', courmune aux variables aléaoires X7,.

3) On note G,, la fonction de répartition cle la variable aléatoire Y,,. Déterminer explicitement Gu(r) enfonction de
rt ct r.

4) a) Montrer quc, pour tout récl r négatif ou nul, on a G,r(r) ç 1.
2rL

b) Justificr quc, pour tout récl r strictcmeut positii il cxistc un cnticr naturcl n0 non nui, tel que, pour tout cntier n
supérieur ou égal à n6, on u r, L.

n

Endéduircqrrc:Vr)0, Jng€N*, Vn )ns, G*(x;: (r-l)"'7 -"\*', \' 2nt)
5) a) Déterminer, pour tout réel r, la limite cle C,,(r) lorsque zz tend vers *oo. On note G(r) cette limite.
b) Montrcr que Ia fonction G ainsi définic cst Ia fonction dc répartition cl,une variable aléatoirc à densité.

c) En déduirc que Ia suitc (Y,),,21 converge en loi vers une variable aléatoire Y dont Ia {bnction de répartition est G.

6) Vérificr quc la variablc aléatoirc f suit unc loi cxponcntiellc dont on préciscra lc pararnètrc.

1) oVr€l -oo,-1lu[1,+oo[, /(r) : #)0etVze] - r,t[, f(r):0)0.
Ainsi / est définie et positive sur IR.

o r -) 0 cst continr 
'l

resurIRetr-+ 
Zr:""tcontinuesur1R*,donc/estcontinuesur]_æ,_1],]_1,1[et[1,+oo[.

Alors / cst au rnoins continue cn tout point dc R - {-1,1} donc / cst continuc sur IR privé d'un enscmble fini de
points.

o / est nullc sur ] - 1,1[ aorr" /' l(t)dtcxistc ct vaut 0.
J_t

1t -+ 
2t2 

est continuc sur [1, +oo[.

Arors 
* 
rim 

lr" #d, : ,tii,_ (

Comme , - # est paire sur IR*, #otexiste et.,ur, /*- #oraor," ].
ltl r*æ

o,o.. 
_/__ 

/(t)dr * J, /(t)dr cxistcnt ct valcnt ].

Dans ces conditions [** f (r)dü cxiste ct vaut ] * o * I aon" 1. ccci achèvc dc montrer quc :J-* "'2' "'2-"""''

Vu € [1, +oo[,

.;)

/," #": f_,i],,: 
_**|

1r+-1: 1.Do,r. 
Jr- #dü cxisrc ct vaut j1

-2"

/_:



J.F,C. Conv. p. 2

/ peut ôtre considérôe corrrmc une fonction dcnsité dc probabilitô

2)vreR, F(r) : I:*f(t)dt.
r Soit r un ôlément d" ] - oo, -1].

vy el - æ, -11, 1"" rrrlat: 
ln- **or: [-*]',: _** *

F(r) : t- *rAl r, 
: 

l-:re) dt + I'rf @d, : r'(-1) * o : ; car / esr nulre sur I - 1, 1[.

Donc F(r) : I:*r(ùdt:,Ir* l,' ratdr:,I1,_ (*. *) : -*
Vr el - oo, -11, .F(r) : -* ,"particulicr F(-t) : *.

e Soit e un élément de ] - 1, 1[.

Vr el - 7,11, F(l : !.
o Soit e un élément de [1, +oo[.

7-1
Rapperons *" /: /(ü) dr : F(*1) -;, l_,re) dt: 0 er 

1,. tal a, : l,' # o, :; - rf i"o,.,,," nous 
'avonsvu dans 1)).

f* 7_t ît rtAlorsF(r) : 
J_*/(,)d,: J_*r$)dt* J'rrulot* J," /(r)dü:|*o*;_ fi:r-*

Vr e [1, +oo[, ,F'(r) :1- *.
La fonction dc répartition .F. cornrnune aux variablcs alôatoires X6 cst définià par.

{-* sirel -oo,-11

vr€1R,r,(r) :l ; sir€l -1,1[
I

Ir-* sir€[1.+ool

3) Soit n un élément de N*. Soit r un réel.

G,,(r) :p(v, < r) : P(* - r) : r$,,( nr) : p(Sup(X1, x2,...,x,)) ( nr). Alors:

Gn(r): P({X, < rùr} n{Xz ( nu} n.,. n {X,, ç nr}).
Or X1, X2,..-., X, sont mutucllcmcnt indépcndantcs et ont pour fonction de répartition F. Ainsi:

G,,(r) : P(xr ( nr) P(X2 ( nr). ..P(X,, ( nr) : (r@ÿ)".

Si r € 
]-oo -*] , nr :l- oo, -11 ct G,(r): (F(nr))" : (-*)"

si, e 
] 
-* :f, ,, et - 1,1[ et G.(r): (r@r))": (;)"

tt " . f*,+* l, 
,, e [r. +oo[ et G,(r) : (16æ))": (, - *)". Ai,rri



a) 
") 

Soit n un élément de N*. G,, est une fonction de répartition donc G,, est croissante sur lR.

Alors Vr €] - oo, 0], G,,(r)< G,,(0) : (;)" : 
*

Pour tout élément n de N* et pour tout réel r négatif ou nul :G,,({ < }.

b) Soit r un réel strictement positif.

Si n cst un élémcnt dc N*, , , ] équivaut a, , > 1 car z -+ I cst strictcrncnt dôcroissante sur ]0, +oo[.rL$z

Posons alors no : Ent (1) * ,.\r,/

Notons que n0 apparticnt à N* car err, (1) appartient à N[ puisque z est strictement positif.
\,.,

Soit n est un élément dc N supérieur ou égal à n0. n e N* et n)Ent (1) *, , 1.
\r/ :L

DoncVn€N, n.2no+r> 1.

n

Pour tout rôcl r strictcment positif,
1egala??0,OnàJ>-.
n,

il cxistc un enticr naturcl rù0 non nul, tcl que, pour tout cnticr n supérieur ou

Soit r unréelstrictcmcnt positif. Ilcxistc n6 dans N* tel que Vn € N, n )rlo+ r>!.
n

AlorsVn €N, n 2 no+r. 
[;,+*["t 

ainsiVn € N, n ) no+ Gn(r) :(t - #)"

Pour tout réel r strictement positif, il existe un entier naturel n0 non nul, tel que, pour tout entier n supérieur ou

égal à ns, on a G,,(r) : (, - =L)'\ 2nr)

5) 
") 

Soit z un réel.

o Supposons d'abord quc r cst négatif ou nul.

vn€N*,0(G,(r) <*", lirp *: Iirn f1)":o.url1l., Doncparcncadrcrnent Iinr Gn@):g.' 2n n__+*æ 2n ,__++æ \2/ l2l ' 2+fæ

o Supposons maintenant que r est strictement positif.

Alors il existe un élément n6 de N* tel queVn € N, n)no+ r> ! et G,,(r): (r--l-\".
tL q 2nr)

J.F.C. Conv. p. 3

Vz € N*, Vr € JR, Gn(r):

ç*) 
si".]-*,-*]

(;)" 'i ' € ]-*,* I

/ I \" l-1 I

\t- ^") 
si z e 

l-,+ool



J.F.C. Conv. p. 4

Soitnunélémentde [n6,*oo[. Alors *>! aon" ] , * Ainsi 1 _*rr_;: 
] rO.

on peut alors dire que G,(r) : (t - *) 
: srlrn(,-*=) ct ceci pour rout érérnent n de [ns, *oo[.

,1li! (*):0 donc,, (t - *),,jï- -* Arors,,,, (, - *) ,**-*
Parconséquent tim (rm(t- 1 )\:- 1 

.- ?r-++oo\ \ 2nr)) Z*

La corrtinuité de Ia fonction exponcntiell 
" ", -frpcrrnct dc dirc ouc,,,_l]r_|l Gn(t) :,,]il* 

"ntn(t-rlo) 
: 

"-* .

Pour totrt réel r, lim G,,(r) : { "-* si r e]0, +ool
rù-++æ-"\--/ [ O sino,

( _t
b) vz e JR, G(z) : ,]iT_ G,,(r): { "- 

- si r elO, +oo[.

( 0 sinon

. ,IT- G(r) :0 car G est mrllc sur ] - -, 0]. ,IT_ G(n) :,Ii- "-* : e0 : 1.

o Montrons quc G est croissante sur IR.. soicnt r et y dcux réels ters q.,e x: <y.
Si r ( ÿ ( 0: G(r) : G(y) :0 donc G(r) ( c(y) !

Si z ( 0 < y,G(r) :0 et G(y) :.-* donc G(r) ( G(y) !

Supposons quc 0 < ï < a.Ator. ;| . 
=L 

ao.," -*a . -^|. amri G(r) : e*;i < "-* : ççr1." 2y 21 2r- 2y'--
Finalcment V(r,y) € IR.2, r <y + G(") ( G(y) clonc G est croissantc sur IR.

o G est croissante sur JR' ,]iT- G(r) :0 
"t ,If- G(t):1 donc G prend ses valeurs dans [0,1].

o G est nulle sur ]- *,0] donc G est continue sur ]- *,0]. Alors G est continue en tout point de ]- oo,0[ et
continue à gauchc en 0.

1*t-z* estcontinuesur]0,*oo[ et ï-+er estcontinuesur]R. Parcompositionr -+"** estcontinuesur]0,+oo[

donc G est continuc sur ]0, *oo[. Alors G est continue en tout poi,t dc ]0, +oo[
.. / 1\

-lT,.(-;):-oQdortc lim, G(r): lim e-*:0:G(0).AinsiGcsrcontinucàdroitccn0.uru, \ L&,/ z__+0* .r+0+

Ceci achève de rnontrer que G est continue sur lR.

o G est nulle sur ] - *,0] donc G est de classe C1 sur ] _ oo,0].
1* t - 2* est dc classe C1 sur ]0, +oo[ et r -+ e' est de classe C1 sur IR. Par composition r -+ r-* cst de classe Ci

sur ]0, *oo[ donc G cst de classc C1 sur ]0, +oo[.

G cst de classe Cl sur ] - oo,0] ct ]0, +oo[. Dorrc G est au moins de classc Cl sur ]R* donc sur JR privé d,une enscrnble
fini de points.

Les cinq points précédcnts montrent alors que:

G cst la fonctiorr dc rôpartition d'nne variablc utoutoi." e a"^it*

c) o Pour tout n dans N*, G,, est la fonction de répartition de yr,.



|I

3 EXER C I C E J.F.c. f l-

trxeTct";-l D'après ESCP 2010 3.4 i

Soit (X,),20 une suite de variables aléatoires définies sur l'espace probabilisé (Q, A, P), i.i.d. (c'est-à-dire indépendan-

tes et identiquement distribuées) de densité ,l@): {2: si r e [0'1].
t 0 sinon

On ne fait que Q1, Q4 et Q5.

Q1. Donner la fonction de répartition, I'espérance et la variance de Xe.

Q2. Soit o un réel de ]0, 1[. Pour tout c.r € f,), on pose, sous réserve d'existence:,S,(r,.r) : Min{i e N / X.;(u-') >. t/o\-

Montrer que ,So est une variable aléatoire. Donner sa loi.

Q3. Soit (an),>-o une suite réelle telle que 0 < a, I 7 
"t ,Il- an :7'

Déterminer la convergence en loi de la suite ((1 - o")^9,.)".

Q4. Soit e ) 0. Déterminer:

n-L
a) Ii+ P(L Xt ) 2$ + en).

n-++æ 'i:0

n-l
b) Ii+ P( Ix,<?+fi)n++æ i_o

eb. Soit o un réel. On pose Rr:Inf(noXs,naX1,...,tuoXn-t 1. Étudier en fonction de a Ia convergence en loi de

la suite (.8").

Attention question à faire avec beaucoup de soin mais je tiens particulièrement à ce que vous trouviez le résultat.

\-/ \ -o§

{x€ l-êr o [, rt.1=JEo dt=.'
-ô

s xt'

rr.{=J.

u
rrk.[èttds: C+'Jo'

Jo

ar +JLo tk,Jlat 
=

ïr € fo, rt, f (r,t. JJ,-rOr{ îa

{rt, Ct,t, Ç F(rrl= J lard+ . J 
"

uK atR,, s(rrl = I "1t.,. 
e 1:..'-t:

: /t'"ttr€t1,tL
t t .t rc€ Ct,iôC

. vot^ 0a5J.o,-* "t§"uq.l** P a (9(U)

E§ro )= + et v(rol= i'- § r,

êtek6 ttetrrlxltq,l à G) =É 4Lstu Vaotrru- 
Sotrrll:- c t

§t ul

Atu. .5u tr l= t-ri tJ [rJ e"\ ûü*]-"t0"'

0cu. n-h^ qrre & qtu^e üL.Iq[( *[.t]oi. i$ruf[]a* t.'o:lü^ ql,^e :

vt€ [J-1,t.., 6, s;t({e lleü .
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EXERCIcE rr; ç J,* J.F.C. Conv. p. Jl,

lottr
Exercice convergence en loi. Du continu au continu. HEC 2001 prob. 3 trt.l

On considère une suite (X-),>o de variables aléatoires réelles indépendantes qui suivent la loi normale centrée réduite.

Q1. Donner la loi dc ) xi. a"déduirc E(X?) ct V(Xl).

Q2' n est un élément de N*. o, pose s,, : : ÿ *Z lVlonrrer que p(s, - rl >rr-+) < 2n-t.,, î1,

Q3. On pose Vn € N*, - Xo,": 
Æ

Rappelons que Xs ct -x0 ont môme loi. On admct alors que, pour tout n dans N*, 4, et -7,, solt des variables
aléatoires réelles ayant même loi. bf Oôrct euJt r Qvc Tx Ahi dtrf ilc..
a) r est récl strictcrnent positif et n un élémcnt de N*.

Nlontrer que: p(f, ( r) ( o (r. < ,ril .,-, * 2n-i
(on pourra utiliser le système complet (A,A) avec A: {Xo < ",,ÆT "T11

b) Montrer que la suite (7rr)rr>1 converge en loi vers la loi normale centrée réduite.

@ À, e.Fuu.,/qriqll.ê0i"lruùe /dLtdârâ,ï/ do,c { rrtohua wnJfo nldc}orie.

,é& .- daâ.Jj. uàuo r ao.4ndfc dr ,Lpuf.hn - . '
*,êt-ozo [,, F(rl=o «,r- ilï 0ttedJâoqloürdouoû]. ,)rrq[u.,uqÀot.
sr€[ortrf,F(rl = t( i rï -(Ll : l(rr'iltl= I Gü.( À1 r( ElIt (-G, ( X, -« Ei ).

k{$uôùtiqr^Trr ta$de^A (o"t'}.'0" ÿ ù- rra}drtQqril, 6t.{qg
ÿa€|R, ?'trt= *. "':

*na vte a,rrc, ç(uÈ É(rtf,J- f t- 61.

,rt* ry. F(ol: 4 t'1161- 9G {zro ): {(of- 0rû: o . û p^tdtc dc.o[*.- ,

Vc G J-ôr.J , Fctl:o + rtce Eqto. C, § (t l; ÿ t{î l' ÿG 'lT I '

. Fqhc6fC,tr el.& &rr( 6{*r. l-rrÜ car F e.l-rr^llaaur J.srôJ .
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E.'\E RCt C E. F{, +
J.F.C. Conv. p. 1

lottr
Exercice La convergence en probabilité donne la convergence en loi. E

(Xn)n>no est une suite de variables aléatoires réelles sur (O, A,P) et X une variable aléatoire réelle sur (e,A,p).
On suppose q]uc (Xn)-2no converge en probabilité vers X et on sc propose cle montrcr quc cette sqite converge en loi
vers X.

On note .F la fonction dc répartition dc X ct pour tout n, dans [n0, *oo[, F; la fonction dc répartition dc X,.
soit r un réel où F est continue. on se propose donc de montrer que:

VE e IR+*, f, € [n6,*oo[, Vrl € [ns,*oo[, n )r +lF*(*) - F(r)l < e.

Soit e un récl strictement positif.

Q1. Montrerquel'onpeuttrouverunréclostrictementpositif telque:lF(r-a)-]r(z)l <ef2etl1(r+a)--1r(r)l <.1,

Q2. soit n un élémcnt de [n6,*oo[. Nlontrcr quc {X,, ( z}t {x ( r1. a}u{lx- x,,l)-a} (prendrcc,., clans o tel
que X"(c,,,) ( r et distinguer detx cas : X(u) ( r * n et X(w) ) r * a).

En déduire que:"F,,(a) - F(") { e 12 + pQX,,. - Xl ) a).

Montrcr quc fl,(z) - F(") ) -elZ - p(lx" - Xl >a). Conclurc lhto*Ifu "t/u o {fxe'

@ çe,\o.$ùur, ü^ u , hüiD; t qo,ü,!. L obdsrr^lLf p"ltd td .I$u, 
.

s5e P, ll-rt< L à IF(ît-Ftrrl <Elà. 00toÿJ 4' +.'Àà I e"l- u^â!

§ticfuroË?ü,i+il-. l(rr-(1. &l:t-<l:d :j. (12. (a"c 
f f6.u)- F(tl [<ê-l e.

itr-L
Ittr*)- rl;ldt.Â:{ (L doc- F(ut r}-f(url(€'e '

{goàtt u ^l& o( obeo.6ü i{i( d r lF(u-r)- F (tt I ( ê lt eh I F(u{ d)- F(t, l< e tr

@ §oit r" tlolo (,ro,1ro ü ,

leb.- uetxsrt(5
lÈqr.- tse tx?Ltdl.

§ot\ t§ [r.§rro 6

I ( )(".(r) ... 0 ([.(t+{ t u( lx
t

üetlo.c.

Intu [r(\ri -( r' c\ x(qr] r t+ ('

ôoê À (UI*Àr(r§) ) rrC-t=0( )O' lrt't'Xr(b)[:;( ttvt-X.(u'r)>(
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:

-À.llzrl:t(1 r{rrt{} +P (lx-X.l?{ l-p ttI(u+{} n tlI-x.tZf U
*- ----Æ.(o
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