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Question 4 D'apès HEC 2006

Montrer qu" Ë # -r*T ,"pourra introduire une variable aléatoire usuelle).
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Question 9 HEC 2006 f élève

On considéres deux suites (X,)r21 et (Yn)n>-r de variables aléatoires sur (O, A,P).

Pour tout n dans N X, et Y, suivent la loi exponentielle de paramètre À. On suppose que X1 , X2,..., Xn,...,Yt,Yz,
..., Yn,... sont mutuellement indépendantes.

Pour tout n dans N*, N, est Ia variable alétoire égale au nombre d'indices i de [1,n] tels que lévénement {Xl ( 4}
se réalise.

Montrer que Ia suite te terme génér A ll converge en probabilité rre.s j'
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Question 13 HEC 07-13-5107 E Déterminer une suite (X,),ex- de variables aléatoires, chacune prenant

deux valeurs, telle que Ia suite (Xr)r6s+ converge en probabilité vers Ia variable nulle mais telle que Ia suite

(A(X")),.*- converge vers 1et Ia suite (y(X")),.*. tende vers +oo.
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Question 1 HEC 2008 51 E
Toutes les variables aléatoires de cet exercice sont définies sur ur espace probabilisé (Q,A,P).

Soit À un réel strictement positif. Pour tout n strictement supérieur ou égal À on considère la variable aléatoire
1lf": : Inf{i',Xi,,: 1}, où (Xt,,)»t est une suite de variables aléatoires réelles indépendantes telle que pour toutn,'

entier z X;,, suive une loi de Bernoulli de pa.amètre à.
n

Étudi"r la convergence en loi de la suite de terme général I/,.

Ceci n'est pas une correct'ion. Ce sont des éléments de corrections.
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Question 6 HEC 2008 56 E
Les variables aléatoires considérées dans cet exercice sont définies sur un espace probabilisé (Q,A,P). Soit d un réel
strictement postif et pour tout n dans N, )(, une variable aléatoire suivant une loi de Poisson de paramètre nd.

Q1. Montrer que Ia suite de terme génér 
" ry converge en probabilité vers 0.

/\
Q2. En désuire que pour e réel distin ct de ll'existence et la valeur de lim [ "-"t )- @3t In-++æ 

\ rl' kt )
Remarque : dans le terte i,nitial il g auait un ), réel strictement positif à la place de n et on Jaisait, tendre À aers *oo / /

Ceci n'est pas une correct'ion. Ce sont des éléments de corrections.
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Question 10 HEC 2ooe E M. DESSUGES

a et ô sont deux réels strictement positifs. (X,),,ex. est une suite de variables aléatoires indépendantes sur (O, A,P),
ayant même loi, prenant leurs valeurs dans IR+ telles que:

Vn € N*, P(X.> 
") -;*#.

Montrer que Ia suite de terme génér ù + Max(X1 , X2,...,X,) converge en loi.

§ott "letNl lûqt F" tc{o.cÏre. dE- ,/pe,ütto. dc 7*= J tlc.r (fr, f,rr...z ô,.).
l llb

rtclo{. F ea {cfc. o u[o,t].'qt da ùcra'olûe, olJ.*oùqd.e Qo 7rufra ()t',Leryp .

Fr(el,' p (r{xrsftb.t 0...û tr.s rt,b*l) I 
P(11gt'tl.l..-0(r. (krtL}.(r6"trl.$

{0, f.,.. z x" oêl àdpaao.ir

vættR, F* (rl = (F (nt'ür))î

uùoo I* j - F(r t= t( Àrt.).io * ' ch.ûor t" ç, Crt fcrr t*ùæe R.

le.or.- ,ee f-ôro E,. tù (.r,rrllr I =- n, . en; F(rrlb.) =o crr^{d FCa)= o '
tH*o Ubtrô lH-æ

]ho€|il' , rlrt g [\, t* [, r o '( e(ul(Ds) '( â '

Afc,, ynÊ[*o,** 6r o.c{F1,^,rr.))--( bI o*_(i) 'ô cûÀ lilt'
ftr. an ûer^* q ùIiS, (rÀ (rtn',u.Ë o . -tÀ F" (rl = o

ltl+{6 \UO trar

§u1yomrf qfl. F(ol = L . Rtqr ÿt ê Eo,to E, tr(u) =1 '

ôer-

,üq. q ^,o er.ron'q,.À(a.{:t'ù +3o!l
dcn a*i** rF)tca t b rHtoê ;"

S- ^,, ?(xzÉ)" 1- F(tl *I a'Fqh"'^CIzfru^ [qt*('
3b fh-)to

Irp to



(.

?q^ ea.§ù urh/ oo ta {o-dfu tP-?"'ù[idte 
;

Cr

ôn. {À F" (zl -- e- rb
r, fà t^

Fùolo,^ff U^ F* (ul=
ltt.|+ô

? Oq,r {r C R, GCrc l:

+f ti. &(rc ):'o ' ti
rlr -4, rlrtü)

O ,)i

- er.

EEÈ

rêJ-*ro]

N rcê ] o,too L

rrû. ( F'1*tlb1))
tÀe

vt?tè

tr-çBI;*"

c o . tû tr t',.1 =Q.
kt, +â.

nqhil,t qI- G e{t (od*dic. dc dp^,Hks. cltt.<,rqaalû. ood'"loàe à detr'& '

da.c {d c (rc, = i- '
lrHÎ4.

fgch o_(F(ot<L.

3ùtsr.- rÊJorto[..

eù ( ""t" ) = 
+.o ûcc ed F( ntlba) * :i. ,o ^t 

FB) = { '
rtFllo \ rtlt., alttt-

AQna Sraerut, Trte [r1,toÇ F(ïrlà.)>o .

Vu € Gu1,roG, F. t.) =( F(1rll.)l'= e"t F (r"lb'1 ' "Ëgrlfr)=*æÿq

{ù, ç1rrtb3} = 1 dqc 't f,. F("ttb.) n x (F{.tth.)'t) - - ", :;-r)u=
xHts tÊtè rHto \ " Ft

6q.. .{À F,, (tl: td, (rtol }u

\Htc rtHis

Ëb

ntno tÀ ", 0^ ( P
ÏHi ü Eb q.

= 
j *o.

I 
o rir€J-oroJ

Ia i' lt'x€ Jo,toaL

-9:o
tb

{oa Grtl:6(gl=o dq"c
!L

ÈQcro 6'(:l ?§ -( d U 
o 

=

6 (x)<6rsl .

Gg) ; Gtnl{ 6ctl

i[ n-+:it;an- ç.u O o\ urLo*" ru' lP '

soiqÿ r tt X tr^f ,,"r} E[, $- * ( 3'

la(qr. - E(S -( O .

fÀCO._-- ts.(o([



ÀÈcql.- o(r<3.4(q.

ôqc- - fr (-

ma4 G(r) ( 6c5l

çù^dft6! ,ltr,X I ( ee, r(

<æba tb cu^ b>o'
q>o q

- q t- cr- e ;bplr To /

6(ttl36cflI.

s-
qb

(gda
lb t

. S..c

[-> 6(vls 681 . Cet ü.oilÊe l,u.t- lR.

q

à F*t e. Llafie-

€ tnr- 
tR . R^( G alde &âc 6'P.R!

ctrÈ 0qæ 6' »tt^ 3- "' ol

aab&&cuc B,o, r^où ;u. tL"dor^c,ru. lRlaùiot',r..d*m$t'1oÏ'ü ,,

Ft"gLTg. - Le oar;o-o dc G rrr,t tR * itl^ ùttl- e$tùleô drr pr'orrta poàl-

*s,*Tqr* G e"l bie- tr-clptcfrô- oo u( d ano to,t]"' 
PctL\

aclrp .t * o- d"*$ob»§

,6 r .-,tb q\ dc dqn€ B'e[/fi&B1^Èf pcritùfe lra t|f .

AQaa u r+ - § ak ch clqr/. 6J,r,r. lP'î . Pa"r co^paiho^ tF+
pb

Br,mr^ tFf

6 e,\ "u§e

nQqr +

(gÀ r r> et al'da

/rtrr J -4, oJ ûo'c

&l'c

ôah

, c€,kcdù. ur. s,t .ü 1oùh dr qt tÿc8O"r àgor& a"'c

&gul tt 9=
r(Hor èb

6+-\ ûac cGlùtro

*.r, CA,r

ô û.oilc.

o)o eh h> o û(c tI. 6(t ,. ü § tb= o> 6(ol'
rah ôt 11;rot

(l.o.

çûû1fr.Ê e ehcüùu. e( h"I lo*dr tR '
Èeÿro G q\c8tùue q'o '

cc,ü. o.c0Àedr .^o:ht0\r, a "t'".t"dtl 
dt 4-t'ht d'

; elo,r',fii .

-

A,r.l Qa püb l. t\cr( x 1, f,r ,.../xr) ),.e rur 
(oid^lr tr^ Qoi uüll trr,. ttc.r'ttjl"-

*tlb 
! -!§ rE 

.;

.Ii .}oùe à ùr"riti crr {ntf,o^ cr" up§$'o^' G '



û
J.F.C. p. 20

Question 20 HEC 2o1o J.DIAZ tr-rll
(Xn) est une suite de variable aléatoires sur (0, A,P).

Montrer que la suite (Xn),>noconverge en probabilité vers 0 si et seulement si la suite de terme générat 
" (#ç;

converge vers 0.
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Question 2 HEC 2011 s ,JSt,
Soit (X1)1.1g. une suite de variables aléatoires définies sur le même espace probabilisé (CI,"4,P) i.i.d..

On suppose que, pour tout k dans N*,lavariable alétoire X; suit une loi uniforme sur le segment [0, 1].

On pose ÿ, : Max(X!, X2,. . . , Xn). Étrrdi", Ia convergence de la suite (Y,),çry.
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Question 6 HEC 2011 S alTs
On considère une suite (U")">t de variables aiéatoires indépendantes sur (f,), A,P) et suivant toutes une loi uniforme

sur le segment [0,0].

Vn e N*, X, = Max(t/r ,U2,...,Un).

Q1. Prouver que la suite (Xr)r21 conv€rg€ en probabilité r'ers 0.

Q2. Étudier la convergence en loi d.e Yn - n (0 - X,).

Question de cours : Caractériser les isomorphismes d'espaces vectoilels de dimensions fr.nies.

U*Ê lNrr

h d- Ê
ê

Atar &À
trtt{to

{oir S e llf . toùl-'. êttl'.

?( lx"-or>,ê)= [( r,.-07€)t r(r(*-g-(-f )=t(rt.; ore)ln(),.s0-e)

[r. f rÀd m üq§&r& ùaur fo, B] dc'c P('r' >' S tt ] =o '

p( 15" .< 
g-Ê) = e (tt-ryt§5,0ur...rU.I-< 0-t l= 0 ( tUr( 0'e l0 tut S ê-t t n"'ll {U..'<C'ct )

to^ùoifa^dcrr o^ ttt§ , r([t (0-r)= p(ur so-€] [( 0c-(o't)"'tt(t',- s0-§']'

ur,.r,.--, u.. *F;o* €oii0oieÿ : l([' §0-t'l=(0tor sO-tt)''

{4(or-- e-f<o'

gûccu.- g't7§.

ÿr(rlf , l(lÂ.4tlS)= o,=o. h l(l[.-o[7€)=o!
r rFo

lÊa. 0 -€6 [orBl .

D( uç..0 t), € l=(o t u1 *( § -tl)u' ( # )*' t'- § l"

G fo, r Ê (cor- o . § < {) ûn'c' .l*-tt-f, )u="

t(\r*-ol)rrl:o

V€et(f, r ti e (f Àl-0 12.€l =o . (r"\ur.r cour'ct'ca trui'si)',tli:=.u1=5
rr tr ts

ùudolü d*.
æ

@ soihr€ [t{t. Udo,r §,. (c-{o-dit O .{pr"d. l.r'o-'aa X-

Y. [tûd Ë. üdflrlr tour b,f,9]' Aha Vrce J-q"of' E(ul> o ü

ÿe€ f"O,b Er F.(rl =1'
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huùOJpdccc, ch ur,u.r.. -t u-lgotelt , F,.(rrl:1- t (tr <o-Ë lP( t/è (O-f )'-'f tU.<§-îl'
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Yct tRr
(,_ iIl"

Vre l-oro c, 0ll F" (rl3 o '
xt{tr

U*GttlPr F,^Col:o c!a-c eù F,.(o' = o .

rrlr to
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at rê3-,oroC
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4û É€ ErS, n. C .
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i - (r- à,1"=, -Jq (t'à) '
t 3-f"r"

r'l
-o l-'n&(r- q r.l*^"(- *)= -;

& eô {^e uplc^"*.'d0o- q--R

, A(or trl" (*('(i-*tl =-Ë
tt't tâ

ü . irl td, '' L(l ' *b') = ui
Itstr

orr. tÈ F"
Ittr f€

* . ?a^ co$d. IJ

§s

ÂLo. {r.- §" (t I =
\lr $*

rh61g, {d F" (ul 
=

xr+ to.

T
_e. e-

o d rQJ-oroC

oJv=o
J - e-"/9

I
( O ràrceJ-o, OC

(x,= J

I , -; 'lo ,or € 13,'ro c
L

oot ep po,n^fle$- u" 1**;t,- *
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Question 11 S 113 On considère une suite (X*)rex. de variables aléatoires indépendantes définies sur un
espace probabiiisé (Q,A,P), suivant chacune la loi exponentielle de paramètre 1.

Q1 Pour tout n dans N*, on note S,: f X*.
k:1

a) Quelle est la loi de S, ?

b) Quelle est la limite, quand n tend vers I'infini, de la probabilité P(,9" ) n + 1/n) ?

Q2. Pour tout n dans N*, on considère une variable aléatoire ly', sur (A,A,P), indépendante des Xs et dont la loi est

donnée par :

N,(ç)) - {n,r+ 1} et P(l/, : n) : P(N.:, + | =;.
a) n e N*. Trouver I'espérance et la variance de Ia variable aléatoire Ç définie par : Vc^u e Q, Tn(w) : ,91r. (r).

b) Quelle est Ia limite, quand n tend vers l'infini, de la probabilihé P(7.2 n+ t/n)?
Cours Rappeler la défini,tion du rang d,'une matrice. (Jne matrice carrée et sa transposée ont-elles nécessairement
le même rang ?

ihf. d el" c^ C( (or or.à{rc- r. .

-U ( [c lrar al rrr.r AÀlz dr. uorialûh dlc,-hoùer ù dJle,-cla.&er , o.t*]-

6. 0ot , d(a;âc,.a 1 & dr trq"tËo-«p- 1- .

t rdc^à*,d0. Qa tûfr. ,ûlrd ,aüa o0 *r* ( ffi ).":**
A 0ûi üA.ue. dceriql& o(hLtlae ctrrrtlu.il'0c, €oi \^cthqilÊ m$t ddle;l. .

§oir 4 e, {t,ti. ,1, ,.po[. f.c. d'u,..uor^'a.l^0, atrdq,.to.i e ltrri ^,{i 
F c.-

loi rtcm*oûn- ,rüÉ üd.;ta .

VnC lL. A( 5.- E<r*r
t 

-

' U ÿ({..,
rl . (U. C\ Y"e llVî

p1 §,.-r-
.§'E .(11= clttl'

I}1 Tt"

J.-E(-t., 
=mî1

. .I.0

J. -r
dî

ÿlt,ul
{i.

h f{l

.lÀ
l^H tr

@grtibr e lUt - h1, f,,,.-7 (.. t§ ùd{lqdo.bo- e} V(ê,[t," l, It< cr Êrr loq

X(q f{l,ll oÀ Fcq [(tl.

k cnrrrtrol" o0rf qrrr- ., trr{ lk1--r'À,. c" f (1,h I a. }r1t F"+*<Àr ô S(rI.

éq.c §t ,r,.iF0. (o.

A(ur

(t(f. ( ht(î) =ÿ(rI '
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?(T-Srt. 0( r{S.s,.t 0tÂI.=,.i lt 0( {sr+..Srl n {U*="'11'

xt,tt,.-.) l(,.w sh ü^ adia"lado.hr dq.c S* * t[. Ctâi'S*'. t tt'l ao'h

ù o.pa-do.le- .

{q, §-r"Crl= e ti.(:l= O(Jr.-<ul ?(V"=r l{ Ê(§*.*(u} I(M"=.+rl'

F1*(rls t' fFcs.-<<lr P(f.*s"ll'

v&orr F. el^Frrt u {tdîqr ùép't'frio'tr u s"}§.l''

VcÊl(, Fr.(,.t- i t Fg"t,.tt Fr., 1'trl'

Ft. etfr,.r, pôtcq*Êt;t,,r lLlR d'o'r- tl.. M
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t o /ltÀ r"
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Fr.={ t fr*tFr,.nJ.
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Question 6 HEC 2011 C. DAUDET

Soit n un entier naturel non nul.

el. Trouver un réer Ç pour que la foncrion définie par vr € R, /,(r) : {'-"-4nt7n-L :îJ": 
t',*æ[ soft une

densité de probabilité.

q2. (X")">1 est une suite de variables indépendantes suivant Ia loi exponentielle de paramètre 4.

1fl

Trouver, pourtout n dans N*,la loide Zn: j )- X*.n 
r=L=

Montrer que la suile (Zn)n21 converg€ en probabilité.

Question de cours : Défrnition d'une foime linéaire. Noyau et image d'une forme linéairc.

ÇooroYten,t" 

L

Àù t€ Co 1*aC
r-t

tr. I

-l-€rftr ê

(trt..l' o (

oatu

gcua,tàt6 f. **
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* due,. l.qtu. teu,l^'-dÀ nuhohlü/ I crr:S
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,{ J:Lttrüÿçù}t "F 
**} l -

t.l Cr2O. Aur.

X t'ttrm dtuiH lttqr \Iou §llG ciâ"lou. +r. e*iL ta 0o. Tû\ro b

a J 

*î, 
§dt rrùt .t u*.$ r .

C* 0(.: .
(lt..lu

YtGJ-o.o(, L(çl:o |o .t-
-TlS rr- t

$te f,ortor f., tttl : ('. ê t - ztQ'

ôqr lroT?oifdre' otr **Ialu'K'

t{ v1ç!-oro(, L«tt = o üttc f.atcôüùü(nu{ J-ô' oc

ttGt to,rô C, f" ttt= C. i\'(t'-r do"c {* *§ efi}û""11" fq t- C '
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Question 1 HEC zotz-r-Sr E
Soit (i/")"6y. une suite de variables aléatoires indépendantes, définies sur le même espace probabilisé (O, "4, P) et de

même loi uniforme sur ]0, 1].

On pose pour tout n dans N* : X, : fr,ri et Yn : (e X)',n.
i,:t

Montrer que Ia suite de variables aléatoires (1"Y")r.*. converge en loi vers une variable aléatoire dont on précisera

Ia Ioi.

Question de cours. Définition et proppriétés des fonctions ind,icatri,ces des parties d'un ensemble.

§o$he ri/l &7" ,0^ ((eÀ.rtl= G I t.* 0,,t"]=ri [r, â 
r], u,rnj

tv.,G['r+i,%o.J'E t Ë,*u;t,]= # d§.,â6u,..

?caqa .ro (us . uÈlürotæ 0. n/qÀ" do û*tr+ ?ou/L 'o$rr.- €'gûf*e

Q e (rl ch vtrl et b co§c,,0er-.

Poou t'(e forrl { t+l E I eÿ ÿ+€ lf- fo, t1,dt*1=§ '

. {*t u. der'rE'oh Ur ;

. ur lÊd trrr üûûsr{r dqn, Jq t3 ;

. e.n El c&d uc ,tL 10, r I ;
lP,^ E ( 0. ur | *pir|. ot eÏ}r,la.Èf rt J t r {rn d h al- o}»cfrar;$- co,*ÉfÀ .

o

rp t+d«t qh colulur aqr Jo, tJ.

ÿ€€ Jo,rJ, t'tt6ttrdr. J"t*f dl= [ f-À$-r[: , r-ê r.€ +r .

o§- Ju"(t+rdl': -i oe,c. Jt(ttrdkco,lr.X- üru* -J

âh,. J, - qt{(r,dl'cooeLf d{qleâ dq.c- {', o rf,rr, ld}coà6- .

J '{ut-dro dl^ corÉLtê 
"hæl^*d 

d.cc u ( ( url ÿoü*c-

E(ïlopüE c.h È(ïl =E('i,rurI=J'Ifrftrtdh = -1..:

Tt= (üu. 1t= ttua.
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