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SUJET 4

On rappelle que :
— cos définit une bijection de [0, 7] sur [—1,1].

— V(a,b) € R?, 2cosacosb = cos(a + b) + cos(a — b).

PARTIE 1
n est un élément de N. Montrer que :
E(n/2)
V0 € R, cos(nb) = Z C2F (cos )" 2*(cos® 6 — 1)*
k=0

(calculer la partie réelle de (cosf + isin6)™).
n est un élément de N.

a) Montrer qu'il existe un élément 7,, de R[X] et un seul tel que:

VO € R, cos(nf) = T,,(cosb).

b) Préciser la parité de T;,. Calculer T}, (1) et T,,(—1). Donner le degré de T,,.
C) EXphCitGI‘ To, T’l7 T2 et Tg.
Montrer que, pour tout élément n de N:

Tn+2 = 2XT7L+1 =T,

(on pourra commencer par montrer que ces deux polynoémes coincident en cos ).
7r
n
En déduire avec beaucoup de soin que T,, admet exactement n racines réelles distinctes et que ces racines sont dans
lintervalle | — 1,1].

7r
n € N*. Montrer que si k est élément de [0,n — 1], yi = cos (=— + k—) est une racine de T,,.
n

n € N*. Préciser le maximum et le minimum de 7, sur [—1,1]. Montrer que la fonction 7;, atteint sur [—1, 1]

ses extremums en n + 1 points que 1'on déterminera.

PARTIE 11

Dans cette partie F est I'espace vectoriel des applications continues de [—1, 1] dans R.

™
Montrer que pour tout élément u de F, dt converge et vaut / u(cos @) do.
0

/ R0
1 V1 —1¢2
1
s f(t)g)
2 | Pour tout couple (f,g) d’éléments de E on pose: ,9) = ———dt.
ple (/,9) pose:¢(f.9) = [ 00

Montrer que l'on définit ainsi un produit scalaire sur E.

’ Dans la suite nous noterons < .,. > ce produit scalaire et N la norme associée ‘
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Dans la suite encore, F est le sous espace vectoriel de E constitué par les applications polynémiales de [—1,1] dans
R. Sin appartient & N, F,, est le sous-espace de F constitué par les applications polynémiales de [—1,1] dans R de
degré au plus n. On pourra confondre F et R[X] (resp. F, et R,[X])...

On se propose, pour w dans N, de trouver I'ensemble S, des éléments P de F tels que :

Vo € [-1,1],(1 — 2%) P"(2) — x P'(x) + w*P(x) = 0.

n est élément de N.

Montrer que (Tp, T4, ..., T,) est une base orthogonale de F,, (on pourra poser ¢t = cosf ...).
En déduire que si n n’est pas nul, T;, est orthogonal a F},_1.

Calculer la norme N(T},) de T,,.

® est Iapplication qui & tout élément P de F associe ®(P) défini(e) par

Vo € [-1,1], ®(P)(z) = (1 — 2*)P"(x) — 2P'(2).

a) Montrer que ® est un endomorphisme de F.

b) P est un élément de F. Préciser la dérivée de x — +/1 — a2 P'(x) sur | — 1, 1] (on pourra I’exprimer en fonction de
o(P)).

¢) Soit P un élément de Ker ®. Montrer proprement que P’ est nulle. Déterminer le noyau de ®.
P et Q sont deux éléments de F'. Montrer que :

< ®(P),Q >=< P,o(Q) >
(utiliser proprement Q4b)).

n est élément de N.

a) Montrer que F), est stable par ®. ®,, est Iapplication de F,, dans F),, qui & P dans F,, associe ®(P).
Montrer tres simplement que ®,, est un endomorphisme diagonalisable de F,.

b) Ici n n’est pas nul. Montrer que si P est élément de F,,, il existe un réel A tel que: ®,(P) + AP € F,,_1.
Mountrer que si de plus P est orthogonal & F,,_1 alors il en est de méme pour ®,,(P) + A\P.

Montrer dans ce cas que: ®,(P) + AP = 0.

c¢) Montrer que pour tout élément n de N, ®,,(T;,) + n?T,, = ®(T},) + n*T;,, = 0.

n est dans N. Trouver les valeurs propres et les sous-espaces propres de ®,,.

Répondre au probleme posé.

PARTIE III

Dans cette partie n est un élément de N*. On rappelle que, pour tout élément k de [0,n — 1] yx = cos (1 + kz)7
n

que Yo, Y1, -, Yn—1 sont les zéros de T, et que (Ty,T4,...,Tr—1) est une base de F,,_; donc de R,,_1[X]...
On rappelle encore que pour tout élément k de N et tout réel 0, Ty (cos8) = cos(k 0).

a et b sont deux réels. On suppose que b n’est pas un multiple de 2. Montrer que :

3 omtos ) =om -+ £522) S

k=0
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n—1 n—1
Montrer que si r appartient & [1,n — 1], Z T, (yr) = 0. Calculer Z To(yk)-
k=0 k=0

1 n—1
T, (t) ™
Montrer que pour tout élément r de [0,n — 1] : / —_dt = — T-(yk)-
_1v1—1¢2 n I;)

Soit P un élément de R,,_1[X]. En utilisant la base (Tp,T1, -+, Th—1) de R,_1[X], montrer que:

1 P(t) _En—l
/_17%1_152&—” I;)P(yk)-

Montrer que la formule précédente vaut encore pour les éléments de Ry, —1[X] (on pourra prendre un élément
de cet ensemble et faire la division euclidienne par T,,).

PARTIE VI

n appartient a N*. f est un élément de E que I'on se propose d’approximer a partir de ses valeurs en n points xg, x1,
ety Ty—1 deux & deux distinets de [—1, 1].
Pout tout g élément de E on pose: ||g|| = Sup |g(t)| = Max | lg(t)]. Montrer rapidement que I’on définit ainsi

te[—1,1] te[-1,1
une norme sur F.

On pose: VP € R,_1[X], %(P) = (P(x0), P(x1), - .., P(zn_1)).

Mountrer que v est un isomorphisme de R,,_;[X] sur R™.

En déduire qu'’il existe un élément Py de R,,_1[X] et un seul tel que:Vk € [0,n — 1], Pr(zy) = f(zk).

On se propose de trouver un majorant de || f — Pyl

On suppose dans cette question que f est de classe C™ sur [—1,1].

On pose alors Vt € [—1,1], h(t) = f(t) — Ps(t) — AU(t) ot Aestunréel et U = (X —2o)(X —21) - (X —zp_1).
a) Montrer que h est de classe C™ sur [—1,1] et que:

R = f) A pl,

b) On x dans [-1,1] — {zg,21,...,2Zn—1}. Montrer que 'on peut trouver A tel que h(z) = 0. A étant ainsi
choisi, montrer en itérant le théoréme de Rolle que l'on peut trouver un élément de | — 1, 1[ qui annule R,

En déduire que:
™ (ay)

Jog €] = 1,1[, f(z) = Prlx) = —

U(x).

Montrer qu’il en est encore ainsi si z appartient & {xg, x1,...,Zn—1}.

Déduire de ce qui précede que:
1 n
IF = Prll < LA

Il est alors normal d’essayer de choisir les points zg, 1, ..., Z,—1 de maniére & ce que ||U]|| soit minimum pour
réduire 'erreur que 'on commet en remplacant f par P;.

Observons que U est de degré n et unitaire.

. 1 N
a) Montrer que T,, = 3T T, est également unitaire et de degré n. Préciser ||T5,]|.
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b) Soit P un élément de R,,[X] de degré n et unitaire. On suppose que: ||P|| < (1/2"71).
Utiliser le théoreme des valeurs intermédiaires pour montrer que P — T,, admet au moins n zéros dans [-1,1].
En déduire que P =T, (!!) et donc que ||P| = ||T,|-

¢) Répondre au probleme posé.

On suppose ici, et dans toute la suite, que:Vk € [0,n — 1], 2 = yr = cos (2l + kz) et que f est de classe C™
n n
sur [—1,1].
a) Montrer que:
LF™)
I = Prll < g
b) Montrer que:
L Pt) T
f
dt = —
| DL
¢) Montrer que :
1 n—1
f(t) ™ |l f™
dt — — ’ < .
[ A X | < 55
00 :I;’k
lei Ve € [-1,1], flz) =e" =)
k=0 "
1
On se propose de montrer que f est mieux approché par Py que par S,, = Z 7l Xk,
k=0
1
a) Montrer que P oy < |[f = Pyl < #- (on pourra revenir a Q3 b)).
n+2

b) Montrer que T < IIf = Snll <

(n+1) (n+1)(n+1)

¢) Morale ?
On suppose ici f de classe C?" sur [~1,1]. U = (X —yo)(X —y1) -+ (X — yn_1)-
a) S’inspirer de Q3. pour montrer qu’il existe un élément @ de Rg,,—1[X] et un seul tel que:

VEk € [0,n —1], Q(yx) = f(yx) et Qs (yr) = f(yk)-

b) Montrer que pour tout élément = de [—1,1]:

(2n)
-l < Vsl v,

(S’inspirer de Q3; fixer z et considérer £(t) = f(t) — Q;(t) — BU%(t); choisir B pour que £(x) = 0; considérer le
nombre de zéros que 1'on peut donner & ¢')

¢) Montrer que:

Montrer que:




