JFC. - ¢l

(Xn)nzn, est une suite de variables aléatoires réelles sur (2,4, P). X et X' sont deux variables
aléatoires réelles sur (92, 4, P).

On suppose que la suite (X,)n»n, converge en probabilité vers X et X' et on se propose de montrer que P(X # X') = 0.
Q1. Soit £ un élément de R**.
Comparer les événements {|X — X'| > e} et {|X,, — X| = €/2} U {|X,, — X'| > £/2} pour tout élément n de [ng, +oo[.

En déduire que P({|X — X'| > ¢}) =0

+oo
1
Q2. Comparer les événements {X # X'} et U {|X -X'lz E} Conclure.
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JF.C. Conv. p- <

(Xn)n>n, est une suite de variables aléatoires réelles sur (2, A, P) qui converge en loi vers la variable
certaine égale 3 c.

Montrer que cette suite converge en probabilité vers ¢.
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HEC 96 Convergence en loi. Du discret & un continu pas trés discret...

Certains disent qu’une variable aléatoire sur (2, .4, P) suit une loi géométrique & valeurs dans N de parameétre p

(p €]0,1]) si
X(Q)=N e VneN pX=n)=pg" ot g=1-p

Q1. X et Y sont deux variables aléatoires indépendantes sur (Q, A, P) qui suivent une loi géométrique de parmetre p
a valeurs dans N. Etudier la loi de X + Y.

Q2. n est élément de [2, +oo[. X, et Y, sont deux variables aléatoires indépendantes sur (2,4, P) qui suivent une
loi géométrique de parametre 1/n & valeurs dans N.

Y.
a) Etudier la loi de Z,, = Xn +

. Calculer E(Z,).

i
b) Calculer pour tout réel ¢ différent de 1 et pout tout élément i de N, > (k + 1)tk.
k=0

Trouver la fonction de répartition £, de Z,.

c) Fz) =0siz < 0et F(z) =1— (z+ 1)e™® si z est un réel positif ou nul. Montrer que F' est la fonction de
répartition d’une variable aléatoire a densité.

d) Montrer que Z,, converge en loi vers une variable aléatoire & densité Z dont on précisera la loi. Calculer E(Z).
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J.F.C.' p.;

Exercice ™ | On tire deux fois de suite avec remise dans une urne contenant n boules (n € [2,+oco[ ) numérotées
de 1 amn.

Xy (resp. Yy) est la variable aléatoire égale au numeéro tiré lors du premier (resp. second) tirage.

Montrer que (X, /n) converge en loi vers une variable aléatoire qui suit un loi uniforme sur [0, 1].

Sn:Xn+Yn~

k—1
a) Montrer que si k est dans [2,n], P(S, = k) = .

n2

_dn+1—k

Montrer que si k est dans [n + 1, 2n] alors P(S, = k) 3

b) Calculer Z P(S, = k) pour ¢ dans [2,n].
k=2

i
1 .
Montrer que E P(S,=k)=— [(471 +1)i — 4% — 2n% — 2n| si i appartient & [n + 1, 2n].

— 2n?
X, Y, . , ..
Q3 |1, = Ant¥n o F,, est la fonction de répartition de Tj,.
n

. 2
a) Préciser Fy,(z) pour z élément de ]——oo, ~ [ et pour z dans [2,+o0].

. 2 1
b) Montrer que si = est élément de [—, 14+ = [:
n n

(on pourra utiliser Q2).

: 12 2
Montrer que ceci vaut encore pour z élément de [0, — [
n

1
c) Calculer F,(z) pour z élément de {1 + -, 2[.
n
d) Calculer lir_}_l Fo(z) pour tout réel x.
n—1+00

e) Montrer trés proprement que la suite de terme général 7T,, converge en loi vers une variable aléatoire & densité dont
on précisera une densité

U et V sont deux variables aléatoires sur (€2,.4, P), indépendantes et qui suivent une loi uniforme sur [0, 1].

Montrer que W = U + V est une variable aléatoire & densité et en donner une densité. Commentez.
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JF.C. Cony. p.4il

(Xn)n>ne st une suite de variables aléatoires réelles sur (Q2, A4, P) et X est une variable aléatoire
réelle sur (92, A, P). .

On dit que la suite (X,)n>n, converge presque siirement vers X si la probabilité de {w € Q| ll)r_{_l Xplw)=X (w)}
n (o9}
est 1.

On suppose que la suite (X,,)n>n, converge presque stirement vers X et on se propose de montrer qu’elle converge en
probabilité vers X.

Soit ¢ un élément de R**. On pose pour tout n dans [ng, +oo[, A, = {|X — X,,| > €}.
On pose encore S = {w €| liril Xn(w) = X(w)}
Nn—+00

+o00 +oo +oo
Q1. Montrer que ﬂ <U Ak> C S. En déduire que ngglooP (U Ak> =0.

n=ng \k=n k=n

Q2. Conclure.
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JF.C. Conv.p. {}

On se propose de montrer que la convergence en probabilité ne donne pas la convergence presque
stire. :

X est une variable aléatoire sur (2, A, P) qui suit une loi uniforme sur l'intervalle |0, 1].

Inn
Pour tout élément n de N*, on note a,, la partie entiere de g
n

4 .1 . L. _ n—2% n—2% 41
Pour tout élément n de N*, X, est U'indicatrice de I’événement A, = X 1 (] }) .

0m ’ Q0in
Q1. Montrer que la suite (Xp)n>1 converge en probabilité vers la variable aléatoire certaine nulle.

aldue,
Q2. Soit w un élément de 2 et soit p un*de N*. Montrer qu'’il existe deux élémentsk et k' de [27, 2711 — 1] tels que

Xr(w)=0¢et Xp(w)=1.

En déduire que pour tout élément w de Q, la suite de terme général X, (w) diverge. Conclure.
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Exercicé"%l Convergence en probabilité. Méthode de Monte-carlo,
X est une variable aléatoire qui posséde un moment d’ordre 2.

Q1. Pour quelle valeur de m, E((X —m)?) atteint son minimum 7

< b-a)?

Q2. On suppose que P(X € [a, b]) = 1. Montrer que V(X) < (on pourra poser m = athy,
Q3. f est une application continue de [0,1] sur [a, B].

(Un)nz1 est une suite de variables aléatoires indépendantes qui suivent la loi uniforme sur [0,1].
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b) Qu'en déduire sur le plan théorique ?

a) Montrer que Ve € R+*, P (

c) Qu'en déduire sur le plan pratique ?
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Function f(x:realf?%éal;

begin
f:=exp(x*x);
end;

Function Monte Carlol (n:integer) :real;
var i:integer;s:real;

begin

s:=0;

for i:=1 to n do
s:=8+f (random) ;
Monte Carlol:=s/n;
end;

Function Monte_ Carlo2 (n:integer;a,b:real) :real;
var i:integer;s:real;

begin

g:=0;

for i:=1 to n do
g:=g8+f ( (b-a) *random+a) ;
Monte Carlo2:=s*(b-a)/n;
end;
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