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ECRICOME 2003

PROBLEME

3.1 Loi du chi-deux
1 t2 ®
Posons:Vt € R, ¢(t) = e” 7 et P(x) = p(t) dt.
V2r —o0

© est une densité de X; et @ est sa fonction de répartition. Rappelons que Vx € R, ®(—z) =1 — &(x).

Vz € R, Fy,(z) = P(Y1 < z) = P(X? < x).
Alors:Vx €] — 00,0, Fy,(z) =0et Vz € [0,+00], Fy,(z) = P(—/z < X1 < Vz) = ®(v/2) — D(—/7) =2P(/2) — 1.

NG
Vz €] — 00,0[, Fy,(z) =0 et Yz € [0,+00[, Fy,(z) =2®(y/x)—1= i/ e dt— 1.
V2T J s

¢ est continue sur R donc ® est de classe C! sur R et &' = ¢.
Notons que Vz €] — 00,0], Fy, =0 (®(0) = 1). Alors Fy, est de classe C' SUR | — o0, 0].

x — /T est continue sur [0, +oo[, de classe C! sur ]0,+oo[ et ® est de classe C! sur R donc Fy, est continue SUR
[0, +00o[ et de clase C! SUR |0, +ocf.

Fy, étant continue sur | — 0o, 0] et sur [0, +oo[, Fy, est continue sur R.
Fy, étant de classe C! sur | — 00,0] et sur |0, +o0o[, Fy, est au moins de classe C* sur R*.

Fy, est continue sur R et de classe C! sur R privé d'un ensemble fini de points donc Y; est une variable aléatoire &

densité.
De pls Vi €] 0,01, s (x) = 0 et Vir €0, el B, (o) =2 3 #/(v2) = (v = 12 - I
us Vo €] — oo x) = z 00 =9 - L - _ _
p »Yh Yy s » Y 2\/‘% \/ESO 2% = 2%1_‘(%)
6_%;[;%_1
Posons : Vz €] — 00,0], fy,(z) =0 et V& €]0, 400, fy, () = —/—————-
2T ()

[y, est une application de R dans R* qui coincide avec Fy. sur R privé d'un ensemble fini de points donc fy, est une
densité de Y7.

fy, est également une densité d’une variable aléatoire qui suit une loi gamma de parametres 2 et % Finalement :

1
Y1 suit une loi gamma de parameétres 2 et 3

Notons que les variables aléatoires X7, Xo, ..., X,, sont indépendantes et suivent toutes une loi normale
centrée réduite. Ainsi les variables aléatoires X%, X2, ..., X2 sont indépendantes et suivent toutes une loi gamma de

1
parametres 2 et 3

Le cours indique que la somme de deux variables aléatoires indépendantes qui suivent des lois gamma de parametres
respectifs b, 7 et b, 7/ suit une loi gamma de parametres b, T + 7.

1
Une récurrence simple permet alors de dire que X7 + X2 + - -+ + X2 suit une loi gamma de parameétres 2 et n x 3
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n n
Y, = > X? suit une loi gamma de parametres 2 et 5
i=1

i n
Comme Y,, = Y X? suit une loi gamma de parametres 2 et 5 le programme nous permet de dire que
i=1

E(Yn):2xg:n.

Le programme n’exige pas la connaissance de la variance d’une loi gamma. Retrouvons cette variance.

Soit Z une variable aléatoire qui suit une loi gamma de parametres b et 7.

e~ TaT !

Posons Vx €] — 00,0], ¥1(x) =0 et Vz €]0,400[, ¢1(z) = T

. 1 est une densité de Z.
67%1,(7'+2)71

Posons encore : Vo €] —00,0], ¥2(x) =0 et Va €]0,4o00[, t2(x) = m

. 19 est une densité d’une variable
aléatoire qui suit une loi gamma de parametres b et 7 + 2.
pr+2 F(T + 2) e~ % p(t+2)-1 pT+2 F(T + 2)
vz €]0 2 = = .
z €J0, Fool, 274 (w) b T(r) b P2I(r+2) EaVE G
bTH2T(1 + 2)
b"I'(7)

Par conséquent Y €]0, +oo[, 2291 (z) = b (7 + 1) T4o(x). Mieux Vo € R, 229 (z) = b? (7 + 1) 7 o ().

Notons que I'(t + 2) = (7 + 1) 7T'(7). Alors =02 (r+1)7T.

—+o0 —+oo
¥ (t) dt existe et vaut 1 donc / t24p1 (t) dt existe et vaut b (7 + 1) 7. Alors E(Z?) existe et vaut b% (7 +1) 7.

— 00

Par conséquent Z possede une variance qui vaut b2 (1 + 1) 7 — (E(Z))? = (1 + 1) 7 — (b7)?> = b 7.

V(Z) existe et vaut b? 7. Appliqué & Y,, ce résultat permet de dire que :

’ Y,, possede une variance qui vaut 2n ‘

Posons : Yz €] — 00,0], fy,(x) =0 et Yz €]0,+00], fv,(z) =

fv,, est une densité de Y,, nulle sur | — 0o, 0] et continue sur ]0, +oo.

Par conséquent la fonction de répartition G, de Y, est nulle sur | — 00,0], de classe C! sur ]0,+oo[ et Vo €
0, +00], Gy(z) = fy, () > 0.

Tout d’abord il n’existe pas de réel ¢ appartenant & I'intervalle | — 0o, 0] tel que G, (t) = 8 (8 > 0).

De plus G, est continue et strictement croissante sur |0, +o0o|. La restriction de G, & |0, +o00[ définit une bijection de
10, +oo[ sur I'intervalle G,,(]0, +o00]) =] lir(r)l+ Gn(z), HI—P Gn(z)[.

G, étant une fonction de répartition G,, est en particulier continue en 0, ce qui donne lim G,(z) = G,(0) = 0, et

z—0t
lim G(z)=1.
r— 400

La restriction de G,, & ]0,+o0o[ définit donc une bijection de ]0,4oo[ sur ]0,1[. Comme [ appartient & 0, 1], il existe
un unique élément ¢ de ]0, +o00[ tel que G, (t) = 5.

’ 1l existe un unique réel ¢ tel que G, (t) = 8 ‘

3.2 Estimation ponctuelle de 2.

1 n
Pour tout ¢ dans [1,n], X; posseéde une espérance qui vaut m. Alors F,, = — Z X; possede une espérance
n

i=1

1< 1
qui vaut — g E(X;) donc — (n x m) ou m (linéarité de I'espérance).
n n
i=1
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n
X1, Xo, ..., X,, sont n variables aléatoires indépendantes possedant une variance qui vaut o2 donc E X; possede une
i=1

variance qui vaut n o2.

1 & 1\ 2 o2

Alors F,, = — Z X; possede une variance qui vaut <) no? ou —-

n — n n
o2

E(F,)=met lim V(F,)= lim — = 0. Par conséquent :

n—-+o0o n—-+oo N

’ F,, est un estimateur sans biais et convergent de m ‘

n

a)z (Xi*Fn)zii (XEQXiFn+F3)iX¢22<i Xi) Fn+iF3.
=1 i=1 i=1

=1 i=1

i (X; — F,)* = En: X2 —2(nF,)F,+nF?= En: X2 —nF2
i=1 i=1 i=1

1 1 O
En multipliant par — il vient:V,, = — Z Xi2 — Fs Finalement :
n n

i=1

2
1< 1< 1 &
Vn:ﬁ?:l Xf—Fﬁzﬁl; XE—(n §‘ XZ)

X2 F?= % En: ((Xf—2mXi+m2)+2mXi—m2> _R?

n
i=1

=
I
3 |-

@
Il
-

1 < 1 ¢ 1 ¢
(X; —m)* +2m — E X;—— E m? - F? =~ E (X;—m)*+2mFE, —m? - F?
n
i=1

S|

V.=
n “ n <
=1 =1

=1

Ceci donne alors sans difficulté :

1 n
v, = - (X; —m)* — (F, —m)?.
=1

b) Soit i un élément de [1,n]. X; possede une espérance qui vaut m et une variance qui vaut o2.

Donc E((X; — E(X;))?) existe et vaut 0. Ainsi (X; — m)? possede une espérance qui vaut o2.
1 n 1 n 1 n
Alors — Z (X; —m)? posséde une espérance qui vaut — Z E((Xi - m)Q) ou — Z o2 soit encore o2.
n n n
i=1 i=1 i=1

0.2

De plus nous avons vu, dans 3.2.1 que F,, posséde une espérance et une variance, que F(F,) = m et que V(F,,) = —-
n

2
N . . g
Alors (F,, —m)? posséde une espérance qui vaut — -
n

I 1 &
Finalement V, = — Y (X; — m)® —(F,,—m)? posstd ' vaut: B (3 (X —m)? | B((Fa-m)?)
inalemen " 2 ( m)°—( m)“ posséde une espérance qui vau (n 2 ( m) ( m)
2
oot 2.
n
N . n—1 ,
V., posséde une espérance et E(V,,) = o-.
n
n—1 4 n 2 A n 2 W
¢) Supposons n > 2. E(V,,) = o” donc 1 E(V,) =0 Ainsi E ] V., | = 0. Finalement :
n _ _
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n
n
E (X; - 2 est un estimateur sans biais de o2

n—l 1 =

3.3 Estimation par intervalle de confiance de ¢%, m étant connue.

’ 11 semble raisonnable de supposer dans la suite que « est un réel appartenant a |0, 1] ‘

Xi—m
g

Soit ¢ un élément de [1,n]. Posons Z; =

X, — E(X;)
V(X3)
X1, Xo, ..., X, sont indépendantes donc 77, Zs, ..., Z, le sont également.

X; suit une loi normale de parametres m et o et Z; = donc Z; suit une loi normale centrée réduite.

3.1.3 permet alors de dire que Z Zf suit une loi du C'hi — deux a n degrés de liberté.
i=1

n n 2 n
Or Z 7Z? = Z <X.0_ m> = % Z = U,,. Finalement :
i=1 P

i=1

] U, suit une loi du Chi — deuz & n degré de liberté. \

Tn Tn 2 Un 2 Un Un Un
[2]nT, = 02U, donc { ——"— < 0? < — —{ 7 <o?< = <1<
le%(n) X%(n) X17%(”) X%(n) X17%(n) X%(

3.1.5 nous a montré que que X%_% (n) et X2% (n) sont des réels strictement positifs. Alors:

nT, nT,
7n<02<7n :{ngn gU gxz_gn}.
{x?;(n) x%<n>} 3 (1) < On <215 ()

2

U,, suit une loi du Chi — deuzx a n degrés de liberté, sa fonction de répartition est donc G,,.

Alors P ({ %(n) < U, < x%ig(n)}) =G, (Xffg(n)) -Gy (XQ% (n)) =1-5-5=1-a

2

T, T,
La probabilité de I’événement 271771 <0< ZL n est 1 —a.
Xi-g (n) Xg (”)

3.4 Estimation par intervalle de confiance de ¢2, m étant inconnue.

’ Nous supposerons dans toute cette partie que n est supérieur ou égal a 2 ‘

a) A est une matrice symétrique et réelle donc ’ A est diagonalisable. ‘

by C1
) C2
b)Posons B=| . |etC=AB=| . |.Vie[l,n], b;=1.
by, Cn
Vi e [1,n], ¢; = Za”b —Za”—a”—FZa”—n—l—kZ H=n—-14+(Mm-1)x(-1)=0.
J#t J¢z

’AB:OMM(R).‘

B n’est pas la matrice nulle de M,, 1 (R) et AB = 0, ,(r) par conséquent :

0 est une valeur propre de A et B est un vecteur propre associé.

¢) La matrice de ¢ — n Idg~ dans la base canonique de R™ est A —n I,.




JF.C. p. 5

11 est aisé de voir que A — n I,, est la matrice de M,,(R) dont tous les coefficients sont égaux a —1.
Cette matrice n’est pas la matrice nulle et toutes ses colonnes sont identiques, elle est donc de rang 1.

Ainsi ¢ — n Idgn est de rang 1.

| dimIm(¢p — n Idgn) = 1. |

d) Le théoréme du rang donne dimR"” = dim Ker(¢ — n Idgn) + dim Im(p — n Idgn).

Ainsi n = dim Ker(p — n Idgn) + 1. Par conséquent :

’ dimKer(p —n Idgn) =n — 1. ‘

Comme n > 2, dimKer(¢ —nldgn) =n—1 > 1. Alors Ker(¢ — nIdgn) n’est pas réduit au vecteur nul et ainsi n est
une valeur propre de ¢ dont le sous-espace propre est de dimension n — 1.

n est donc une valeur propre de A dont le sous-espace propre SEP (A, n) est de dimension n — 1.

Rappelons que 0 est une valeur propre de A et que A est une matrice diagonalisable de M, (R) donc la somme des
dimensions de ces sous espaces propres est n. Ainsi 0 et n sont les seules valeurs propres de A et le sous-espace propre
SEP (A,0) associé a la valeur propre 0 est de dimension 1. Mieux SEP (A,0) = Vect(B).

A étant symétrique SEP (A,0) et SEP (A, n) sont orthogonaux. Ces deux sous-espaces étant supplémentaires :

SEP (4,n) = (SEP (,4,0))l - (vect<B))L

L’ensemble des valeurs propres de A est {0,n}. Le sous-espace propre associé a la valeur propre 0 est la droite

n
vectorielle engendrée par B et celui associé a la valeur propre n est (Vcct(B))

e) Nous supposerons que W est un vecteur propre de A associé a la valeur propre n...

Version 2 W est orthogonal & B donc < W, B >= 0. Ainsi Z (w; x 1) =0 donc ij =0!
Jj=1 Jj=1

Version 2 AW=nW. Alors:nw; = Zahw]—anwl—i-z:aljw]: (n—1) w1+z —w;) =nw, — Zw]

J#l J¢1
n n
nw; = nw; — ij donc ij = 0. Ainsi:
j=1 j=1
wq
wa n
SiWw = . est un vecteur propre de A associé a la valeur propre n alors Z w; = 0.
: i=1
w'n,
U
us n
Remarque SEP (A, n) est en fait Pensemble des éléments U = | . | de M,, 1(R) tels que: Z u; = 0.
: i=1
U,
f) Soit (W1, Ws,...,W,—1) une base orthonormale du sous-espace propre SEP (A4,n) de A associé a la valeur

propre n. Soit (W,,) une base orthonormale du sous-espace propre SEP (A,0) de A associé & la valeur propre 0.
SEP (A4, n) et SEP (A,0) sont deux sous-espaces vectoriels orthogonaux et supplémentaires de M,, 1(R).

Ainsi B = (W7, Wa, ..., W,,) est une base orthonormale de M,, 1 (R) constituée de vecteurs propres de A respectivement
associés aux valeurs propres n, n, ..., n, 0.

Notons P la matrice de passage de la base canonique By de M, (R) a B.
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P est inversible et P~1 =P car By et B sont deux bases orthonormales de M,, 1 (R).

De plus D = P 1 AP est la matrice diagonale dont les n — 1 premiers coefficients de la diagonale valent n et le dernier
0. D = Diag(n,n,...,n,0)...

Notons que la derniére colonne de P est W,, et que W,, est un élément de SEP (A,0) qui est la droite vectorielle

engendrée par B. Ainsi la derniére colonne de P est proportionnelle a B.

Il existe une matrice inversible P de M,,(R) dont la premiere colonne est proportionnelle & B et une matrice
diagonale D de M,,(R) telle que: P"'AP = D avec 'P = P~!. D = Diag(n,n,...,n,0).

g) | On est prié de remarquer que P = (p”) iSign

Soit i un élément de [1,n — 1]. La i®¢ colonne de P est W; et W; appartient & SEP (A4,n). e) montre alors que la
somme des coefficients de la i*™¢ colonne de P est nulle.

n
Ainsi la somme des coefficients de la i®™¢ ligne de P est nulle. Z pij = 0.
j=1

Vi e [ pr—O

n n n
Posons P = (q”) sign let 'PP = (sw) i<n. 'PP =1, doncVie [1,n], 1=si =3 pijqi= > pijPij = 2. Pyj-
" <i< j=1 j=1 j=1

1<isn

Vie Hlan]]a Z p?j =
j=1

a) Soit X un élément de M, 1(R). Posons Y = *PX et observons que A = PD'P.

1 1 1 1
¢(X)='XMX = ~'XAX = —'XPD'PX = ~'('PX)D'PX = — 'Y DY.
n n n n

1
Si X est un élément de M,, 1(R) et si Y =!PX alors ¢(X) = — 'Y DY.
n

z1
x2 n
Soit X = | . | un élément de M,, 1(R). Posons s = — Z x; pour simplifier les écritures.
: n
: o
Ty,
1 + A 1 n 1 n
Q(X):gXX:—z; JJZZa”mj :EZ; z | (n=1)zx Zw7 ﬁz_: 21‘1»
' = J#t - J=
1 n n n n n n n
Q(X):EZ% nxz—nS:sz i S):Zm?—sti:Zx?—QSin—i—sZxi.
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1 i=1 i=1
n n n n n
q(X):ZJ: —2523314—715 —Za: —282.%'14-28 —Z x; —2sxi+s2):Z (z; — 5)%. Ainsi:
i=1 i=1
I 9
n n
: L2 14 1
Si X =] . | estun élément de M, 1(R), ¢(X)= o x;
: i=1 st
Ty,




Z1 1
. T2 . Y2 ‘ 1,
b) Soit X = [ . | un élément de M,, 1(R). PosonsY = | . | ='PX. ¢(X)=-"YDY.
: : n
T Yn
nyi
ny2 1 1 n—1
DY = © | Alors ¢(X) = = 'Y DY = = (ny? S+ ay) = .
: ors q(X) =~ = (nyf +nyi -+t nyn) ; v;
nNYn—1 =
0
Or Vi € [1,n] Z pi; x; donc ¢(X) = Z Z Pij T;
j=1 i=1 Jj=1
T 2
o n—1 n
SiX =] . | estun élément de M, 1(R), ¢(X) = Z Z Pij T;
: i=1 \j=1
T

a) Soit ¢ un élément de [1,n — 1]. Posons J = {j € [1,n] | p;; # 0}.
n
J n’est pas vide car la i®™€ ligne de *P n’est pas nulle puisque ‘P est inversible. Y; = Z Dij X = Z Dij X
Jj=1 jeJ
X1, X, ..., X, sont indépendantes donc (X;);cs est une famille finie de variables aléatoires indépendantes.
(pij Xj)jes est alors également une famille finie de variables aléatoires indépendantes.
De plus pour tout j dans J, p;; X; suit une loi normale car X; suit une loi normale et p;; est un réel non nul.

n
Le cours montre alors que Y; = E Dij X; = E pij X; suit une loi normale.
Jj=1 jed

n n n
E(Y; pr (Xj) =2 piym=m 3 pij =0.
j=1 =1 j=1
Rappelons que X7, X, ..., X, sont indépendantes donc il en est de méme pour p;1 X1, pi2 Xo, ..., Pin Xn-

Alors V(Y;) = Xn: Vipi; X;) =

j=1 J

n
Py V(X;) =0? 3 pi; = 0% x 1 =0% Ainsi:

1 =1

-

’ Pour tout élément i de [1,n — 1], ¥; suit une loi normale de parametres 0 et o.

2 2
b) 3.4.2 montre que: V(x1,x2,...,x,) € R", Z T — % Z x| = Z Z pijx; | . Ainsi:
i=1 j=1 i=1 \j=
2 2
1 n ) 1 n 1 n 1 n—1 n 1 n—1 )
Un=—5 D (Xi=M)?=—5 3 (Xi== 3 X | == (D piXi| =53 Y
i=1 i=1 j=1 i=1 \j=1 i=1
1 n—1 )
Un = — ; Y2,

1
¢) Posons Vi € [1,n — 1], H; = = Y.
o
Soit ¢ un élément de [1,n — 1]. Y; suit une loi normale et % est un réel non nul donc H; suit une loi normale.

E(H;)=1E(Y;)=0et V(H;) = L V(Y;) = 1. Ainsi H; suit une loi normale centrée réduite.
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Y1, Ys, ..., Y,,_1 sont mutuellement indépendantes donc Hy, Ho, ..., H,_1 sont mutuellement indépendantes et suivent
une loi normale centrée réduite.

n—1
Alors, d’apres 3.1.2, Z H? suit une loi du Chi — deux & n — 1 degrés de liberté.
i=1
n—1 n—1 )7 2 1 n—1
Or Y H}= =) == Y2 =U,.

’ U,, suit une loi du Chi — deux a n — 1 degrés de liberté. ‘

d) (n—1)8, =0%U,, donc:

(n—1)5, e 2 (n—1)85, a2 U, e 2 a?U, Un <1< Un
Ty X g X "9 /N = X g N = X ~X .
Xi_g(n—1) X&(n—1) Xi_g(n—1) X% (n—1) Xig(n—1) X&(n—1)

3.1.5 nous a montré que que Xi% (n) et xi% (n) sont des réels strictement positifs. Alors:

{(n—l)Snggzg(”—l)Sn}{X%(nl)gUngxig(nl)}.

X s 1) X5 (- 1)

e) U, suit une loi du Chi — deux & n — 1 degrés de liberté, sa fonction de répartition est donc G,,_1.

Donc P ({X%(n— 1) <U, < X?,%(n— 1)}) = Gp_1 (Xifg(”— 1)) —Gn-1 (X%(n— 1)) =l1-5-9=1-a

- 1 n - 1 n
La probabilité de I’événement M <o?< M est 1 — a.
W g(n—1) G- 1)

Remarque Ce probleme donne 'occasion de revisiter HEC 99 math 2.




