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Ceci est un premier jet et a besoin encore de relectures pour bien tenir la route.

EDHEC 2014

EXERCICE 1

1) a) e U est une variable aléatoire réelle sur (2, A, P) comme produit de deux variables aléatoires réelles sur

(Q,A4,P)!

e Déterminons la fonction de répartition Fyy de U.

Soit ® la fonction de répartition de X. Rappelons que ® est de classe C! sur R et que Vo € R, ®'(x) =

Vx €] — 00,0, Fy(z) = P(U < x) = P(0) = 0.

Vo € 0 bocl, Fule) = P(U < #) = PX* < 2) = P(-V/3 < X < VE) = P(-VE < X < V).
Vi € 0, ool, Firla) = B(/E) — B(— V).
On a donc Fy(z) = { O(yz) — &(—/x) sizel0, +OO[.

0 sinon
&(\/r) — ®(—/7) siz€[0,+o0]

0 si z €] — 00, 0]

car Fiy(0) = D(v/0) — B(—/0) = 0.

Notons que 'on a encore: Fyy(z) = {

x — /T et x — \/—z sont continues sur [0, +o0| et de classes C* sur ]0, +00[. De plus @ est de classe C* sur R.
Alors par composition x — ®(1/z) et © — ®(y/—x) sont continues sur [0, +oo[ et de classes C! sur ]0, +o0.
Par différence Fy; est continue sur [0, +oo| et de C! classe sur ]0, +oo|.

Rappelons que Fy; est nulle sur | — oo, 0]. Alors Fy; est continue sur | — 0o, 0] et sur [0, +o0], et elle est C! sur | — oo, 0]
et sur ]0, +oo.

Cela permet de dire que Fyy est continue sur R et au moins de classe C' sur R* donc sur R privé d’un nombre fini de
points. Alors U est une variable aléatoire a densité.

e Vx €] — 00,0, Fy;(z) = 0.

o €0, ool Fie) = 572 ¥(0) - (~502 ) ¥V = 5= (VD) + (/D)
, 1 1 W2 1 _(=vm? 1 1 = 1 e _1
Vme]O,—Foo[,FU(x):Q\/E (me z —&-me 7 ):x\/ﬂe 222%\/7?6 T2

—— e Fa7 six€l0,4o00]
Posons Vz € R, fy(x) = ¢ 22 /7 .

0 sinon

Ly est est application de R dans R positive ou nulle, qui coincide avec F{J sur R* donc sur R privé d’'un nombre fini
de points. Donc ¢y est une densité de U.

Remarque J'aurais pu aller un peu plus vite en écrivant Va € 0,400, Fy(X) =2®(\/x) — 1. Mais j’ai préféré étre
au plus prés de la gestion du carré d’une variable aléatoire a densité <
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Concluons en deux versions.

1
Version 1 On admet que I’ (2) = /7.

1 a:
¢ 2 a3 si z €]0, +o0[ 1
Alors Vo € R, fy(z) =14 22T (3) . Donc U suit la loi Gamma de parametres 2 et 3
0 sinon
1
Version 2 On n’admet pas que I’ <2> = +/7... et on le retrouve.

e 5277 siz€)0,+oo]

Posons Vz € R, h(z) ={ 22T (3)
0 sinon

1
Donc h est une densité d’une variable aléatoire réelle a densité qui suit la loi Gamma de parametres 2 et 3

+o0 ~+o0 +o0 +0o0
Alors:l:/ h(t)dt:/ h(t)dt:/ %e*%t*% dt = \/? / <11e3t5> dt.
oo 0 o \230(3) I'(z) Jo \2zym

—+oo —+oo 1

Ainsu\/?/ KU(t)dt\/?/ ly(t)dt = \/7? x1= Wf -Ainsifr(>. Alors ly = h.
' (3) Jo I'(3) J-o I (3) I'(3) 2

On retrouve donc le résultat de la version 1.

Comme Y a méme loi que X, V =Y? a méme loi que U = X2. Ainsi:

1
U et V suivent la loi gamma de parametres 2 et 3

1
FEzercice  Retrouver la valeur de I' (2> en faisante un changement de variable (u = v2t...). <

1 1
b) Le cours indique encore que E(U) existe et vaut 2 x 3 donc 1 et V(U) existe et vaut 2% x 3 donc 2.

Il en est de méme pour V car V a méme loi que U.

’ U et V possede une espérance commune qui vaut 1. U et V posseéde une variance commune qui vaut 2.

2) a) X et Y sont indépendantes donc U = X2 et V = Y2 sont indépendantes. De plus U et V suivent la loi gamma,

1 1
de parametres 2 et 3 Le cours montre alors que U + V suit la loi gamma de parametres 2 et 3 + 5

Ainsi U + V suit la loi gamma de parameétres 2 et 1 donc la loi exponentielle de parametre 3

1
W suit la loi exponentielle de parametre 5

1
e 2z si ¢ €0, +o0| )
NZ3 et dit que ¢y est

wlg
wln

Nl=

b) Rappelons que nous avons posé plus haut Vo € R, fy(x) =< 2

0 sinon
une densité de U et de V.

Notons que rien n’indique que fy (resp. fy) coincide avec £y !'! De méme rien n’indique que fy (resp. fy) soit définie
sur R.

fu (vesp. fv) et £y sont deux densités de U (resp. V). Alors fy (resp. fy) et £y coincident sur R privé d’un nombre
fini de points.
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Or ¢y est nulle sur | — 00, 0] done fy (resp. fy) est nulle sur | — oo, 0] privé d’un ensemble fini de points.

—+oo
Soit x est un élément de [0, +o0o[. Rappelons que Fyy (z) = / fu(t) fv(x —t)dt.

—0o0

Or fu est nulle sur | — 0o, 0] privé d’un ensemble fini de points. Il en est de méme pour ¢t — fy () fv(z —t).

0 +oo
Ainsi / () fuo(z —t)dt = 0. Alors Fyy (z) /0 Fol) fo(z — ) dt.

Or fv est nulle sur | — 00, 0] privé d’'un ensemble fini de points. Alors ¢t — fy (z — t) est nulle sur [z, +oo[ privé d'un
ensemble fini de points.

+oo
Il en est de méme pour ¢ — fy(t) fv(x —t). Ainsi /

x

fu(t) fv(xz —t)dt = 0. Donc Fw (z) = /OI fu(t) fv(xz —1t)dt.

Pour tout élément z de [0, +oo[, fw(z) = / Ju(t) fv(z —t)dt.
0

e 2% siz e [0,4o0

1
C) e Posons Vz € R, g(z) ={ 2 . g est une densité de W.

0 sinon

Notons Fy la fonction de répartition de W.
g est en particulier continue sur |0, +oo[ donc Fyy est de classe C! sur ]0, +oo] et V €]0, +o0[, F}y (z) = g(z).

e Appliquons le résultat de Q2. £, est une densité de U et de V.

—+o0
Considérons la fonction gy nulle sur | — 0o, 0 et définie sur [0, 4o0[ par gw(z) = / Ly (t) by (z —t)dt. D’apres

Q2, g est une densité de W.

De plus Yz € [0, 4+o00[, gw(x) = / Ly(t) by (z —t) dt.
0

T =3 e (m—t)_%e_(m;t) e"3 [ dt e
Alors Vzx €]0, +00], z :/ . dtzi/ =
10 Frocl, gw(@) = | 2% /r or Jo Viw—p 27

4
Soit x un élément de ]0,+oo[. t — — est une bijection strictement croissante de ]0,z[ sur ]0,1[ de classe C! et
x
/ § dt
0 4/t (3;‘ — t)

t
On peut donc faire le changement y = — dans cette intégrale... en récupérant une intégrale convergente.
x

z
2

I(x).

converge d’apres ce qui a été admis...

I(z)—/xidt —/11 xdy—/ldy — 1(1)
o Vil@—t) Jo \(zy)(z—-zy) o Vy(l—y)
I(x) = I(1) et ceci pour tout = dans ]0, +oo[. Alors Vo €]0, +oo], gw(z) = 62 - I(x) = 62 - I(1).
™ ™
Ceci permet de dire que gy est continue sur ]0, +oc[, de redire que Fyy est de classes C! sur |0, +ool, et d’écrire que
Vz €]0, +oo[, Fy(z) = gw(z) = 627: I(z).
1 —3
Ainsi Vz €]0, 400/, 3 e = g(z) = Fy(z) = gw(z) = 62 - I(xz) et ez #0.
0
1
Alors Vx €]0, 400, 1 = = I(x) et donc Vz €]0, +oo[, I(z) = 7.
0
, . o i dt
Pour tout réel x strictement positif I(x) = ﬁ converge et vaut .
0 T —
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» Remarque FEvidemment cet exercice laisse sans voix lorsque l'on sait que I(x) se calcule en deux lignes avec le
changement de variable t = x sin®u. <
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EXERCICE 2

1) e Soit M est un élément de M,,(R). Tr(A) et Tr(M) sont deux réels et M et A sont deux éléments du R-espace
vectoriel M, (R). Alors Tr(A) M — Tr(M) A est un élément de M, (R).

Donc VM € My (R), f(M) € M,(R). f est une application de M, (R) dans M,, (R).
o Soit A un réel. Soient M et N deux éléments de M., (R).
FOAMA+N) = Tr(A) AM+N)—Tr(AM+N) A = X Tr(A) M +Tr(A) N — (A Tr(M)+Tr(N)) A (la trace est lindaire).
FONM 4+ N) = A (Tr(A) M — Tr(M) A) + Tr(A) N — Te(N) A = A f(M) + f(N).
YAER, V(M,N) € My (R) x My(R), fF(AM+N)=Xf(M)+ f(N). f est linéaire. Finalement :

’ f est un endomorphisme de M., (R). ‘

2) e Supposons que la trace de A est nulle. Alors f(I,,) = — Tr(I,) A = —n A.
Or A n’est pas la matrice nulle de M,,(R) donc f(I,,) n’est pas la matrice nulle de M,,(R).
Ainsi f n’est pas 'endomorphisme nul de M, (R).

e Supposons que la trace de A n’est pas nulle. Soit Ej 5 I’élément de M,,(R) dont tous les coefficients sont nuls
sauf celui situé a 'intersection de la premiere ligne et de la deuxieme colonne qui vaut 1.

Tr(Er2) = 0 donc f(E712) = Tr(A) Eq 2. Or Tr(A) n’est pas le réel nul et E; o n’est pas la matrice nulle de M,,(R).

Ainsi f(E4 2) n’est pas la matrice nulle de M,,(R). Donc f n’est pas 'endomorphisme nul de M, (R).

’ Dans tous les cas f n’est pas 'endomorphisme nul de M,,(R). ‘

3) a) Soit M un élément de M, (R).
(fof)(M)= f(Tr(A)M — Tr(M)A) = Tr(A) f(M) — Tr(A) f(A) par linéarité de f.
De plus f(A) = Tr(A) A — Tr(A) A = Opq,,(r)- Donc (f o f)(M) = Tr(A) f(M).

’ Pour toute matrice M de M, (R), on a:(fo f)(M) = Tr(A) f(M). ‘

b) VM € Mu(R), (f o f)(M) = Tx(4) f(M).
Donc VM € My (R), ((fo f)—Tr(A) f)(M) = (f o f)(M) = Tr(A) f(M) = O, m)- Ainsi fof—Tr(A) f =0z, ®)-
Alors X2 — Tr(A) X est un polynéome annulateur de f dont les zéros dans R sont 0 et Tr(A).

Comme les valeurs propres de f sont contenues dans 'ensemble des zéros de X? — Tr(A4) X dans R:

’ les valeurs propres possibles de f sont 0 et Tr(A). ‘

4) f(A) = Tr(A) A — Tr(A) A = Opq,(r) €8 A # Opq,, (r), donc 0 est valeur propre de f et A est un vecteur propre
associé.

’ 0 est valeur propre de f. ‘
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5) Ici on suppose que la trace de A est nulle.

Nous avons vu que les valeurs propres possibles de f sont 0 et Tr(A), et que 0 est valeur propre de f. Alors 0 est la
seule valeur propre de f.

La question 2 a montré que f n’est pas I’endomorphisme nul de M,,(R) donc Ker f est différent de E.

Alors SEP (f,0) est différent de E, donc f n’est pas diagonalisable car 0 est sa seule valeur propre.

’ Si la trace de A est nulle f n’est pas diagonalisable. ‘

6) Ici on suppose que la trace de A n’est pas nulle.
a) Tr est une application linéraire de M,,(R) dans R et dimR = 1. Alors I'image de Tr est de dimension 0 ou 1.
Or Tr(I,) = n donc n est un élément non nul de Im Tr. Alors Im Tr est de dimension 1.

Le théoréme du rang montre alors que dim Ker Tr = dim M,,(R) — dim Im Tr = n? — 1.

dim Ker(Tr) = n? — 1.
| |

b) Montrons que Tr(A) est valeur propre de f. Soit M un élément de M., (R).
J(M) =Tr(A) M <= Tr(A) M —Tr(M) A =Tr(A) M <= Tr(M) A = Oy, (m)-
Or A n’est pas la matrice nulle de M,,(R). Donc f(M) = Tr(A) M <= Tr(M) = 0 <= M € Ker(Tr).

Ainsi dimKer (f — Tr(A4) Idp, r)) = dimKer(Tr) = n? —1 > 0. Donc Tr(A) est une valeur propre de f et le
sous-espace propre associé est de dimension n? — 1.

Sp f = {0, Tr(A)}, Tr(A) # 0 et dim SEP (f, Tr(A)) = n? — 1.

Donc dim SEP (f,0) + dim SEP (f,Tr(A)) = dimSEP (£,0) +n%2 —1> 1+ (n2 — 1) = n2 = dim M, (R).
Sp f = {0, Tr(A)} donc dim SEP (f,0) + dim SEP (f, Tr(A)) < dim M, (R).

Ainsi Sp f = {0, Tr(A)} et dim SEP (f,0) + dim SEP (f, Tr(A)) = dim M,,(R). Alors f est diagonalisable.

’ Si la trace de A n’est pas nulle f est diagonalisable. ‘
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EXERCICE 3

Partie I: méthode utilisant un produit scalaire

+oo +oo
Remarque Notons que A = Inf / (t3 —xt —y)? et dt existe car {/ > —zt—y)?etdt; (z,y) €R x R}
(zy)€R? Jo 0
est une partie non vide et minorée (par zéro!) de R. Un peu plus tard il deviendra un Min... <
+oo
1) a) Le cours indique que la fonctions I': 2 — / t*t e~ dt a pour domaine de définition ]0, +oo.
0

11 dit aussi que Vz €]0, +oo], T'(z + 1) =z [(z) et Vn € N*, T'(n) = (n — 1)\

+oo too
Alors Vn € N*, / t"tetdt = (n — 1)! donc Vk € N, / the tdt = k!.
0 0

+oo
Pour tout élément k de N, / t* e~ dt converge et vaut k!.
0

b) Montrons que < .,. > est un produit scalaire sur E.

e Soit A un élément de R[X]. Il existe un élément r de N et un élément (ag, ai, ..., a,) de R™! tels que:
Vr e R, A(x) = Z ay z*.
k=0

T

+o00 +oo
Pour tout élément k de N, / z¥ e~ dz converge donc / ( g ap z* e_x> dxz converge comme combinaison
0 0
k=0

—+oo
linéaire de r + 1 intégrales convergentes. Ainsi 'intégrale / A(zx) e” " dx est convergente.
0

+o0
Pour tout élément A de R[X], I'intégrale A(x) e™* dz est convergente.
0

—+oo
Remarque  On pouvait obtenir I’absolue convergence, donc la convergence, de / A(z)e " dx en montrant que
0

1

|A(x) e*“| = o <2> par croissance comparée ou en utilisant un équivalent de v — |A(JC) e*“"| en +o00.
xr—+00 xX

Soit (P, Q) un couple d’éléments de E.

—+oo +oo
P Q appartient a R[X] donc / (PQ)(z) e * dx converge donc P(z) Q(z) e * dx converge !
0 0

Ainsi < P, () > existe et est réel !
< .,.> est bien une application de F x FE dans R.

e Soit A un réel et soient P, @), R trois éléments de F.

+oo +oo
<AP+Q,R>= /0 (AP +Q)(z) R(z)e " dz = /0 (AP(z) R(z) + Q(z) R(z)) e * da.

400 400 +o0
<AP+Q,R>= /0 (AP(z)R(z)e ™ + Q(z) R(z) e ") dz = A /0 P(z) R(z)e *dz + ; Q(z) R(x)e " dx

car toutes les intégrales convergent. Alors < AP+ Q,R>=X <P, R>+ < Q,R >.
VAER, Y(P,Q,R) € E®, <AP+Q,R>=)\ <P,R>+<Q,R>. <.,.> est linéaire & gauche.
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“+o0 “+o0

e Soit (P, Q) un couple d’éléments de E. < P,Q >= P(x)Q(z)e " dx = Q(zx)P(x)e der =< Q,P >.
0 0

V(P,Q) € E?, < P,Q >=<Q,P >. <.,.> est symétrique.

+oo
e Soit P un élément de E. Vo € R, (P(x))2e_”” >0et0< 400! donec < P, P >= / (P(x))2 e ¥dx > 0.
0

VPe FE, <P, P>>0. <. .> estpositive.
e Soit P un élément de FE tel que < P, P >= 0.
+oo

\/ /0 (P(;v))2 e ¥dr =0.

V- (P(:U))2 e~ est positive sur [0, +o00].

va— (P(m))2 e~ 7 est continue sur [0, +o0].

v 0 # +o0!
Alorsz — (P(m))2 e~ est nulle sur [0, +o00[. Comme x — e~* ne s’annule pas sur [0, +oo[: Vz € [0, +00], (P(x))2 =0.
Ainsi Vz € [0,400[, P(z) =0. Le polynéme P admet alors une infinité de zéroz c’est donc le polynéme nul. P = 0.
VPeFE, <P P>=P=0g. <.,.> est définie.

Les cinq points précédents permettent de dire que:

’ < .,.> est un produit scalaire sur E. ‘

+o0 +oo
2)VP e E, |P|? =< P,P >= / P(t)P(t)e "dt = / (P(t))2 e tdt.
0 0
Alors si @ est un polynéme de F' défini par Q = x X + y, ou x et y sont deux réels :

+oo
2 _
||X3—Q||2=\|X3—xX—yII2=/ (2 —xt—y)>etar.
0

Si @ est un polynéme de F' défini par Q = = X + y, ou « et y sont deux réels:

+oo
2 _
|\X3—Q||2:/ (t —at—y) e tdt
0

3) a) (E,< .,.>) est un espace vectoriel euclidien, F' est un sous espace vectoriel de E et X? est un élément de E.

Le théoreme de meilleur approximation indique que :

L {|X® - Q| , Q € F} possede un minimum donc {[| X3 — Q||?, Q € F} posséde également un minimum.
2. Il existe un élément @)y de F' et un seul qui réalise ces deux minimums.

3. Qo est la projection orthogonale de X3 sur F.

4 (d(X?,F)* = Min{[[X* = Q|*, Q € F} = || X* — Qol|* = | X*|2 = [|Qo* = | X*|I*~ < X*,Qo >.

3) b) Qo est la projection orthogonale de X3 sur F et F' = Vect(1, X).

Ainsi X3 — Qg appartient & 'orthogonal de F. Alors X? — Qg est orthogonal & 1 et & X.

<X3—Q0,1>:0et<X3—QO,X>:0.‘
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3) ¢) Qo appartient & F donc il existe deux réels zq et yo tels que Qo = 29 X + yo.
De plus < X3 — Qp,1 >=< X3 — Qo, X >=0.

+oo
Alors 0 =< X3 — Qo,1 >=< X? — 20 X — g0, 1 >:/ (3 —xot —yo) et dt.
0
+oo +oo +oo
DonCO:/ t?’e*tdtf:co/ teftdtfyg/ Ixe tdt=3"—1!x 20— 0! X yo =6 — g — Yo.
0 0 0
Ainsi:xg + yo = 6.
+o0o
Onaaussi 0 =< X> - Qp, X >=< X> — 20X —yo, X >:/ (ts—xot—yo) x te~tdt.
0

+oo +oo +oo +oo
Donc0:/ (t* — 2o t? —yot) e_tdt:/ t4e_tdt—9c0/ t2e_tdt—y0/ te tdt =41—2x g —1! x .
0 0 0 0

Alors 0 =4! — 2xg —yp ou 2x9 + yo = 4! = 24.

To+yo =06

Si Qo = 2o X + yo réalise le minimum de {|| X3 — Q||?> Q € F} (et réciproquement) : {

2.130—|—y0 = 24

+oo
3)d) A= Inf / (3 —xt—y)?e tdt.
(zy)eR? Jo

—+o0
Alors A = Inf t* —Q)?e "dt = Inf || X° — Q|* = Min | X* - Q|*.
o A= quf [ (@ - Qe tar = Tt X0~ QI = Min | X @)

Done A = [|X* = Qo> = | X*|* = |Qo|I* = [ X?|*~ < X*,Qo >.
zo+yo =6
Calculons Q. Cela revient & trouver (zg, yo) vérifiant : .
220 +yo = 24
En retranchant a la deuxiéme ligne la premiere ligne il vient ¢y = 18. En remplacant xy par 18 dans la premiere ligne
il vient yo = —12.

—+o0 +oo —+o0 —+o0
A= X312~ < X3,Qo >:/ tGe_tdt—/ t3 (18t—12)e‘tdt:6!—18/ t4e_tdt+12/ t3e~tdt.
0 0 0 0

A=720—-18 x4+ 12 x 3! =720 — 18 x 24 4+ 12 x 6 = 720 — 432 + 72 = 360.

’ La valeur de A est 360. ‘

—+oo
Remarque (18, —12) est l'unique élément de R? qui réalise ( Ir)lf]R2 (3 —axt—y)?etdt. «
x,Y)€E 0

Partie IT : méthode utilisant une fonction de deux variables

4) Soit (x,y) un élément de R x R.
s 2 T 6, 22, 2 4 3

f(:r,y):/ t°—zt—y) e_tdt:/ (0 + 22 +y? — 22t —2yt> + 22 yt) et dt.
0 0

400 + o0 400 400 400 +oo
f(:r,y)z/ tﬁdt—Qx/ t4dt—2y/ t3dt+x2/ t2dt+2xy/ tdt+y2/ 0 dt car toutes les
0 0 0 0 0 0

intégrales convergent.

flr,y) =6 =22 x4 =2y x 31 422 x 2l + 22y x 11+ 9% x 0! =222 + > + 20y — 482 — 12y + 720.
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’V(x,y) ERXR, flo,y) =222 +y>+2xy — 482 — 12y + 720.

5) Notons que f est une fonction polynéme sur R x R donc f est de classe C! sur R x R.

Soit (x,y) un élément de R x R. g(x,y) =4x+2y—48 et ?(l’,y) =2y+2z—12.
€ Y

of of drx+2y—48=0 2x+y=24 r=24-6 rz =18
@ = —0={ = = { =1

o dy 20 4+2y—12=0 r+y=6 r+y=6 y=6—18
of of {;z:18

—(z,y) = —(z,y) =0 <=

5 (& Y) 5‘y( Y) Y= 12

’ f admet un point critique et un seul (xg,yo) sur R x R. (zo,yo) = (18, —12). ‘

6) f est de classe C' sur I'ouvert R x R donc si f possede un extremum local en un point de R x R, ce point est un
point critique de f.

Ainsi (z9,yo) est le seul point de R x R ol f peut admettre un extremum local.
Etudions alors si f admet un extremum local en (zg,yo) en utilisant le cours.

f est de classe C? sur R x R comme fonction polynéme.

9% f 0% _ % f _
V(z,y) € R x R, w(w,y) =4, 8—y2(x,y) =2et W(m,y) =2,

*f O*f 2 f 2 o2 f
Alors @(xo,yo) X a—yz(xo,yo) - <6y8x(xo’y0)) =4x2-(2%=4>0et @(xmyo) =4>0.

Le cours permet de dire alors que:

’ f admet en (xg,yo) un minimum local. ‘

f(zo,y0) = 2(18)% + (—12)% +2(18) (—12) — 48 x 18 — 12 x (—12) + 720 = 18 x (36 — 24 — 48) + 2 x (12)? + 720.
f(@0,90) = 18 x (—36) + 2 x 144 4 720 = —648 + 288 + 720 = 360.

’ f admet en (xg,yo) un minimum local qui vaut 360. ‘

7) Montrons que ce minimum est global. Pour cela établissons que:V(z,y) € R x R, f(z,y) = f(zo,y0)-

Soit (x,y) un élément de R2. Posons a = x — xq et B =y — yo. Alors f(z,y) = f(xo + a,yo + ).

f@,y) = 2(xo + @) + (yo + B)* + 2 (x0 + @) (yo + B) — 48 (w0 + @) — 12 (yo + ) + 720.

flz,y) =222 +2a +dzoa+ye + B2+ 2y B+ 2x0yo + 220 f+ 20y +2af — 48z —48a — 12y9 — 12 3 + 720.
fl@,y) = (238 + ¥ +2m0yo — 48 @0 — 1299 + 720) + (2% + B2 + 20 B) + a (dao + 240 — 48) + B (239 + 270 — 12).

Notons que 223 + y2 + 2z yo — 48z — 12yo + 720 = f(z0, yo)-

0 0
De plus 4xg + 219 — 48 = a—f(xo,yo) =0et 239 +2y9— 12 = Kf(xo,yo) =0.
x Y

Alors f(z,y) = f(z0,50) + (20 + 5° +2a ). Donc f(z,y) — f(zo,90) = 20° + > + 20 = a® + (a + §)* > 0.
Ainsi V(IE,ZJ) € R x R? f(‘T,y) - f(x()ay()) 2 0 ou V(x,y) S R x Ra f(xay) 2 f(x()ay())'

Donc f admet un minimum global en (z, yo).
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’ f admet un minimum global en (zg, o). ‘

» Remarque 1 [ admet en (xg,y0) un minimum global strict. -

» Remarque 2 On peut montrer que [ est convexe sur R x R. Alors la question 6 donne la question 7, non ? <
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PROBLEME

Question préliminaire

1) a) Soit = un réel quelconque. Posons V¢ € R, M, (t) = Max(x, t).

Vit €] — 00, 2], M,(t) = Max(z,t) =z et Vt € [z, 400, My(t) = Max(z,t) =t.

t — x et t — t sont continues sur R. Ainsi M, est continue sur | — oo, z] et sur [z, +oo[. Cela suffit & dire que M, est

continue sur R.

’ Pour tout réel x la fonction ¢ — Max(x,t) est continue sur R. ‘

b) Soit & un réel quelconque.

1 1 t2 1 1
Sixappartienté]—oo,O],y:/ Max(x,t)dt:/ tdt = {} =
1 @ 1 x 271 2 2
t 1 1
Sixappartienté](},lLy:/ Max(x,t)dt:/ xdt—i—/ tdt:x/ 1di4 |=| =exe+--2 =2 1
0 0 T 0 2 x 2 2 2

1 1 1
Si  appartient & [1,4+o00[, y = / Max(z,t) dt = / zdt ==z / 1dt = z. Finalement :
0 0 0

1
= si x €] — 00,0]
1 2
si x est un réel quelconque et si y = /o Max(z,t)dt, y = { 22 +1 sz €0, 1]
x six € [l+o00f

Partie 1: étude de plusieurs cas ou X est discrete

2) X(Q) = N*. Soit w un élément de Q. I existe un unique élément k de N* tel que X (w) = k.

1 1
k>1donc Y(w) = Max (X (w),t) dt = / Max (k,t) dt = k = X (w). Ainsi Yw € Q, Y (w) = X (w). Alors:
0 0
Y=X
3) a) X(Q) ={-1,0,1} donc P(X = -1)+ P(X =0)+ P(X =1) = 1.
Alorsl’-’(XzO):1—P(X:—1)—P(X:1)=1—%—1=1—%:1
1
P(X=0)= 5

b) Soit w un élément de 2.

1
1
Si X(w)=—-1lousi X(w)=0,Y(w)= / Max (X (w),t) dt = 5 car —1 et 0 sont dans | — o0, 0].
0
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1
Si X(w)=1,Y(w) = / Max (X (w),t) dt =1 car 1 € [1, +ool.
0

1
Alors Y ne prend que deux valeurs : 5 et 1. Donc:

v {pa).

1
Y prend la valeur 1 si et seulement si X prend la valeur 1. Donc P(Y =1)=P(X =1) = i
1 1 3
Alors P(V==)=1-PY =1)=1--=°.
ors ( 2) ( ) 1= 1
1 3 1
Y est une variable aléatoire réelle finie donc elle possede une espérance et une variance.
1 1 3 1 5
E(Y) 2P(§; )+ P(Y =1) 2><4-i—4 3
1 1 3 1 7
o _ (1 _ 2 2
E(Y)—<2> PY=1)+1)*PY=1) 4><4+4 16
7 (5\° 28-25 3
Y)=EY?Y - (EY) ' =~--(2) = 2.
Viy) (¥ ( ( )) 16 <8) 64 64
. . . 5 3
Y possede une espérance et une variance. E(Y) = g o V(YY) = o

1
c) Notons que si I'on tire un nombre au hasard dans [0, 3], la probabilité que cela soit 0 est 1 et la probabilité que
3
ce ne soit pas 0 et 1 Complétons !

1 Function y:real;
2 var u:integer;

3 Begin

4 u:=random(4) ;

5 if u=0 then y:=1 else y:=0.5;
6 End;

4) a) X(22) = N. Soit w un élément de €.

1
Si X(w) = 0, Y(w) = [ Max (X(w),t)dt = % car 0 €] — 00, 0.
0

1
Si k est un élément de N* et si X(w) =k, Y(w) = / Max (X (w),t) dt = k car k € [1, +oo[. Ainsi:
0

v {yor

1 1
Notons que Y prend la valeur 3 si et seulement si X prend la valeur 0. Ainsi P <Y = ) =P(X=0)= e

Si k appartient a N*| Y prend la valeur k si et seulement si X prend la valeur k.

Alors Vke N*, P(Y =k)=P(X =k) = ﬁe* .
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1 * 1 —A * >‘k —A
Y(w) = B UN*, P Y:§ =e etheN,P(Y:k):ﬁe
b) X posséde un moment d’ordre 2 donc la série de terme général k? P(X = k) est absolument convergente.
1 1
OrY(w) = {2} UN* P (Y = 2) —eretVEeN', P(Y =k)=P(X = k).
Ainsi la série de terme général k2 P(Y = k) est absolument convergente. Alors Y posséde un moment d’ordre 2.
Donc:
’ Y possede une espérance et une variance. ‘
1 —+o0 —+oo
_ _ _ Lo Y N o
B(Y) =3P ( = ) ka = +y kP +Y kP(X =k) = ;e + B(X)
k=1 k=0
1
Alors E(Y):fe_A+E(X):§e_’\+)\ A e
1 2 400
2y _ 2 _ Lo 2 -\ 2
E(Y)_<2> ( >+;k +Y K +) K
2 Y
E(Y?) = 1€ + E(X*). Alors:
2 2 2
V(Y)=E{Y? - (E(Y)) =-e*+EB(X? ( >+ E(X)) =-e M+ B(X?Y)—--e e B(X)- (B(X))".
L L ox A Y 2 A
V(Y):Ze +V(X)_16 E(X) 1€ +V(X)—-e e A
L\ Lo ox - L Y Y Y L
V(Y):Ze +)\—Ze —e )\:Ze (I-eM)+r(1-eN)=>1-e?) )\—I—Ze .

B(Y) =+ % e et V(Y) = (1— ) (A 4 iek).

Partie 2: étude de plusieurs cas ou X est a densité

5) a) Soit w un élément de . Rappelons que X () = [0, 1].

! 1 0*+1 _ X? 1
Supposons que X (w) =0. Y(w) = / Max(X (w),t) dt = 5 car 0 €] — 00,0]. Done Y (w) = i W+1

2 2
X2 1
Si X (w) appartient & ]0, 1], / Max (X (w),t) dt = %
X2 1 X?+1
Finalement : Vw € Q, Y (w) = (2 * ;— (w)- Alnsi:
X?+1
Y = :
2

b) X(Q) = [0,1] donc X*(Q2) = [0, 1] puisque z — 2> définie une bijection de [0, 1[ sur [0, 1].

X241 1

Alors (X2 +1)(Q) = [1,2[. Ainsi Q) = [2, 1 [ Donc:
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1
Y(Q)=|=,1].
@= 31|
. . 1 X2+1 5
c) Soit = un élément de 5,1 . Fy(x)=PY <z)=P 5 <z )=PX*<2z-1).

X ne prend que des valeurs positives ou nulles et 22 — 1 est un réel positif ou nul.
Alors Fy (z) = P(X < V2z—1) = Fx(vV2z —1).

1
Or /22 — 1 appartient & [0, 1] car = € [2, 1 [ et Vz € [0,1], Fx(z) =z donc Fy(z) =2z — 1.

1
Pour tout réel & appartenant a [2, 1 [, ona:Fy(z)=v2zx—1.

d) Y(Q) = B,l { Ainsi Vx € ] —00, % [, Fy(x) =0et Vr € 1,400, Fy(z)=1.
0 i L
six e]—oo,2[

Ainsi Vz € R, Fy(z) = V22 —1 size [1 1[
2’

1 six € [1,4o00]

1 /.1
En remarquant que Fy <2> =1/2 5~ 1=0et que Fy (1) =1 =+/2 x 1 — 1 on peut encore écrire que:

1
0 ix € |—o0, -
si x } 002]

Vi € R, Fy(z) = V2z—1 sixze B,l]

1 six € [1,400]

1 1 1
x — 0 est de classe C! sur ]—oo, 2}, T — v/2x — 1 est continue sur [2, 1} et de classe C! sur ] 2 1] et z — 1 est de

classe C! sur [1, +oo|.
1 1

1 1
], [2, 1}7 [1,+00] et de classe C! sur } —00, 2], } > 1}7 1, 4o0].

Alors Fy est continue sur } —00, 5

Ceci suffit pour dire que Fy est continue sur R et de classe C! au moins sur R — {0, 1} donc sur R privé d'un ensemble

fini de points. Alors:

Y est une variable aléatoire & densité. ‘

X241 1 1
e) Rappelons que Y = 2+ =3 X% 4 3 X posséde un moment d’ordre 2, donc X? possede une espérance.
Alors Y, qui est une fonction affine de X2, possede une espérance.
1 1 1 1 1
De plus E(Y) = 5 B(X?) + 5 = 2 (V(X) + (E(X))") + 5 = S (V(X) + (B(X))” +1).
_0+1 1 _(1—0)2_1
Rappelons que E(X) = —5— =3 et V(X) = 5 =18
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1/1 1 1 /4 1 /1 1 4 2
Mos BY) == (=4 -41)== (2 t1) =z (s41)=-xo=2.
ors E(Y) 2(12+4+> 2(12+> 2<3+) 27373

Ezercice  Utilisez une densité de Y pour retrouver l'existence et la valeur de E(Y). <
2

f) 11 suffit de remarquer que Y = et que 'on peut simuler la variable aléatoire X par la fonction random.

1 Function y:real;

2 Begin

3 y:=0.5%(sqr(random)+1);
4 End;

Q6) a) X — 1 suit la loi exponentielle de paramatre X. Alors (X — 1)(Q2) = [0, +oo[ donc X (Q) = [1, +o0|
Yw € Q, X(w) € [1,400] donc Vw € Q, Y(w) = /01 Max (X (w),t) dt = X (w). Alors:
Y =X.
b) X — 1 suit la loi exponentielle de parametre A. Donc X — 1 possede une espérance qui vaut X et une variance qui

1 1
vaut 2z Or X = (X — 1)+ 1, ainsi X possede une espérance qui vaut E(X — 1) + 1 donc X + 1, et une variance qui

1
vaut V(X — 1) donc VA

1 1
X possede une espérance qui vaut " + 1 et une variance qui vaut 2

c)UQ) =[0,1[et W = f% In(1 — U). Donc W(Q) = [0, +oo[. Alors Va €] — 00,0[, Fw(z) = 0.
Soit z dans [0, +oo[. Fyw(z) =P(W <x)=P (—;\ In(1-0U) < ac) =P(ln(1-U)>-Az)=P(1-U = e *").

Fy(z) = P(U <1—e*"). Notons que 1 — e * € [0,1[ car z € [0, +oo[. De plus Vz € [0,1[, Fy(z) = 2.
Ainsi Fyy(z) =1 — e % et ceci pour tout x dans [0, +-00].
{ 1—e?® sizel0,+oo

0 sinon

Finalement Fyy (x) = donc:

1
W = Y In(1 — U) suit la loi exponentielle de parametre A.

1 1
Laloi de X est la méme que celle de W+1 ou que 3 In(1-U)+1. Pour simuler X il suffit de simuler Y In(1-U)+1.

Cela se fait sans difficulté avec random.
1 Function y(lambda:real):real;
2 Begin
3 y:=-1n(l-random)/lambda+1;
4 End;
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Q7) a) X(Q) =R. Soit w un élément de Q.

Si X (w) €] = 00,0], Y (w) :/O Max (X (w), ) dt = %
Si X (w) €0, 1], Y(w):/o Max (X (), £) dt = %

1
Si X(w) € 1,400, Y(w) = /0 Max (X (w),t) dt = X (w)-

2

Notons que x —

Ainsi Y(Q) = {;} U};,l{u [1, +oo[= B,+oo[.

b) Comme nous I'avons vu plus haut : Vw € Q,Y (w) = = <= X (w) €] — 00, 0]
o 1 1
Ainsi P (Y = 2) =P(X £0)=9(0) = 3

C) Rappelons que 'on a:Vw € Q, Y(w) = ¢ X%(w)+1

2.
o
A
b
&
A
~

X(w) si X(w) > 1

1
. s . . — X2 1
On peut aussi écrire: Vw € Q, Y (w) (u;) + §0<X(w) <1

X (w) si X(w) =1

Y(Q) = [;,4-00 [ Ainsi Vax € } —0Q, % {7 Fy(z) =0.

1
Soit z un élément de {2, +o0 { ({X <0},{0 < X <1},{1 < X}) est un systéme complet d’événements.

La formule des probabilités totales donne :
Fy(z)=PY <2))=P{Y <z}n{X<0}) + P{Y <2}n{0< X <1}) + P({Y <z} n{l < X}).

{Ygx}ﬂ{XgO}:{Ygx}ﬂ{Xgo}ﬂ{Y:;}:{Xgo}m{Y:;}:{Xgo}.

Ainsi Fy(2) = P(X <0)+ P{Y <2}n{0< X <1}) + P({Y <z} n{l < X}).
1
e Supposons que x appartienne a {2, 1] .

X241

—>P({Y<x}ﬂ{O<X<1}):P<{

P{Y <2}n{0<X<1})=PH{X<V22-1}n{0<X<1})=P0< X <V2z—1) car V22 —1€[0,1].

gx}m{0<xg1}>:P({X2<2x—1}m{o<xg1}).

.17

1 1
définit une bijection de ]0, 1] sur ] 3 1 [ et x — x définit une bijection de [1, o0 sur [1, 400
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— Py <z}n{l<X})=P{X <z}n{l<X})=0carz <1
Ainsi Fy (2) = P(X <0)+ P(0< X <2z —1) = P(X <v22 — 1) = &(v2z — 1).

e Supposons que z appartienne a ]1, 400

X2+1

—>P({Y<x}m{0<X<1}):P<{ gx}m{0<X<1}>:P({X2<2x—1}m{0<X<1}).

PH{Y <2}n{0<X <1})=PH{X <V22-1}n{0< X <1})=P(0< X <1) car V22 — 1 €]1, +o0].
— Py <z}n{l<X})=P{X <z}n{l<X})=P(1< X <ua).
Ainsi Fy () = P(X <0)+PO0< X <1)+P1l<X <z)=PX <x)=(x).

Finalement :
0 ix e !
i 0. =
six 00, 5
Ve € R, F = 1
vER (@)= g a7=T) sixe {2,1]

() si z €]1, +o0|

1 1 . UV o

d) P (Y = 2) =5 # 0 donc Y n’est pas une variable aléatoire a densité.

1
Y(Q) = [27 —1—00[ n’est pas dénombrable (car équipotent & R) donc Y n’est pas une variable aléatoire discrete.

’ La variable aléatoire réelle Y n’est ni a densité ni discrete. ‘

€) Soit (V},)nen- une suite de variables aléatoires réelles mutuellement indépendantes sur (2,4, P) qui suivent toutes

la loi uniforme sur [0, 1].

Les variables aléatoires de cette suite sont mutuellement indépendantes, ont méme loi, ont une espérance commune

1 . 1
égale a 5 et une variance commune non nulle égale a 12

Vit Vot 4V,

Posons Vn € N*, V,, = - Le théoreme de la limite centrée montre alors que la suite de terme général

n
Vo= E(Va
% converge en loi vers une variable aléatoire réelle suivant la loi normale centée réduite.
V(Va)
. — 1 1 1 1
Vn e N*, V(V,) = 1 (VW) +V(Va)+-+V(Vp)) = 1 n x 1 car les variables de la suite (V},) sont
P A T e WA 2 T 12T 12n vt n/nen
indépendantes.
vn_ E 7“ Vi4+Vot--4Vy, 1 1 1
Alors Vn € N*| L): n 2 _ ({/1_,_{/24_..._,_‘/”_2“).
V(W) n ny/ 15
Vo, —E(V, 12 1
DOHCV’I’LGN*E%: — V1+V2++Vn—2n)
V(Va) "
i , 12 1 . . o ,
La suite de terme générale / — | Vi +Vo+---4+V, — §n converge en loi vers une variable aléatoire réelle
n
suivant la loi normale centrée réduite.




JF.C. p. 19

/12 1
Donc pour n assez grand on pourra approcher la loi de la variable aléatoire {/ — (Vl + Vot -+ V, — 3 n) par la
n

loi normale centrée réduite.

/12 1
On considérera que pour n = 48 on peut approcher la loi de la variable aléatoire {/ — <V1 + Vot +V, — 5 n)
n

par la loi normale centrée réduite.
48 48
. 12 1 12 1 1
Notons que si n = 48, - (V1+V2+~~~+Vn2n) = \/@ (; kai ><48> =3 <];1 Vk24>~

Si Uy, Us, ..., Usg sont des variables aléatoires mutuellement indépendantes sur (2,4, P) suivant toutes la loi

uniforme sur [0, 1], le théoréme de la limite centrée qdoit pouvoir permettre d’approcher la loi de la variable
48

1
aléatoire 5 <Z Vi — 24) par la loi normale centrée réduite.
k=1

48
1
On simule X par 3 (Z Vi — 24) et on utilise la définition de Y.
k=1

Function y(lambda:real):real;
Var k:integer;aux:real;
Begin
aux:=0;
For k:=1 to 48 aux:=aux+random;
x:=(aux-24)/2;
if x<=0 then y:=0.5 else
If x<1 then y:=(x*x+1)/2 else y:=x;

=W N =

© 0 I o w

End;




