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Le problème a pour but l'étude d'un algorithme d'approximation de fonctions continues sur [0,1] par des
fonctions polynômes.

Les parties ll, lll et lV sont indépendantes.

Notations:

On associe, à tout entier nalurel n non nul et
polynôme, notée fp, définie par :

à toute fonction numérique f continue sur [0,1] , la lonction

(l) Vxe[0,1] fn(x)= *k11 -*)n-k$ 
"n,t,l')Lt n \nlk:0

Rappel:

Soit h une fonction numérique définie sur [0,1].

2
v (r x') e [0, 1]' lr,(r) - h(x) l< klx - x'I

on dit que h est k-Lipschitzienne sur '[O,i].

| - Etude des fonctions tn' associées à f :

t 'r'è

S'il existe un réel positif k telque :

xl-)12

Soit n un entier supérieur ou égal à 1.

1 . Déterminer la Tonction polynôme f6 associée à f par (1) dans les deux cas particuliers suivants:

a) Vxe[0,1] f(x)=1 ,

b) Vxe[0, 1] f(x;=x
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2. f désignant une fonction numérique continue sur [0,1] , on note g la {onction définie sur [0,1]
parg(x) = xf(x) , fn êt gn lesfonctions respectivement associées à I et g par(1) et I'p la

dérivée de fp.

Vérilier que:

(2) vxe [0, 1] *n;*','n(x)=0,.,(x)-x ln(x)

3. On suppose que

V x e [0, 1] f(x)= Y2.

a) déterminer fn ,

b) catculer .yp 
_ Itn(*)- f(*)lxe[0,1]

4. Déduire des résultats précédents que :

(3) vxe[0, 1] i .l(+-*)'*n(, -*)n-k-{+Ù
k= 0

ll - Etude des fonctions fp associées à f : x r-+ exp x

Dans toute cette partie, fn désigne la fonction polynôme associée, pour n à t , à :

[0,1] -+ R

f : Par la relation (1) .

x r+êxPx
lrln1. Vérifierque: Vxe [0,1] f n(x) =[x(exp n -1)*1j .

2. Déterminer, pour tout x de [0, 1],. ' 
"li 

. {;n(x).

3. On suPPose que x e 10, 1[.

a) Ecrire le développement limité à l'ordre 2, enzéro, de :

uF--> rn [x (exp , - i1* 11 .

b) En déduire un équivalent, quand n tend vers +* de :

r n(x) 
_ 

,., 
ji _f n(x) 

.

4. Etudier les variations de la fonction y délinie sur [0,1] par:

v(x) = n rn[*(r*n + -,r) * r] -,.

(on montrera, à I'aide du lhéorème de Rolle que y ' possède au moins une racine sur 10,1[

et, en calculant ry' , que cette racine x n est unique)'



5. En déduire que :

Vxe [0,1] expx <fn(x)<exO[x*V(*n)],

et que :

suo lt 
,(x) - exn xl < e [e*01,y(- J) - 

.r]

,.1à, t1 
I t

6. Donner, en utilisant un développement limité de V (x n) à un ordre suff isant, un équivalent
deexp(V(xn))-1 quand n -+ +æ.

lll - Etude des fonctions fn associées à f : x râ
1+x

Dans toute cette partie, fn désigne la fonction polynôme associée, pour n ) 1, à :

[0, 1] ---+ R

f : par la relation (j ).

xr>1
1+x

1. Détermination de fn .

Vérifier que :

n tl 
,nu -.\D 

-*- 
^ 1.'un 

- th 
- x(r - u)rnou .

vxe[0,1] {n(x)=n ) n**^(t-r) 
"-n.,^

k=0 u

2. Maiorationdelf'n(x)l: '1-j
a) Montrer, en utilisant l'inégalité des accroissements finis, que:

v (t, t') e [0, t]2 l,n -,'ni = 
n l,- ,'l

b) En déduire que: i 
I

v(x,x')e [0, r]2etv u e [0,1] lt.,- r(t-r)ln-h-x,(r-r)lnl s n(r -u)lx-x,1,

puis que f6 est 1-Lipschitzienne sur [0,1].

c) En déduire un majorant de

suo lf ' (x)l .

x.1d,t1 I n"r
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3. M4oration de Sup lfn (x) - f (x) 
|

xe [0,1]

a) Utiliser la relation (2) et l'égatité évidente x f(x) = 1 - f{xi pour
démontrer que:

v x e [0, 1l {i, {',.,(x) = 1 - (r r x)r nrx) .

b) En déduire que:

suo l, ,r', - -Ll < - 1

*'-i;'11l'n'"' 1+xl - 4n

lV - Convergence de Ia suite (fn) vers f sur [0,1] :

Danstoutecettepartie,ondésignepar f unefonclionnumériquecontinuesur [0,'l] et,pourtoutenlier
ne N*, par in lafonctionpolynômeassociéeà f par (1).

("t \

n>1

a) On note, pour 0 -< k < n :

I r. î-k
tn(k) = Jo 

x\t - x) dx .

Déterminer,pour 0 < k < n-1, unerelationderécurrenceentre ln(k) et lp(k+1).

Endéduire ln(k) pour 0 < k < n.

b) Catculer, en foncrion de f ., ljl 
"l-, 

*

Déterminer tim [', ^{*)o* .

n _+ +*,0 ,,

2. Etude de Sup I tp(x). - I(x) ! pour f declasse0l sur [0,1] :

xe [0,1]

Onsuppose f declasse C1 sur [0,1].
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a) Montrer qu'il existe un réel positif ktel que f soit k-Lipschitzienne sur [0,'1]. En déduire
que,
si M^(f) = SuP l«*ll , oo a :0' xe[0,11

v cr > 0 er v (x, x') e [0, 1]2 lr(x') - f (x)l< n*. r$(r'- *)2 .

(ondistinguerales2cas lx'- xl S cret lx'-xl r c).

b) En utilisant la relation (3), montrer que :

M(0
Va>0 et Vxe [0, 1] ltn(r)-r{x)l < ka.#

d) En déduire I'existence d'un nombre réel positif A telque :

sup 
lt nrxl - (x)l = + .

xe [0, 1] ÿn

M (f)
(on pourra étudier, sur R +, la fonction : cr ._ f" . 

ff: 
)

Retrouver ainsi
I

tim ltn{x)dx.
n-, * -'0

3. Vitessedeconvergencede. (fn)n> 1 vers f si f estdeclasse C2 sur [0,1] :

Soit f une fonction numérique de classe C2 sur [0,1].
-t,r+'

a) Démontrer que,

si Mr(r) = sup if t*ll , on a :- x e [0,1]

M^(f) z

2

b) En déduire que: 
' 

,' M (0
sup lt ^txl - (x)l . 2

* ' Jô' t1 
l' n"" ""'l - 8n

et montrer, par un exemple, que cette majoration est la meilleure possible.
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