= | ESSEC

Ecole Supérieure des Sciences Economiques et Commerciales
Etablissement d'enseignement supérieur privé reconnu aYar 1'Etat, affilié a la
Chambre de commerce et d'industrie interdépartementale Vald'Oise Yvelines

CONCOURS D'ADMISSION DE 1988

MATHEMATIQUES 1

Option générale
Lundi 9 mai 1988 de 14h a 18h

Le probleme a pour but 'étude d'un algorithme d'approximation de fonctions continues sur [0,1] par des
fonctions polynémes.

Les parties ll, Il et IV sont indépendantes.
Notations:
On associe, a tout entier naturel n non nul et a toute fonction numérique f continue sur [0,1], la fonction

polynéme, notée fp, définie par :

n -k
M) vxe[0, 1 f (0= Y Cl:]f(%) xk(1—X)n
k=0

* p N
o

Rappel: .

Soit h une fonction numérique définie sur [0,1] . S'il existe un réel positif k tel que :

< k|x -x

vixx) €01 0o -hix)
onditque h est k-Lipschitzienne sur 0,1].
| - Etude des fonctions f, associées af: x i» x2
Soit n un entier supérieur ou égal & 1.

1. Déterminer la fonction polynéme fn associée a f par (1) dans les deux cas particuliers suivants:

a) vV xel0, 1] f(x) =1 ,
b) Vv xel0, 1] f(x) =x

I'D



2. f désignant une fonction numérique continue sur [0,1], on note g Ila fonction définie sur [0,1]

parg(x) = xf(x), fn et gn les fonctions respectivement associéesa t et g par(1) et {'n la
dérivée de fp.

Vérifier que:

@) Vxel[0,1] 5@? x)=g_(x)=x f_(x)

n n n
3. On suppose que
Vxel0, 1 fx)=x"
a)  déterminer f ,
b)  calculer sup lf {(x) = f(x)}
x e [0,1]
4, Déduire des résultats précédents que :
n 2
k n-k _
3@ vxelo1] Y Cn(-kﬁ—x)xkﬁ—x) _ x(1n x)
k=0

Il - Etude des fonctions f, associéesa f: x — expXx

Dans toute cette partie, f, désigne la fonction polynéme associée, pour n =21, a:

f0i] — R
f: par la relation (1) .
X > exp X
n

1 Vérifierque:  Vxe[0,1 f (x)= [x exp %~ 1)+ 1} -

2. Déterminer, pour tout x de [0, 1], - lm £ (X).
S Nt

3. On suppose que xe]0, 1[.

\

a) Ecrire le développement limité & l'ordre 2, en zéro, de :

ut—> In[xexpu-1)+1].

b) En déduire un équivalent, quand n tendvers +o de:

f (x)- lim f _(x).
n n— +oo N
4. Etudier les variations de la fonction  définie sur [0,1] par:

y(X)= nln[x(exp % —1)+1}—x

(On montrera, a l'aide du théoréme de Rolle que ' posséde au mains une racine sur ]0,1{
et, en calculant ', que cette racine x  est unique). :



5. En déduire que :
Vxe [0, 1] expxsfn(x)Sexp[x+\y(xn)} ,
et que :

Sup ‘fn(X) - exp x' <e [exp(\y(xn)) - 1].
xe [0, 1]

6. Donner, en utilisant un développement limité de  (x n) aunordre suffisant, un équivalent
deexp(w(xp)) -1 quand n — +oo,

lll - Etude des fonctions f; associéesa f: x
14X

Dans toute cette partie, f,, désigne la fonction polyndme associée, pour n>1,a:

[0,1] —> R
f: par la relation (1).
« 1
1+x
1. Détermination de fp, -
Vérifier que : ‘
n ¢ n- 1 n
n k n-1
Vv x e [0, 1] f (0=n 2n+kx‘(1—x) =nju [1-x(1-u)] du.
k=0 0
2. Majorationde | (x)]|: " g

®

a)  Montrer, en utilisant lnégalité des accroissements finis, que:

2 n
v (t,t)elo, 1] lt" -t ‘ < nlt-t]
b)  En déduire gque:

v (x,x)e [0, 1]2et‘v’ ue [0,1] i[1—x(1—u)]n—[1—x’(1—u)]n < n(l=u)lx —x’]

puis que fp est 1-Lipschitzienne sur [0,1].
¢)  En déduire un majorant de

Sup
x € [0, 1]

f'n(x)l.



a)  Utiliser larelation (2) et I'égalité évidente xf(x) =1- f(xj pour
démontrer que:

x(1-x) . N
vV x e [0, 1] = fn(x>=1~(1.+x;fn'\x).

b)  En déduire que:

Sup 'fn(x)—

x e [0, 1] 1+ X 4n

IV - Convergence de la suite (fn) vers f sur [0,1]

Dans toute cette partie, on désigne par t une fonction numérique continue sur [0,1] et, pour tout entier
ne N*, par fn lafonction polynéme associée a f par (1).

1
i Convergence de [J f (x)dx]
o N
n=i
a Onnote,pour 0 £k <n:

In(k)=_’:xk(1—x) dx .

Déterminer, pour 0 < k < n -1, une relation de récurrence entre In(k) et In(k+1).
En déduire Ip(k) pour 0 <k < n.

1
b) Calculer, en fonction de f, an(x)dx.
0% % -2

w

1
Déterminer tim jf (x)dx .
n—o+oep M

2.  Etudede Sup | fa(x), - 100 | pour f de classe C1.sur [0,1] :
xe[0,1]

On suppose f de classe C1 sur [0,1].



a) Montrer qu'il existe un réei positif k tel que f soit k-Lipschitzienne sur [0,1]. En déduire

que,
si M (M= Sup 0] , on a
xe[0,1]
2 M, 2
Va>0etVY (x,x)el0,1] 1(x) - )| < koo 2 5 (x-x .
o
(ondistinguerales2cas |x'- x| < aet |x'-x] > o).
b) En utilisant la relation (3), montrer que :
, M (1)
Vo>0 e Vxel0 1] }f (x)-f(x)| < koa+ :
n 2
2na
d) En déduire I'existence d'un nombre réel positif A tel que :
Sup Ifn(x)—f(x)! < 3A .
xe [0, 1] v/n
. M (f)
(onpourra étudier, sur R N la fonction : ar——>ko + )
2no.
Retrouver ainsi
1
im [t (odx .
N— +og N
Vi nvergen (frdn>1 vers f si f estde classe C2 sur [0,1] :
Soit f une fonction numérique de classe C2 sur [0,1].
a) Démontrer que, | N
si M2(f)= Sup |f”(x)} , on a
x e [0, 1]
2 M2(f) 5
Vv (x,x) e [0,1] ’f(x’)~f(x)—(x'—x)f'(x)’ < > (X -x) .

b) En déduire que:

M2(f)

8n ’

Sup !fn(x) - f(x)] <
xe {0, 1]

et montrer, par un exemple, que cette majoration est la meilleure possible.



