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Sont autorisées :

- Règles graduées.
- Calculatrices de poche,

lonctionnement autonome,
naxinun 21 cn de long

y compris les
sans imNinante,

x 15 cm de large.

calculatrices progranmables et alphanunériques, à
sar?s docunent d'acconpagnemenî et de format

L'objet du problème, développé dans la partie lll, est I'obtention de valeurs approchées
du nombre r.
Dans toute la suite, on désigne par n un entier naturel et par a un nombre réel supérieur
ou égal à 1. on notera aussi, pour simplifier les écritures: b = a2 + 1.

Partie l: étude d'intégrates.
1')on désigne par p, q des entiers naturels et I'on étudie I'intégrale:

- l-. t.)
I (p,7) - )t2'tt - t'y' dt.

0

3) 9n stlppose que q > 1 . Former une relation de récurrence entre l(p, q) et l(p+1 , g-1).b) En déduire I'expression à I'aide de factorielles de I'intégrale f tË,'qi, et àn p"rticlti.,
celle de I'intégrale l(p, p) que l'on notera J(p) dans la suite ol prootème.
c) En étudiant le maximum sur t?, '!l de t j t2(1-t2), établir qr" I'on 

" 
o < J(p) < 1/4p.

2")On étudie dans cette question I'intégrale:

r@) = ''1 ,a'
a) carcurer r(1) à r,aide du chanser.;;; ,"niïLî'= tantel.
b) Etablir pour aÉ I l'égalité suivante:

(r) f(a)+r, 
-\ 

= f(r).\a-t)
(on pourra utiliser.dqns I'intégrale donnant f((a+1 ) l(a-t)) le changement de variable
défini pârt = (ax - 1) / (x + a)).
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c) Etablir que:
', at

l(a) = ,116.

Partie ll: étude d'une suite de polynômes'
f "lOn considère les fonctions-polynômeb Oeiinies par: Pn(x) = 1 + Lnxn(1-x)n'

Déterminer le nombre réel In pour que -a2 soit racine de Pn.

on supposera )t, ainsi choisi dans toute ta suite du problème'

On désignera alors par en ta fonction polynôme défrnie par: Pr(x) = (x + *)Qn(x)'

2") a) Expliciter Qe et Q1.

b) En considérani Pn*.,ix) - P"(x), établir pour tout nombre réel x la formule suivante:

(z) e^*,(x)-Q^(x) = l-#l"O,r,'
En déduire I'exPression de Qz(x)'

Partie llt: détermination de valeurs approchées de zc'

1o) Une première approximation de æ.

On pose: 
r

u^(a) = o!Q^t')ar.
0

a) Calculer u1(a) et u2(a).

b) Vérifier que:

b) Etab\ir à I'aide de l'égalité (2) que:

u^*r(a)- u^(a) =

I

@

h@) =,iW
En déduire la double inégalité suivante:

c) Donner un encadrement décimâtâe f(2) et f(3) .(avec 
les 6 premières décimales)'

d) A l,aide de la relation (1), en déduià'une'valeur décimale approchée du nombre n

1âr.. fàs O premières décimales, et une indication sur la précision obtenue)'

2") Généralisation.
a) Etablir I'inégalité suivante:'

(-l)" a/(n) 2(2b - l)n + 3b - 1

(a'b)'*' 4n+3

c) On Pose: vn(a) = un*r(a) - un(a)'

Exprimer pour n > 1 le rapport vn*r (a) / vn(a) en fonction de n et de a'

d) On donne un entier naturel n et un nômbre réel a supérieur à 1' Rédiger en PASCAL:

- une proceOure à" ."iàrf de u1(a) pour 0 < k < n (on utilisera la suite (vr,(a)))'

- une procédure de calcul d'une ri"rt approchée de æ (on uttlisera la relation (1)'
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e) On choisit î = 5 êt â = 2. Quelle valeur approchée de r obtient-on ainsi?
lndiquer à I'aide de I'inégalité (3) la précision de cette approximation.

3o) Recherche d'un choix optimal pour a.
On suppose dans cette question que a > 1 et I'on pose:

w^(a) = alu^«a>.,"(#+)]

a) Soit c le plus petit des deux nombres a et (a+1) I (a-1). Montrer que:

r b) rracer ta courbe représentative de 
'" 

,;.,i :i:ffil.rr a > 1 par:

(t -) min(a, +).a-l
En déduire pour quelle valeur ao de a le nombre c défini ci-dessus est maximal.

c) On choisit à = 512. Donner un majorant de lwn(a) - nl. Qu'obtient-on alors pour n = 5?
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