ESSEC

CONCOURS DADMISSION DE 1993

MATHEMATIQUES |

Option générale

Mercredi 19 mai 1993 de 14h 4 18h

Sont autorisées :
Régles graduées.
Calculatrices de poche, y compris les calculatrices programmables et alphanumériques, &
fonctionnement autonome, sans imprimante, sans document d'accompagnement et de format
maximum 21 cm de long x 15 c¢cm de large.

L'objet du probléme, développé dans la partie lll, est I'obtention de valeurs approchées
du nombre .

Dans toute la suite, on désigne par n un entier nature! et par a un nombre réel supérieur
ou égal & 1. On notera aussi, pour simplifier les écritures: b = a2 + 1.

Partie I: étude d'intégrales.
1°) On désigne par p, q des entiers naturels et I'on étudie l'intégrale:

‘ 1 g
I(pg) = [~y
0

a) On suppose que q > 1. Former une relation de récurrence entre I(p, q) et l(p+1, g-1).

b) En déduire I'expression & l'aide de factorielles de lintégrale I(p, q), et en particulier
celle de l'intégrale I(p, p) que I'on notera J(p) dans la suite du probléme.

c) En étudiant le maximum sur [0, 1]de t — t3(1-t2), établir que 'on a 0 < J(p) < 1/4e.

2°)On étudie dans cette question lintégrale:

_ l/a dt
flay = -[1+t2'

’ 0
a) Calculer f(1) a I'aide du changement de variable t = tan(0).
b) Etablir pour a= 1 I'égalité suivante:
a+1

M f(a)+f(a—_—l) = f(.

(on pourra utiliser dans l'intégrale donnant f((a+1)/(a-1)) le changement de variable
defini part = (ax - 1)/ (x + a)).
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c) Etablir que:

fla) = aj &
' a® +1°

Partie 1l: étude d'une suite de polynémes.
1°) On considere les fonctions-polynémes définies par: Pp(x) =1 + AXP(1-x)".
Déterminer le nombre réel A, pour que -a2 soit racine de P,

On supposera A, ainsi choisi dans toute la suite du probleme.

On désignera alors par Q, la fonction polynéme définie par: Pp(x) = (x + a2)Qp(x).

2°) a) Expliciter Q, et Q.

b) En considérant Pq,¢(x) - P,(x), établir pour tout nombre réel x la formule suivante:

1-
2) Q-2 = [_x(asz)

En déduire I'expression de Qp(x).

] Q,(x).

Partie Ill: détermination de valeurs approchées de =.

1°) r
On pose:
1
u@) = a[Q,uha.
0
a) Calculer uq(a) et ux(a).
b) Vérifier que:
1 2
_ P, (t")dt
w@) = a| T

En déduire la double inégalité suivante:

J(2)

uz(a)'*‘zggg“« < fla) = “2(a)+1(2)

a’b*

c) Donner un encadrement décimal de f(2) et f(3) (avec les 6 premiéres décimales).
d) A l'aide de la relation (1), en déduire une valeur décimale approchée du nombre =«

s

(avec les 6 premiéres décimales, et une indication sur la précision obtenue).
2°) Généralisation.
a) Etablir inégalité suivante:
1
3 - < ——.
| ( ) . ‘un(a) f(a)l (4a2b)na
b) Etablir & I'aide de I'égalité (2) que:

B (-D"aJ(n) 22b-1)n+3b-1

(@) = 4, (@) @by n+3
c) On pose: Vq(a) = Up,s(a) - Un(a).

Exprimer pour n > 1 le rapporn V,.1(2) / vp(a) en fonction de netde a.

d) On donne un entier naturel n et un nombre réel a supérieur a 1. Rediger en
- une procédure de calcul de uy(a) pour 0 <k < n (on utilisera la suite (v(a))).

PASCAL:

- une procédure de calcul d'une valeur approchée de = (on utilisera la relation (1).



e) On choisit n = 5 et a = 2. Quelle valeur approchée de = obtient-on ainsi?
Indiquer a I'aide de l'inégalité (3) la précision de cette approximation.

3°) Recherche d'un choix optimal pour a.
On suppose dans cette question que a > 1 et I'on pose:
w(a) = 4[u,(a) +un(ﬁ—-l-)].
a-—1
a) Soit c le plus petit des deux nombres a et (a+1) / (a-1). Montrer que:

w(@)-n| € ————.
| dac’+ch)
b) Tracer la courbe représentative de la fonction définie pour a > 1 par:

. a+l
a — min(aq,—).
a-1

En déduire pour quelle valeur a, de a le nombre c défini ci-dessus est maximal.
c) On choisit a = 5/2. Donner un majorant de |w,(a) - n|. Qu'obtient-on alors pour n = 5?
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