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tr".*j.t'l IJne caractérisation importante des fermés.

Soit F une partie non vide de IR.'. Montrer que:

f. est un fermé si et seulement si toute suite de tr, qui converge a sa limite dans f..

x §unoo.rïl, rot{rÉ. §oil (xrlra?ow ,ütc ur{Éet a' F \^"
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&Àt( dorr F. nuto.rpcr.trohnrade qrr( Fe't("*

§urycoor,l'$* trr^tqLf* W ' *too Ê *ra\ lor G"*t'

6uc 3 A( E, {r€rtir B(â,r) € F' { r€lFf ' 
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tExercice-l Montrer que 0 et lR' sont les seules parties de IR" à la fois ouvertes et fermées.

,F .»eb lRtraldôqrr,c,§ ds lRx.

* §.T?oo'rqp Oaotttr.e 1a.lie. dr tt't à Qq. (droqrde *6a-a .

norhor,r 1rcr^ {'or}tu-dr qrp- û= ÿ su O=fR'. §,,y1ool. da.c qyr g + ( <b O1 lnr.

D+O d.o.r Jqeo. D7rn" dac î+0. 3Bc§'. h€oetB40. À+B'

?oou U:B-A eY ÿt€ tK , l.=Arr(6-41=ArtU.

9oq^o.crre. S= {+éG,rl, nr€D}
rto=A eI [r= g.

AGote.c o €s .! sc fo,,l . Se.tu.."ho^ü.na.e,utda **ir.É ao tp.

S to2àù urc borrrc f,rp4terr4- C . C G Corr3 cûr- o€S c.h {ta{cre 5 '

{eçoa.- c€S. AQ,ea ftcGD. uùosr..0o.$- c <! cq^ c'+{ üor.F

Qcrrrratr,rrorr a4S p;rqug rt1 =BdO'

0 e,ï **rr^t€,t n.e D . Jr el[;, B(llc,bl c D.

soi} t€l3. rte € Bt[c, rl (+ lln+-eclt a* <+ tlQr tu - B- cull <]..+ f t-cltlull<r.

rltê B[flcrr] <e lt-cl a F - <=à É €Jc- r', C' Jc- t'
1

U: ts-Ô+ O to. A*8.

c <t to-c,§ ,.tthi[Ir drhru^r^ ,* ü.0 to tel t- c ( Éo ( nü ({rc+ ft)
Atq& 4'1t c<(o({

Itut\

ôqr*ç45eo,clitio,r (o€5, c<to eI- Q'=SuP9'

c.i qh J.r iOs-^d ù P, i tû€ '
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Ato.n nteo *ïtr 4,o :

Cr.tr^ prrltctr^c Fr*rù §F ,, * D + lRr. ARrr,, D= É c,rr 0=l(\.
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lEx;"t";--:l Etudier I'existence d'une limite pour / en (0,0) dans les cas suivants.

a) r@,v):;+a, b) "r(r, ù:## c) t@,v):;#

$ &lteùr tr* dtdr,fre u..r 1À,t, L t. (oro).

?oou Vt€ n, {(tl= t e} vct l:§.
(rrrlÀ Qttl: {r. uttj : o t Pû'

tt*s ttt o

nùi L. td { tt ttt,uü{,; î o
Érto t- vrcq'

Poot' vt6 k.îrtt'=t tt t=t '

{§ î ttt= {stl t +l ; ., . }tqr }o- tr..leîttL 'h
Éttr* {rt* ëH o

û v*€ltr, dtûrtLtttr)=
ô r.. ; = -t* {tlttr,i ttl}=iL (xo

{.'ofq, & tù§,. c (o,o).

!J §r.qroot. $r! (o.dr&-urr tÈ'ü L r" o '

Po* VÉ§lt(. utthtr Ùttl;§ ri'ttl= o €lt (tl=t '

uttt= tÀ r(tl= 0rÈtttr:{t i t{l:o '

Tu. qo*t/tsti [t r. ., .* d 
tutr çvltti 

i:
t\ ï{rtf', {tuttt,vt( I = J ù {câtrr.î ttt}=È

nu..i L= te dc,.c lructrl =
H.to

(oi.lai{tfà q a {à dtn kt,aîfi: L
éxo

L=o.

, *fa*ttl.uttll = o .

d 
tttrçt rll =

t 
(" tt t,? (t,,,

o l!t

t,

tÈ
ttr s

tQe,

TH§ tt+s tl-{ o

= L.

d "ÿ t-: 
ûÈ, {t üt «,î

l",.ta& e_L5§3
éNe

tu)=o



gl gal;oor t, toù{üe Pût^ eÀ'te L eb torol'

Poot Vt e tR r r t( [: t, üü{l rer i tt [='tt 4t ttl=t '

üi u ttl= trt, ù(tt = tr t tt t = tÊî' tt I =o '
ÉÈ. § {t-". ,tr< r, {rr'o

?q^ to,nlairo^ {ttrttt.lttrl :L-(cit*t,l 
t+rJ :

(tt o

( yr{rlt, drrcrrvrtrl= o e} (,ïttl,ittrJ: +,k = 
1î l;'

Ah{ L= ûù q[trrcLv«rl =§ e] L= ft. {Gttr'îttrl-. t l!
(rs

*1 "'o lor 4e "tÈec e^(orol.
;-.iîEryÆ
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tr><"*t";-l IJn exemple pathologique mais presque.

Q1. Montrer que O: {(",A) € R2 lry l0i est un ouvert de IR.2.

Q2. Etudier la continuité de la fonction de IRz dans IR. définie par f (r,y) =
{,""* 

n:,^h si ry l0
siry-g

@ Â"ttu,bletetl t{Fo üt*o!: lRtrtt'.

lpt=J-oro f uJorroË ertur.ot^rr,rld.r lRcirurte- rltuio^cln-dor.tr r-^r€Ê1, ds lR-

AQqâ .rr qf rr^ oqrcl'l- oLl. lRè corrÀc, l toorerL dl doïro otrlJt^b otr lR.

@tr,3)F+ E 
ethe{- (*L* ul.'or*e0. do*&"üorcùe- dc {,tifr,qel'4-.

qtc$tÀup Àu^ ,L . cshÀ{ tr, nùÊe.}c§'rùtre. atr^ tR ,

e.t cq$Cu.c ,rr- -P- .,. pcr/. cor-lrc.îLq-.

(vrgl -» tlrgtat cêt-ùrr. lru- IRL d.c,t t»v^ tL ccr. .'c.t u"r.de-tfo^ Frhfa- .

/l_ -

§oih (orh) gtn!». Eltrd.oor Aac§t1.u:fe'O*d* A=(a,b). §=ocr^b=o'

.teCAr-- (a,b| = (orol. SoiF X=(t1$tetRa.
:

.r(ê/L . t(crt-6,^t [. ldcxll= (urrtrtl lnri ;i I -< tttl' = ltrtta ltx-4tl'

./(4À.t((Xl-{ttll=t(txlt=tot:o'<tlrtlè=ttx-tttè

Æot vre rRt, t(crr-{rrut (ltx-&rtl * -*(ttr-+tl()=o'

fe^ tucq..l^""t o. .Ltte"* 
_§.(txr 

=i(rn r ' Au;t

a + c> ù b =o . Notra o§o,r ,^qh. \t* { *teh po'r c&c''n* a' A

q. to[^o^{^ol- [,t^ 
('c'h'tü^d€- '

f{o (u,Tl+ ;'l
(r.Il--+ nn l[

{ ut co§{'t " i

.rtop.-

f cr^ ;tooliF { *t co$tÀtr* y'uÂ (rru^rc,.k

6*. {o\cc§hù,.. q- tc,.rl- 1oÀt de À .



È

§rrlpouu qrr* tet odra.*r. a. A = (Q,b) (o+c Q*o "+ b=ol'

Atqa _i d,*, = dt+t=o . Pooc lle elR, trc+ I =cr et- rrttl =ê .

{À u(' -- 6 .} tf U(+, --o= b. eULt trc.. cohpaïtt'o^ tt^dt1.(tt'uttrl =(Cn}=O'
Êt_r o É§,ro tHO

soit t e rÊ, - {tett,,trttr}- {to, I I ; 
(ot* Ë'l 

^t' #(rl Ô+ o, t+ o

Da,r<- -{* (ro,*..lrc #) !". c. _kt; = à
fuo \

Alo^p.;urarr^t-o"&ltagh: 0iac r': 'r.o>o. atÀaa I =o'
Éuo a'e qr' (hrc, ocË

Pcooo otqf Vr. Ê lu, [* 
= (ént: ,5

ü ü n -- o . [s ccr^arFal qc"h'o^ lt1lrl.Ëiel0. d.r Qc^ t^tl o^ d.r {tÀ'.4
rttæ

do.4. c.!ao trù nü -! =o . Occ o = €* !ù J : 0* atl ((2e+rl{ I =l !t
rrHï€ (Lu tHt.o [t{ r4t{té 

T

ttfiL e*h"61"1do^ n^qh" \l- {"tat pa c*tq:- €,- A= ta,hl h- o+ o*b= o.

aàcsr.- o=o et bf o . ttil. û.or^q,t^" €g l'ccr,. 1 d"'eF[qct,trr<- àr

-

A= (a,h I'

E^e^rùr. O.. cr:tü.l" , tt ^ile- tt ccta

fi..Ift^rlfrrû À etRë, (ohc$ùur- û- X lieln«^Ia^eTfri X€ JLs {(o,o}t'

Rsu,orqrrr,,. ., n 1o,S,l tc |, o 1or^t*1" §rrxtt ohtru ,ru. odLoütlà. o^

-\-
corrt^ut o* r* lub (csrl*>.o tlûya(t o'*tof lü #)"?.,* 

(od,Flttu .,Gra o '

Er(.- Qr = tJ(a tù^rl*).
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I rv(t - r)(t - v) si (r.y) I (1, r)
tr;"t""] / est l'application de [0,1]2 dans iR. définiepar:/(r, v): \ l-ry '. )"''1 '',:':

I O si (r,y) = (1, 1)

Ql.Montrerque/estcontinuesur[0, 1]2(sinécessaireonpourraremarquerquel-r(1-rypour.'.).

Q2. En déduire que / possède un maximum M et un minimum m sur [0, 1]'.

Q3. Préciser m et les points où / prend cette valeur.

. foo. A=(1,1). {coüoioc nrr^ [o,,fl { R I qrr.(uan- {o^e.ot*ko,"&--
ûcc aF cS6ur- âL L"l eoùh de

. §oil. I<(r.Tl€ Co,rlltrr. rêCorlJ,

I{cru-{tnrl: rX(i-Sl fr ;. 
(.-Ul

| *1.. ,

{i'11 t de.c o-<ur-(*i .-,..(.-rr

6ac j- r- I§
.- rt

r-I> o

{ G Col lJ QI' 1r, l l * 1,71

1- tr.

1-. ?
a-Tr,o, ffï,,".
e* {-:3>o-t rtr,t-(i, ef (tctll(J,!l

toc..0r.h1

tItrr-d(,t,1 § ({-ïl ,;î -< l'{ =tti-rr irtnp [tr'tr,l5-'ll-<ltr-ul

i.

C *r.c,

ôEr ll{txl- (ttl ltl( llx-Att. Ut}o" îtrc caci üoul.ecctr' ?cÀ'^ Â= A

Atq^ v re fil,r1, ttto(l-[ar\l -< tlx-âtt ù Qrt; ttx-rTll: o'
IF,}

lcrr e.cc.d^nn af, Q.ri 1[txl = (tt r; ta[c+$tta e. n.
lhA

@. Eolrla[ u.. (ollr1de f( do.c- [o,rltqtu(t$,.J do lntco*r'e ptodnil dr

dt tf W or lR'

V Â = 
(r,yl €tr,'J) llxtl . I t tt5' '< ffir = ÿI

forl]èqhuo" [arNe. ba'*â d4 tRt .

. t "I 
.dùr* n,. fo, t là'

tÊ, hO toi Fû dcltB;h pUnüq.l^ ü" tl,r.o T* hn,àd",t ^ ""^ù,^ n "f *
rnùtLurÀ t^ 

^tr/. 
Eo r rJL.

[o,r]1 tel



@ A € fo, rl!, .l (rnl: o .

{À=(r,j}€,Eosr3) dtxt- 
rI(1'('t'-l' >. o={rel .

t_(u

{xe G,r3'r {txlz{rel, A€ frrt]tet' dtrt=o.
el. o . n,ctclàe. sL r(d À q.. .

soi ! 1= (t1Xl G, [0, r.]è- { e J

(t4.* e tTtr-tltt.Tl 
=., <+> r1(1-rltr-Jlto (:r) r=ocr'T=o G'(r'È1cr{=:r'

{_,( T

§c [=tv,$€corr:l{tt , {tnl:r<<â l=oGr(T:§Gr' rr=t&9=J'

fo11clo,r c1ur A€ Co,t!à, tftf' * tÿ A = (t'll'

iec, YÀ=1rrï) e Cort3è, {tnf = 
r' (-) le =s crl I=§ qr x=1 glr l= a '

11 
tqm"[. {o 1oùb ù [o, t]t 1r- "{*0f.4* 

to'"ù À q^ t dc d " f'"Jèe F''

(loTlf§rr:l U ({r}rfo,rJlU ([o,tf r4o, lutfo,rJ,tAr[]'
:

E^erc f ce de c or I rt le îtcrrur n cl derrlalL dcr poùis t& (t'1tJa $..'

#q$ir€* e r(o',/trÈ ur.
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lE-.*t"" I n est un élément de N*, / est l'application de [0,1]'dans IR définie par:

Y(r1,r2,...,r,)€ [0,1]', l(rr,rz,...,nn): (rt+ixzt "'*r,) (tF-*r+ rf - r'r+ "'+ J-l-r')

Q1. Montrer que / est continue sur [0, 1]" et de classe C1 sur l'ouvert O :]0, 1[".

Q2. Montrer que / possède un point critique et un seul sur 0 (on pourra remarquer que f -+ + est injective sur
ÿL_L-

[0,1D.

@ Uctu qlr 3o,t[€.tu^ qrlr.['& |ld,rc Âet]u. otrr,È[de [Bb conc-

yooÀ.}da tt q.üÉ*r clc u?'

9w, t [=(r1r'.-r t(. I 6 ;o1 {CÂl= 
u1t l1t- t nr'.

looo âccre VcC §r, , il, f6=c41, 1ct* 7 onl € tÊ\, QJ(rl= {-,.t'

$, ur, Qrr .-. / enr*g*È sfâ e! da cloæ 3' ('- cdldorc., I 
^1"' 

t3'' cm"-

{o.ho- }q-1. .

dl -à I ërc"lc$,luo nr.. tR" e,hc&tur lu^ fo,tJt

+ {oi} i € {irrr. il. *u I chd6 te l.^lflL d,cc rc- Co, rJ '
t Ytre fo,r3r, ui(d(là o

* Ê r, r/î qh u*Êus /rtr 6,t'or'

Âec{. 1u. cor.pulFr'a \14 e.f 6È*1,,. Eo,tJ'.

Pq1 porrur- . È { fi e[aff,.-râ rrâ G r]n.
c3l

Ator to. ;.tod,ui,t' le.h cÂ*Èkr ,1u- f,oj r,L

* -» 1 tto.l dr 0q,rrc B'n tt*, Xat' & rlolrc Q(,tttt 'lL

9 {uih û€ 0r1n $ " {, q J c,h & dq12 É 'rur. t1'h dnc Au,_ -ru

* tItre *l-, ui(À))o

* t rr {-r ell dr tgql. 6llu' Xo'toC'

Atoa lo{ cnJ.^ihtu f[i al. de ôor., Qtt* JL.

?q. nà.n. F Iî't qh do û orn' 8'au. JL '
3:l



3
ah d{ dq^r.. 9 1.nu^ 

n- .

{oî} À=, (rrr\o, - I ?r, e*fà

FPcrâ t0. fto drri l'

@toit o.e [r,,ll

Àt (r).
àrr

V( ( [?rr ï1,

rr gr:r -(â,.I)(#=)= *fi*t'-ffi
'Èi

uf,=(r1,kr,..7 v,l€îL, *(xl. âtæ- # E*'
toit r=(ts, Yv"-/ k,.l € &-

h

ïdcr,=ong vte llr,. il, i* (rl = o (* Y[e Glr], f üilf = çft.
t

q

Lx:.
t=l

al^

E,
L=l

rrd

f oter1 111j 
ÿ3 ç [r,r tr, r,.) o dac Ë ., * o' r

m*. v[*l:opr, ê v(e llrrrrg fr- # ' 
,, -. v((rr=û*u*l 

F. 
+F 

t' rodpdro'n,tl

| "r - 
tL 

-j...3. 
j- -

[G- t,-ï. tîF

?otr {t€Co, lt. (ur=#. t.alrc,$ù.-.t&tùoha.l, Eo,tCeb

rr«fqrc,(rttr= --. LEr. -t^ #]=ô,.t+I 
)o

{.e.[.o".,rhitor]r*,ùu.k n* É,rt. nü ',.alus $' (ettàpttàe-

^u 
fo,re , cïoi}- (o,hl€

ôt o < b: {(al <(tlrt

nù ÿ(c,tt€ CostEa, è q= h . {eT-ùÈeLe4u Eo,tE

ColtCx G,t- d q* 4 tol= ( (l'l'

! rc> b

(tol 
= 4(bt



Ato,r : V[crl =or'*[

I 11 =
€(

I t' 
.

L lr*i

r.r r =(ÈfJl. Ù= t
{î1. /à rr)

{ ctr l-- ( tv.l r --. 3 ( rc.1

tj: ... 
=, 

Çg

v 1(rl= ôtu .ÈuËi/à,.r=

= 
lt.

E
Q1

uf;T=
,rr rJ

Ll-lr = r-?r (rr

Xl 
= 

a(:... zor.

r;;F.
1(1

V (txl-- orr. ê
r 'i-- j
I
I "r= ?.=... = u.

Ê.1pDor gn r(r ) o .

nÊû,t Vt(ôt'; Qpu sr, rt:!L: "' =

t oaS rr. 1oi,hufr't- ^tt^ 
ut-eÿ ra , (.loih A=( *,€,", €)'

I 
t, ]tj:...

I r, -t vr*i -
*l

rr-: * '
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trilt";-l / est I'application de IR.2 dans IR. définie par:

rt^^.\ lr'rin! sirlot(u,ÿ):t o, sir:0

Q1. Montrer que / est continue sur IR2.

Q2. Montrer qt" Het ff sont définies sur lR.2 ; sont-elles continues ?

e3. carcule, !!e,o) et *?(o,o).- oîou o !lo1:

1$ loru rt: t r\tteml lr*o j" lR:r l[.. JLabuacu,ü] 4r otci{Ê Ctôdd}

dt Oof ,rê c.lrûI" & lR '

(t,ïl-+ # "Ldrctqrr- 
GLnu^ r c t''u,ttlr^c{u#0. trtro{,fflL' U{.:,t* ru r:f

et tr,rlrû t rt,Ar.lEæ BLPu lR. Pu ce-ioühdot (u. yl-rrrÈ * "['a".0oar 
Yr't,r.tt- -

to (tü0. Fhfâ"" (r,bi r.t Jtqlrcrrdorr Elru^ D- , tlto.1«rdd|{aldo ûcarlrt'tu,tl.

Ehfa.h$'0te. f qh e&Àr.ra nra €taua-h vr- Oeca t rr.hfoa-t'ctcrr.

§dkÀ: (qbl eçr-fL . nûo,rT,c {ett$6,rr. â. Soih rT'(u,Tle ne.

r 8,.;1a*gr x 6L. l{trrr-t,rrl: l{firt = ttlrÀ ë I <.t-( rrt+ (x'tl'- ur-nlta'

.8i X€tEr-/2, llul-(tnlt . O.(llr-tltl
to^ Vx€t[,rr t{r,rt.{râ,1 .(llr-ritii t ,T^,,,r-âtllo. 

fq^LodrâÂÿ i0rfa.l'

u0*r § {« l. (rnt, {ahùùt,e aâ
trrA '

§ùod;-r. $t.U.r.. uln itttt
@ûquâodi{,ütb S, # -* qoàta}.ho*cr$tusrur Jt. f ik A=tc'hlf relÂ'

rr€rr, [,r,r(.1= ttr,hl= t.]t{r:i; 
* to,.(ul: {tq'l =o '

üao[&'* " *ir Jli. t^,^.ttra ] *(atqorlle et '*^] o '

vrÊtl'r I
{e,, oo

{

(ol

t.§

q,o {.}
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E;rci;-l Fonction ayant un dl I sans être de classe C1.

v(r, y) € R2, /(u, ,) : { Q' + a') 't" (c+) si (r', ÿ) I (o', 0)

( 0 si (r,y) : (0,0)

Montrer que / possède un développement limité d'ordre 1 en tout point de IR2 mais n'est pas de classe C1 en tout
point de IR.2.
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tr-"""t""- I L'existence des dérivées partielles secondes n'est ni nécessaire ni suffisante pour avoir un
dl 2.

Ql. On pose:V(r.ÿ) € R2. llr,u) = {"'+ v')' 'i"7fi si (r',v) I (0'01.

I o si (r,y): (o,o)

Montrer que / possède un dl2 au vosinage de 0: (0,0) mais ,u"ffiOl n'existe pas.

" { 
--7 

!'- si (r' v) I (o'o)
Q2. On pose :V(r, y) e R', î(r,y) = \ 12 + A-

I o si (2, y) = (0,0)

Montrer que / possède des dérivées partielles d'ordre 2 er O : (0,0) mais n'admet pas de développement limité
d'ordre 2 au voisinage de 0.
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