3. PROBLEME.

On rappelle que :
- La fonction I" est la fonction définie pour z > 0 par :

I(z) = / 21 exp(—t)dt

- Si X suit une loi normale et si « est un réel non nul alors aX suit également une loi
normale.

1
On admettra que I‘(—z—) = /.
3.1.

n
On considére la variable aléatoire Y, = ZX?, ou X1, Xs,....., X, sont n variables
k=1 L
aléatoires indépendantes, suivant toutes une loi normale centrée réduite.
1. Déterminer la fonction de répartition Fy, de Y; = X?.

2. En déduire que Y} est une variable aléatoire qui suit une loi gamma dont on précisera
les parameétres.



3. Justifier que Y,, suit une loi gamma de paramétres (2, 72—7)

4. Donner les valeurs de I'espérance E(Y,) et de la variance V(Y,) de Y;,.

5. On dit alors que Y, suit une loi du Chi — deuz & n degrés de liberté, notée x*(n).
Soient G, la fonction de répartition de Y, et 8 un réel dans intervalle 0, 1].
Montrer qu’il existe un réel unique ¢ tel que G,(t) = . Ce réel est alors noté x%(n)

Dans la suite du probleme on considére (X;),,, une suite de variables aléatoires
mutuellement indépendantes suivant une méme loi normale N'(m, o). L'objet des ques-
tions suivantes est de déterminer une estimation ponctuelle (3.2) puis une estimation par
intervalle de confiance (3.3 et 3.4) de la variance o

Si g est une fonction de n variables réelles, et que Z,, = ¢g(X;,...,X,), on rappelle
que :
- g est un estimateur de § (Z,, est un estimateur de #) lorsque :

km FE(Z,) =0

N~+400

- D’estimateur Z, est dit sans biais lorsque pour tout n entier naturel non nul :
E(Z,)=2¢6
- L’estimateur Z,, est dit convergent lorsque :

lim V(Z,) =0

T—>—4-00

3.2. Estimation ponctuelle de o2
Pour n entier naturel non nul, on pose :

Fo=13X, Vi=_3(X,—F)
" M=t

1. Montrer que (£},),, est un estimateur convergent sans biais de m.

2. Soit n un entier naturel non nul.

Tournez la page S.V.P.



a. Démontrer que :
1o, (13N
== Xi— | =X
puis que :
1 & 2
Vo= = 32X —m)? — (Fy —m)
™i=1

b. Prouver que :

n—1
o2

E(V,) =

¢. En déduire un estimateur sans biais de 2.

3.3. Estimation par intervalle de confiance de ¢, m étant connue.
Pour n entier supérieur a 2, on pose :
1 n 1 n
97 =1 nia
1. Justifier que U, suit une loi du Chi — deux a n degrés de liberté.
2. Montrer 1’égalité des événements :

nTn 2 nTn { 9 ) }
—_— < o' —w—— et 2in) < U < oln

n1, ) n{,
En déduire que la probabilité de Pévénement | w—— < 02 < ——~| est 1—a.
X|_2 (n) x4 (n)

2 2
3.4. Estimation par intervalle de confiance de ¢?,m étant inconnue.
M, 1(R) désigne Pensemble des matrices & n lignes et 1 colonne & coefficients réels et Idgn
Pidentité de R”™.
Pour n entier supérieur a 2, on pose :

_ivx o=l Syxoa L Svx o
Mn"‘n;Xu Sn‘“n_l’;(Xz Mn)y Un‘"azg(){z Mn)



1. Soit ¢ ’endomorphisme de R™ dont la matrice dans la base canonique est A définie
par :

a; =n—1
A = (a;) avec {
7 lg'zSn - . . .
Isisn a;; 1 si i#7

et B la matrice de M, ;(R) dont tous les éléments sont égaux & 1.

a. Justifier que A est une matrice diagonalisable.

b. Calculer le produit AB, en déduire une valeur propre de A et un vecteur propre
de A associé a cette valeur propre.

c¢. Montrer que :
dimIm(p — nldg~) =1

d. En déduire la dimension de Ker(p — nldg-), les valeurs propres et les sous-
espaces propres de la matrice A.

wy

) wy , . e

e. Soit W = ) la matrice des coordonnées d’un vecteur propre associé a
W,

la valeur propre n. Prouver que : Z w; = 0.

f. Justifier I'existence d’une matrice P inversible dont la derniére colonne est

proportionnelle & B et d’une matrice diagonale D que 'on déterminera, telle
que :
P1AP =D avec'P = P!

(On ne demande pas la matrice P).

g. On note (p;;), <i<n les coefficients de la matrice *P, montrer que :
I<isn

n
Vie{l,...,.n—1}, > p;=0
j=1
puis que :

n
vie{l,...,n}, Y.p;=1

=1
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2. Soit g 'application de M, ;(R) dans R définie par :

z1
VX = : eMn,l(R), g(X) = EXMX o M=

Tn

L4

n

a. On pose Y = *PX, montrer que :
1 t
a(X) = = YDY

puis que :

=1 3

9(X) = i (ri‘ %zn:%)

1 )2
b. En utilisant écriture ¢(X) = — Y DY , montrer que :
n

9(X) = Z (me) 2

i=1

3. Pour tout ¢ de I’ensemble {1,...,n — 1} on pose :
Y= p;X
i=1

a. Justifier que Y; suit une loi normale puis montrer que E(Y;) = 0 et V(Y;) = o2

b. En utilisant les résultats de la question 3.4.2, montrer que :
1

Un= 2 2

c. En admettant que les (Y;)1<icn—1 sont mutuellement indépendantes, justifier
que U, suit une loi du Chi — deuz & n — 1 degrés de liberté.

d. Montrer que les événements :

(n—1)S, o (n=1)S, [ ) . |
2 o SO S 2 (n—1)< U, <% aln—
2 aln—1) o xa(n 0 et Xg(n 1) X1—§(” 1)]
2

sont égaux.



e. En déduire que la probabililité de I’événement :

(n=1)S _ ,_ (n=1S

At S
X?_%(n —1) XQ% (n—1)

est 1 —a.




