a désigne un réel strictement compris entre 0 et 1.

Un signal lumineux se déplace entre trois points A, B et C.

S'il esten A, la probabilité qu'il se déplace en B est égale a a et celle qu'il se déplaceen Cest1 - a.
S'il est en B, la probabilité qu'il aille en A est a, et celle qu'il ailleen Cest 1 - a.

Enfin, s'il est en C, la probabilité qu'il aille en A est a et celle qu'il ailleen B est 1 - a.

Si neIN¥ onmote A (respectivement B_ et C) I'événement : "le signal esten A
(respectivement en B et C) apres le n-ieme déplacement”.
Si n=0,onnote AO (respectivement BO et CO) I'événement : "le signal esten A

(respectivement en B et C) avant le premier déplacement”.

P(A_)
Enfin, pour tout n € IN, on note Xn = P(Bn)
P(C)
0 a a
1°) Montrerque Vne IN, X41=MX,~ on M=j a 0 l-a

Onpose N= tM

2°) a) Vérifier que le vecteur u=(1,1,1) estun vecteur propre de N.
A quelle valeur propre est-il associ€ ?
b) Déterminer les autres valeurs propres de.N, et, suivant les valeurs de a, les sous-espaces propres
associés. »
c¢) N est-elle diagonalisable ?

3°) Soit P= 1 -4 a-1

Montrer que P est inversible et déterminer pl

(on fera apparaitre les calculs).

. . . 1
Dans la suite de I'exercice, on fixe a= —4—

4°) a)Montrerque Vne IN, N® =i;1;nPiiio; IT%t une m
b) Calculer alors N™ pour tout entier naturel n.
¢) En déduire la valeur de M™ pourn e IN.

atrice diagonale a préciser.

5°)  On suppose qu'avant le premier déplacement, le signal est en A.
Pour t
a) o/ur Ol-lt n e IN, ce‘ﬂc:}ller P(An), P(Bn) et P(Cn) en fonction de n.
b) Déterminer alors les limites de ces suites lorsque n tend vers I'infini.
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EXERCICE 2

- N.B. On pourra utiliser le fait qu'une matrice [; ; } emz(lR) est inversible si et seulement si

ad—-pPy=0.

em4(R).

Sid= [z ;} emz(R), on note ¢ 4) =

S =]
a o o o
[ e e R
o o - o

1°) a) Soit Ae R.Montrer que A est valeur propre de # A) si et seulement si:

(a2 )d-2)-bc=0"

b)  En déduire I'équivalence suivante :

A est valeur proprede f(4) < A estvaleur propre de 4.

¢) Exemple:si 4 :[ 3 ﬂ quelles sont les valeurs propres de gﬁ(A) ?

# A) est-elle diagonalisable ?

2°) On suppose maintenant que @ =1eth=0.

a) Pour A fixé dans R, on note V() l'ensemble des vecteurs (x, y,z,¢) de R* tels que :

r4

A4)7 =47
al

(i) Déterminer V(1) et V(-1), ainsi que leurs dimensions, dans le cas ot d =1 ou
c#0

(il) Mé&me questionsid =1et c=0.



b)

4

ﬂd=1ac:®
Etablir I'équivalence suivante : ¢{ A) est diagonalisable dans ?7&4 (R) = ou
(dyoetd =1)

Déterminer la probabilité pour que @A) ait quatre valeurs propres réelles distinctes
dans chacun des deux cas suivants :

(i)  cetdsont des entiers choisis au hasard et indépendamment I'un de l'autre
dans [-5 ; 3].

(i) cetdsont des réels choisis au hasard et indépendamment l'un de 'autre

dans [-5 ;3]

Déterminer la probabilité pour que ¢{4) soit diagoﬁélisable dans 11,(R) dans chacun
des cas (1) et (ii) précédents.
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a)
b)

c)

d)

30

a)
b)

d)

EXERCICE 1

Recherche des valeurs propres d’un endomorphisme

Dans cet exercice :
E désigne I’espace vectoriel des polyndmes & coefficients réels.

M; ( R) I'ensemble des matrices carrées d’ordre 3 & coefficients réels.
GL3 ( R ) le sous-ensemble de M3 ( R ) des matrices inversibles.
On considére application f qui, a tout élément P de E, associe le polyndme QO défini par :

Q(X)=(2X+1)-P(X)~(X*~1) - P(X)
Montrer que fest un endomorphisme de E.

Soit B un vecteur propre pour f, ¢’est-a-dire un élément non nul de £ tel qu’il existe un réel A
satisfaisant & la relation : f(B) = AB.

Montrer que B est nécessairement de degré 2.

On suppose que A = 3. Montrer que — 1 estracine de B.
Soit k I’ordre de multiplicité de la racine — 1 ; il existe donc un polynéme A tel que :

B(X)=(X+1)A(X) avec A(-1)#0

Montrer que k = 2 etque A est constant.
En déduire que A = 3 est valeur propre de fet déterminer les vecteurs propres associés.

En supposant A = —1, étudier de méme la multiplicité de Ia racine 1. En déduire que
A = — 1 est valeur propre de fet déterminer les vecteurs propres associés.

On suppose maintenant que A # 3 et A # — 1. Montrer que — 1 et 1 sont racines de B. En
déduire une factorisation des polyndmes B obtenus, ainsi que la valeur propre associée 4 B.

Etude d’un cas particulier
Soit F le sous-espace vectoriel de E constitué des polyndmes de degré inférieur ou égal 4 deux
et g la restriction de f4 F. On désigne par B = (1, X, x? ) la base canonique de F.

Montrer que g est un endomorphisme de F.
Ecrire la matrice A de g relativement 3 la base B.

Montrer qu’il existe une matrice diagonale D de M5 ( R ) et une matrice P de GL; { R ) telles
que : :

VY neN A" =ppp!

Expliciter alors A" en fonction de 7.
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EXERCICE 2

Soit E l'espace vectoriel des fonctions réelles définies et continues sur R.

A toute fonction f de E, on associe la fonction F définie par :.
x+1

x = F(x) = ff(t)dt
X
1 - Montrer que F est définie, continue et dérivable sur R. Calculer F '(x).
2 - Déterminer F dans les cas suivants :

a)x — f (x) = sin2mx ;
1-x . six<l1

b)X—>f<X)={'\/x-1 sixz=1

3 - Soit T l'application de E dans lui-méme définiepar: f—-T(f)=F
a) Montrer que T est linéaire.

b) Est-elle injective ? surjective ?

4- Ondit que le réel h est valeur propre de T s'il existe une fonction non nulle f de E
vérifiant T( f )=n1{; f est appelée fonction propre associée a la valeur propre M.

a) Montrer que 0 est valeur propre de T. |

b) Montrer que pour tout réel a, la fonction x — e** est une fonction propre associée a
une valeur propre Afa) que l'on déterminera.

c) Etudier les variations de cette fonction A sur R et en déduire que tout réel positif est

valeur propre de l'application T.

Tournez la page S.V.P. -
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1 0 0 O

. . -1 4 1 =2

QL. Soit la matrice M = 9 1 9 1
1 21 0

a) Montrer que les valeurs propres de M sont 1 et 2 et déterminer les sous-espaces propres associés.
b) M est-elle diagonalisable ?
On se propose de calculer M™ pour tout entier naturel n.

Q2. Soit H et H' deux matrices réelles carrées d’ordre 4 écrites sous forme de blocs :
a

1 0
H:(C A) avecO:(O 0 0),02 b ,A:(aivj)1<i<3’1<j<3
c

!

1 0 ¢
H = (C” A’> avecO=(0 0 0),C' = b: , Al = (ag’j)lgigg’lgj<3
¢

Vérifier que le produit HH' s’écrit sous forme de blocs: HH' = ( 1 0 ) o C"=C+ AC".

CII AA/
Q3. Montrer que pour tout entier naturel n non nul, il existe une matrice colonne U, & 3 lignes telle que M" =
10 4 1 =2
(U V”) ou V est la matrice | 1 2 -1
" 2 1 0

Q4. Calcul de V™

On pose W =V — 21, o I est la matrice identité d’ordre 3.

Pour tout entier naturel n, calculer W™ et écrire explicitement la matrice V™.
Q5. Calcul de U,

a) Soit X la matrice colonne représentant dans la base canonique 'unique vecteur propre de M associé & la valeur
propre 1, dont la premieére composante vaut 1.

Calculer M X puis M™X.

Qn,
b) On pose U, = | b, |. Déduire du 5 a) les valeurs de ay,, by, et cy.
Cn
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M, (R) désigne l'espace vectoriel des matrices carrées d’ordre n & coefficients réels (n > 1) et E lespace vectoriel des
polyndmes & coefficients réels de degré inférieur ou égal d n — 1. E = Ry, [X]!

On considere une matrice S de M, (R) admettant n valeurs propres réelles Aj, Ay, ..., A, distinctes deux & deux.

L’objet de Pexercice est de montrer que, si k est un entier naturel impair et si une matrice 4 de M, (R) commute avec
S* . alors elle commute avec S. Dans la derniére question on étudiera un contre-exemple.

Dans toute la suite &k est un entier naturel impair fixé.

Justifier I'existence d’une matrice P inversible telle que la matrice P~1SP soit une matrice D diagonale (on
expliquera la maniére dont on construit P).

On considere 'application f de E dans R™ qui & tout polynéme T fait correspondre le vecteur de R™ défini par :

FT) = (T, TS, ..., T(E))

a) Montrer que f est un isomorphisme d’espaces vectoriels.

b) En déduire I’existence d’un unique polynéme U de E tel que:

UMDY =2, UDS) =20, , UQE) =),

Prouver que le polyndme R, défini par R(X) = U(X*) — X est un polyndme annulateur de D puis de S.
Ainsi § = U(S*).

Soit une matrice A de M,,(R) vérifiant AS* = S*A.

a) Montrer que pour tout entier naturel p, ASP* = §Pk 4,

b) En déduire que les matrices A et S commutent, c’est-d-dire que: AS = SA4.

On consideére les deux matrices A et S de Ms(R) suivantes :

a=( %) s=(10)

a) Vérifier que S possede deux valeurs propres distinctes.

b) Montrer que A commute avec toute puissance paire de .S, mais ne commute pas avec S.
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Pour tout entier naturel n, on note R,,[X] 'ensemble des polyndmes a coefficients réels de degré au plus n.
On considere application f qui & un polynéme P de R,[X] associe le polynoéme: f(P) = P" —4XP'.
1. Etude de f. Soit n un entier naturel fixé uniquement dans cette question.

(a) Justifier que f est un endomorphisme de R,[X].

(b) Calculer f(1), f(X), puis f(X*) pour k € {2,...,n}.

Etablir alors que la matrice A, de f dans la base canonique de R,[X] est triangulaire.

(c) Prouver que f est diagonalisable et que chacun de ses sous-espaces propres est de dimension 1.

(d) Soit P un vecteur propre de f associé & la valeur propre A. Etablir que: A = —4 deg(P).

En déduire qu'il existe un unique polynéme unitaire H,, de degré n tel que (£,): f(H,) = —4nH,.
Rappel : un polynéme unitaire est un polyndme dont le coefficient dominant vaut 1.

2. Etude de la suite (H,)nen.

(a) En dérivant la relation &, démontrer que: Vn > 1, f(H,) = —4(n - 1)H).

n—1

En déduire que: Vn>1, H,=nH, 1 e VYn>2, H,—XH, 1+ H, ,=0.
(b) Pourquoi peut-on affirmer que Hy = 1 et H; = X 7 Calculer alors Hy et Hj.
(c) D’apres ce qui précede, la suite v, = H,,(1) satisfait & la relation de récurrence:

n—1
uo=1, up =1, Y¥n > 2, up = Up-1 — 1 Up—2.

Ecrire un programme en Pascal calculant us01¢9.

3. Application aux points critiques d’une fonction a trois variables.

On note U Pouvert de R® défini par: U = {(.r,y, z) € R? |z #£y,y#zetz# a;} ainsi que la fonction V' définie sur
U par:
Y(z,y,2) €U, V(z,y,2)=2+y*+2°-Injz—y|—Inly—z] —In|z — z|.
Soit (a,8,v) € U.
(a) Etablir que (a, 8,7) est un point critique de V si et seulement si (o, 8,7) est solution du systéme
2a(a—7)(a - ) =2 -5~
(8): {28B-a)f—7)=28-a-v
Hy-a)y-f)=2y-a-p
(b) On introduit le polynéme Q(X) = (X — a)(X — 8)(X — 7).
Montrer que (o, B,) est solution du systeme (S) si et seulement si Q" —4X Q' admet pour racines @, 3,7.
(c) Prouver que si («, 8,7) est un point critique de V alors Q" — 4X Q' = —12Q, puis que @ = H; (cf. question 2.b).

Donner alors les points critiques de V.




