13-2- 2013 J.F.C. Reduc. p. 1

EDHEC 2005 ex 1

Dans cet exercice, n est un entier naturel supérieur ou égal & 2. On désigne par I la matrice unité de M, (R).

On note tr 'application linéaire qui & toute matrice de M, (R) associe sa trace, c’est-a-dire la somme de ses
éléments diagonaux.

a) Montrer que Im(tr) = R.

b) En déduire la dimension de Ker(tr).

c) Etablir que M,,(R) = Ker(tr) & Vect(!).

Soit f l'application qui, & toute matrice M de M, (R) associe f(M) =M + tr(M)I
a) Montrer que f est un endomorphisme de M,,(R).

b) Utiliser la premiere question pour déterminer les valeurs propres de f.

En déduire que f est un automorphisme diagonalisable de M,,(R).

Soit g l'application qui, & toute matrice M de M, (R) associe g(M) = M + tr(M)J, ou J désigne une matrice
non nulle de M,,(R) dont la trace est nulle. On admet que g est un endomorphisme de M, (R).

a) Etablir que le polynome X? — 2X + 1 est un polyndéme annulateur de g.
b) Montrer que 1 est la seule valeur propre de g.

¢) g est-il diagonalisable ?

1) a) Imtr est un sous-espace vectoriel de R et R est de dimension 1. Alors Im tr est de dimension 0 ou 1.
Or tr(I) = n # Og donc Imtr n’est pas égal a {Or} et ainsi sa dimension n’est pas 0.

Par conséquent Im tr est de dimension 1. Ainsi Imtr C R et dimImtr =1 = dimR. Il en résulte que:
Imtr =R.

b) Le théoréme du rang donne alors dim Ker tr = dim M, (R) — dim Im tr = n? — 1.

dim Ker tr = n? — 1.
| |

¢) M,,(R) étant de dimension finie, pour montrer que les deux sous-espaces vectoriels Ker tr et Vect(I) sont supplémentairesj
dans M,,(R) il suffit de montrer que Ker trN Vect(I) = {0, )} et que
dim Ker tr + dim Vect(I) = dim M,,(R).

Le second point est clair car dim M,,(R) = n?, dim Kertr = n? — 1 et dim Vect(I) = 1 (puisque I n’est pas la matrice
nulle). Montrons le premier point.

Soit M un élément commun & Kertr et & Vect(I). tr(M) = 0 et il existe un réel « tel que M = o I.
Alors 0 = tr(M) = tr(al) = a tr(I) = an. Comme n n’est pas nul, a l'est nécessairement.
Ainsi M = 0,4, (r). Ceci acheve de montrer que Ker tr N'Vect(I) = {Oaq,, () }-

Cela acheéve également de montrer que Ker tr et Vect(I) sont deux sous-espaces vectoriels supplémentaires de M., (R).

’ M, (R) = Ker tr & Vect (). ‘
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2) a) e Soit M un élément de M, (R). tr(M) est un réel et I est un élément de M, (R).

Ainsi f(M) = M + tr(M) I est un élément de M,,(R) comme combinaison linéaire de deux éléments de M,,(R).

f est une application de M,,(R) dans M, (R).

e Soient M et N deux éléments de M, (R) et A un réel. Rappelons que tr est une forme linéaire sur M,,(R).

JOOM +N)=AM+ N+ (tr(AM + N)) I =AM + N + (Atr(M) + tr(N)) I = X (M + te(M)I) + (N + tx(N) I).
Ainsi fAM + N) = X f(M) + f(N).

f est donc une application linéaire. Finalement :

’ f est un endomorphisme de M,,(R). ‘

b) Version 1 e VM € Kertr, f(M)=M +tr(M)I =M.

e Soit M un élément de Vect(I). Il existe un réel a tel que M = o 1.
fM)=af()=a(l+tr(I)])) =a(l+n)l=n+1)(al)=(n+1)M.
Ainsi VM € Kertr, f(M) =M et VM € Vect(I), f(M)=(n+1) M.

By = (I) est base de Vect(I). Soit By une base de Ker tr.

Kertr et Vect([) étant supplémentaires, en concaténant By et Ba on obtient une base B de M,,(R) dans laquelle f a

10 ... ... 0
0o . ;
pour matrice la matrice diagonale | @ - .. -, de M,,2(R) oui de M,,2(R) !
: -1 0
0O ... ... 0 n+1

Ainsi f est diagonalisable et ses valeurs propres sont 1 et n + 1.

De plus 0 n’est pas valeur propre de f donc f est un endomorphisme injectif de 1’espace vectoriel de dimension finie
M, (R). Ainsi f est un automorphisme de M, (R).

Finalement f est un automorphisme diagonalisable de M,,(R) dont les valeurs propres sont 1 et n + 1.

Version 2 Cherchons les valeurs propres de f.

Soit M un élément de M, (R) et soit A un réel.

Il existe un unique élément (M, ) de Kertr xR tel que M = M; + o 1.
f(M)=f(My+al)=f(My)+af(I)=M +tx(M)I+a(l+tr(I)I) =M +a(l+n)l=M +a(n+1)I.
fIM)=AM<= Mi+an+1)I=AM +Xal.

Or M; et A M; sont deux éléments de Kertr, a(n+ 1)1 et Al sont deux éléments de Vect(I), et Kertr et Vect(I)
sont en somme directe. Alors:

My =AM, (1= \) My =0, )
an+1)I=Xal a((n+1) =) 1 =0u,m
(1= A) M = O, 1)

a((n+1)—A) =0

e Premier cas Supposons A =1. f(M) =AM <= an=0<= a=0<+<= M € Kertr.

f(M):)\M<:>{

f(M):AM(z){

Comme Ker tr n’est pas réduit au vecteur nul, 1 est valeur propre de f et le sous-espace propre associé est Ker tr.

e Deuxiéme cas Supposons A # 1.
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My =0, (r)
a((n+1)—X) =0
SiA#En+1, f(M) =AM <= My = O0p,(r) et @ =0 <= M = 0, (r) €t A n’est pas valeur propre de f.

f(M):)\M<:>{

SiAx=n+1 f(M) =AM <= M; = Op,r) <= M € Vect(I); alors A\ = n + 1 est valeur propre de f et le
sous-espace propre associé est Vect([).

Finalement f admet deux valeurs propres 1 et n + 1, et les deux sous-espace propres respectivement associés sont
Kertr et Vect(I). Comme M, (R) = Kertr & Vect(I), f est diagonalisable.

De plus 0 n’est pas valeur propre de f donc f est un endomorphisme injectif de 1’espace vectoriel de dimension finie
M, (R). Ainsi f est un automorphisme de M, (R).

’ f est un automorphisme diagonalisable de M,,(R) et ses valeurs propres sont 1 et n + 1. ‘

3) a) Soit M un élément de M, (R).
g(9(M)) = g(M) +tx (g(M)) J = M + tx(M) J + tr (M + tr(M) J) J = M + tx(M) J + (tr(M) + tx(M) tx(J])) J.
9(

g(g(M)) = 2g(M) +Idpm,, &) (M) = Opq,, (w) done (go g —2g+ Idm, @) ) (M) = Opr, (m)-

Ainsi YM € My, (R), (909 =29 +Tdum, @ ) (M) =On, @) ; 909 — 29 +1da, @) = Oz, @)

9(M)
g(M)) =M+ 2 tr(M) J car tr(J) = 0. Alors g(g(M)) =2M+2tr(M)J — M =2g(M) — Id g, w)(M).
9(M)

’ X? —2X +1 est un polyndme annulateur de g. ‘

b) X2 —2 X + 1 est un polynome annulateur de g dont I'unique racine est 1. Ainsi la seule valeur propre possible de
gest 1.

Or J # Oy, vy €t g(J) = J +tr(J) J = J donc 1 est bien une valeur propre de g.

’ 1 est la seule valeur propre de g.

c) Supposons que g soit diagonalisable. Comme 1 est la seule valeur propre de g, le sous-espace propre Ker(g—Id 4, (r))
de g associé & la valeur propre 1 est M, (R).

Alors VM € My(R), g(M) = M. En particulier g(I) = I donc I +trlJ = I. par conséquent trl.J = Oy, (r)-
Comme tr I n’est pas nulle, J est nulle ce qui contredit I’hypothese. Finalement :

’ g n’est pas diagonalisable.

Remarque On pouvait également observer que le sous-espace propre de g associé a la valeur propre 1 est Ker tr qui
n’est pas égal & M, (R).
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Dans cet exercice, m désigne un entier naturel non nul. On note id (respectivement 6 ) ’endomorphisme identité
(respectivement 1’endomorphisme nul) du C-espace vectoriel C™ et on considére un endomorphisme f de C™ vérifiant :
(f = Arid) o (f — Aaid) =6, ou A1 et A9 sont deux complexes distincts.

Q1. a) Vérifier que Y ((f = Aid) = (f — Agid))= id.
- A1
b) En déduire que: C™ = Ker(f — A\ id) ® Ker(f — Agid).

¢) Conclure que f est diagonalisable et donner ses valeurs propres (on sera amené a étudier trois cas).

Dans la suite de ’exercice, on désigne par n un entier naturel et ’on se propose de montrer qu’il n’existe pas de matrice
de Mo, 1 1(R) telle que A?2 = —1I, o1 I désigne la matrice diagonale de Ms,, +1(R) dont les éléments diagonaux valent
1.

Q2. Trouver une matrice A de Ma,11(C) telle que A% = —1I.
Q3 Dans cette question, on suppose qu'il existe une matrice A de Mo, 1(R) telle que A% = —1.
a) Utiliser la premiére question pour montrer que A est diagonalisable dans Mas,,+1(C) et que ses valeurs propres sont
1 et —1i.
b) Pour toute matrice M = (m; ;) 1<i<p de My, 4(C), on note M la matrice (M) 1<i<p -
1<5<q 1<5<q
On note F; et E_; les sous-espaces propres de A associés aux valeurs propres i et —i.
Montrer que X € E; <= X € E_,.
¢) En déduire que, si (ug, ug, ..., up,) est une base de E;, alors (U7, Uz, . .., U,) est une famille libre de E_;.

Conclure que dim E; = dim E_;.

d) Etablir enfin le résultat demandé.

((ff)\lid)f(ff)\gid)) - A;Al (ff)\lid—f+)\2id)) = A;Al ((AQ—/\l)id> — id.
Azi/\1

1a)

)\2—)\1

((f = Mid) = (f = rid) ) = id.

b) Montrons que C™ est somme directe de Ker(f — A1 id) et de Ker(f — Ay id).
e Soit z un élément de Ker(f — Ay id) NKer(f — Aaid). f(x) =M x et f(z) = Az

Alors (Ao — A1)z =Xz — Az = f(x) — f(x) = Ocm. Comme A1 et Ay sont distincts, Ao — A; n’est pas nul et ainsi x
est nul. Ceci achéve de montrer que Ker(f — Ay id) NKer(f — Agid) = {O¢cm }.

Ainsi Ker(f — A\ id) et Ker(f — A2 id) sont en somme directe.

o Ker(f — Ajid) et Ker(f — A2 id) sont deux sous-espaces vectoriels de C™ donc Ker(f — A;id) + Ker(f — A2 id) est
contenu dans C™. Montrons l'inclusion inverse.

Soit  un élément de C™. & — id(x) = — (( F=Avid) — (f — Ao id)) (2).
Ag — A1
Ainsi z = ! (f —A2id)(z) + ! (f —Aid)(z)
Yy ? A2 — At ' ‘
1
Posons 1 = (f = Xaid) (z) et zg = (f=Xid)(z). On ax =x; + z2.
A1 — A2 A2 — A1
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Montrons alors que 1 € Ker(f — A1 id) et xo € Ker(f — Agid).

(7=t = (7= Mid) (550 (= daid) () = 5 (0= Mo (7 = 2aid) o)

Donc (f — Arid)(x1) = ﬁ 0(z) = Ocm et ainsi x; € Ker(f — Ay id).

Observons que 0= (f*)\l Zd)O(f*)\g Zd) = f27)\2 f*)\l f+>\1 )\2 id = f27)\1 f*)\g f+>\2 )\1 id = (f*)\g Zd)O(f*)\l Zd)
Par conséquent : (f — Ay id) o (f — Arid) = 6. Alors:

(7 = deid)(a) = (F = Daid) (525 (F = i) () = 525 (= Xy o (f = 2 i) o)

1
Ao — A1
Ainsi ¢ = x1 + x9, 21 € Ker(f — A1 id) et 29 € Ker(f — A2 id). Donc z € Ker(f — A1 id) + Ker(f — A2 id).

Donc (f — Agid)(x2) =

0(z) = Ocm et alors zg € Ker(f — A2 id).

Ceci achéve de montrer que C™ C Ker(f — A; id) + Ker(f — Ay id).

Par conséquent C™ = Ker(f — A1 id) +Ker(f — Ay id). Comme Ker(f — \;id) et Ker(f — A id) sont en somme directe :

| €™ = Kex(f — M id) ® Ker(f — Apid). |

c) (f—=MAid)o(f —Agid) =0 donc (X — A)(X — A2) est un polyndme annulateur de f dont les racines dans C sont
A1 et Ao, Ainsi A\; et Ag sont les seules valeurs propres possibles de f. Autrement dit: Sp f C {A1, A2}

Rappelons que A; (resp. Aq2) est valeur propre de f si et seulement si Ker(f — A;4d) (resp. Ker(f — Azid)) n’est pas
réduit au vecteur nul. Envisageons alors trois cas.

Cas 1: f est distinct de A id et \gid.

Si Ker(f — A1 id) est réduit au vecteur nul alors Ker(f — Agid) = C™ car C™ = Ker(f — A1 id) ® Ker(f — A2 id).
Ainsi f — Ay id = 6 donc f = Ay id ce qui n’est pas.

Si Ker(f — Agid) est réduit au vecteur nul alors Ker(f — Aj id) = C™ car C™ = Ker(f — A\ id) @ Ker(f — A2 id).
Ainsi f — A\yid = 0 donc f = Ay id ce qui n’est pas.

Donc Ker(f — A\ id) et Ker(f — A2id) ne sont pas réduits au vecteur nul. Alors A; et Ay sont valeurs propres de f.
Mieux A; et Ay sont les (seules) valeurs propres de f.

Or C™ = Ker(f — A1 id) ® Ker(f — A24d), donc f est diagonalisable.
Cas 2: f coincide avec A1 id. Alors f est diagonalisable et A\; est sa seule valeur propre.

Cas 3: f coincide avec Aqid. Alors f est diagonalisable et Ao est sa seule valeur propre.

’ f est diagonalisable. ‘

’ Si f est distinet de A; id et de Ay id alors A; et Ay sont les (seules) valeurs propres de f. ‘

’ Si f = MAid (resp. f = A2id) alors \; (resp. Az2) est la seule valeur propre de f. ‘

2) (i)?=1=-1I"!

’ A =i I est une matrice de Ma, 1(C) telle que A% = —1. ‘




J.F.C. Reduc. p. 6

3 a) Soit f endomorphisme de C?"*! dont la matrice dans la base canonique de C?"*1 est A.

Posons \{ =i et \g = —1.

(A-MIDA-XI)=(A—il)(A+il) = A — (i])? = A* =i’ T = A+ 1 = Op,,,,(c) (car A et I commutent...).
Ainsi (f — Ay id)o (f — Aaid) = 6 avec A1 # A2, Q1, appliquée pour m = 2n+ 1, montre alors que f est diagonalisable.
A est alors diagonalisable en tant que matrice de Ma,11(C).

A est une matrice a coeflicients réels donc A ne vaut ni ¢ I ni —i 1. Donc f n’est ni Ajid ni Ao id. Ainsi A\; et Ay sont
les (seules) valeurs propres de f. Alors ¢ et —i sont LES valeurs propres de A.

’ A est diagonalisable dans Mo, 1+1(C) et i et —i sont ses valeurs propres.

b) Soit X un élément de Mo,111(C). X €E; <= AX =i X <= AX =iX <= AX = —i X.
Or A appartient & Mg, 1(R) donc A= A. Ainsi X € B; <= AX = -iX < X c E_,.

Si X est un élément de Mgp411(C): X € E; <= X eFE_,.

c) Soit (u1,us,...,u,) une base de E;.

U1, Ug, ..., Up sont des éléments de E; donc d’apres ce qui précede, (U, us, . .., U,) est une famille d’éléments de E_;.
Montrons que cette famille est libre.

P
Soit (a1, ag,...,ap) un élément de CP tel que Z kU = Oy, 14 (C)-

k=1

P P P

Alors 0M2n+1,1((c) 0M2n+1 (C) = Z g Z o U = Z ag ur. Donc Z ap U = OM2n+1,1(C)'

k=1 k=1 k=1
Comme la famille (ug, ug, ..., u,) est libre: Vk € [1,p], @ = 0.
En conjuguant on obtient:Vk € [1,p], ar = 0. Ceci acheve de montrer que (u1,uz,...,U,) est une famille libre
d’éléments de E_;.

’ Si (u1,ug,...,up) est une base de E; alors (u7, g, ..., Up) est une famille libre d’éléments de E_;.

Soit p la dimension de E; et soit (u1,us,...,u,) une base de E;.
(w1, uz,...,Up) est une famille libre d’éléments de E_; donc dim E_; > p = dim F;.

Bien évidemment on peut montrer de la méme maniere que dim E; > dim E_; et ainsi obtenir ’égalité entre dim F;
et dim E_;.

Reprenons plutét une base (u1,us, ..., u,) de E; et montrons que (uy, Uz, ...,u,) est une base de E_;.
Il ne reste plus qu’a montrer que (ut, Uz, ..., Up,) est une famille génératrice de E_,.

Soit u un élément de E_;. u appartient F; car u = u appartient & E_; !

p

Donc il existe un élément (a1, @z, ...,qp) de CP tel que T = Y ay ug.
k=1
P
En conjuguant on obtient u = u = Z ay, Uy
Ainsi tout élément de E_; est combinaison linéaire de la famille (a7, g, ..., Tp).

Ceci acheéve de montrer que cette famille est une famille génératrice de E_;.
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Etant libre c’est une base de E_;. AlorsdimE_; = p =dim E;.

] dim E; = dim E_;.

d) A est diagonalisable dans My, 1+1(C) et i et —i sont ses valeurs propres.
Ainsi Mo,111(C) = E; @ E_;. Alors 2n+ 1 =dimMs,111(C) =dim E; + dim E_; = 2 dim E;.

2n + 1 n’étant pas un multiple de deux un léger doute nous envahit...

’ 1l n’existe pas de matrice de Mo, 11 (R) dont le carré est —1I.

Reduc. p. 7
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On considere les matrices suivantes de My (R):

10 0 0 0 -1 0 O 00 -1 0 0 0 0 1
01 00 1 0 0 0 00 0 -1 0 0 -1 0
I= 0 010 »J 0 0 o0 1 K= 10 0 O b= 0 1 0 0
0 0 01 0o 0 -1 0 01 0 O -1 0 0 O

On note E le R-espace vectoriel engendré par (I, J, K, L) et Id ’endomorphisme identité de E. On pose A = J + K.
1) Montrer que (I, J, K, L) est une base de E et donner la dimension de E.

2) a) Exprimer JK, KL et LJ en fonction respectivement de L, J et K.

b) Calculer J2, K% et L? puis en déduire que: KJ = —L, LK = —J et JL = —K.

¢) En déduire que E est stable pour le produit matriciel.

3) Calculer A%. En déduire que A est inversible et exprimer A~! en fonction de A.

4) On considére maintenant application ¢4 qui & toute matrice M de E associe: o4 (M) = AMA~L.
a) Montrer que @4 est un endomorphisme de E.

b) Déterminer Ker ¢ 4 puis montrer que ¢ 4 est un automorphisme de E.

5) a) Ecrire la matrice ®4 de ¢4 dans la base (I, J, K, L), puis justifier que ¢4 est diagonalisable.

b) Donner les valeurs propres de ¢4 ainsi que les sous-espaces propres associés.

Le reste concerne le chapitre algebre bilinéaire.

On rappelle que I'application, notée tr, qui a toute matrice de M4(R) associe sa trace (c’est & dire la somme de ses
éléments diagonaux) est une application linéaire de M4(R) dans R.

On rappelle également que l'application qui & tout couple (M, N) de E x E associe le réel noté (M|N) défini par
(M|N) = tr(* M N) est un produit scalaire sur E.

6) a) Montrer que, pour tout couple (P, Q) de E x E, tr(PQ) = tr(QP).
b) Etablir alors que @4 est un endomorphisme symétrique de E.

¢) En déduire que Ker(pa — Id) et Ker(pa + Id) sont supplémentaires orthogonaux dans E.

Remarque Observons qu’en posant Oy = <O 0), I = (1 0> et S = ( 0 1) ona:

0 0 0 1 -1 0
(I Oq (=5 O (O3 —1Iy (O S
I‘(o2 12> ‘]_(02 s) =L o0,) *=\s 0,)
Notons également que S? = —1I,. Les spécialistes des produits par blocs pourront alors gagner un peu de temps...

1) Par définition (I, J, K, L) est une famille génératrice de E. Montrons que cette famille est libre.

Soient a, b, ¢ et d quatre réels tels que:al +b.J +cK + dL = 0g. Montrons que ces quatre réels sont nuls.

100 0 0 -1 0 0 00 -1 0 00 0 1
0100 1 0 0 0 00 0 -1 0 0 -1 0
“1oo1ofl (o 0o o 1]7 10 0 o0 1 0 o] =%
000 1 0 0 -1 0 01 0 0 10 0 0

d

1

0

0

a —-b —c

Ainsi:(b a —d —c =0g. Alorsa=b=c=d=0.
c d a b

—-d ¢ -b a
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Ceci achéve de montrer que (I, J, K, L) est une famille libre de E. Rappelons qu’elle engendre E.

Alors (I, J, K, L) est une base de E. Cette famille étant de cardinal quatre, E est de dimension 4.

’ (I,J,K, L) est une base de E et E est de dimension 4.

0 =1 0 0\ /0 0 —1 0 0 0 0 1
1 0 0 o)[oo o =1 0 0 -1 0
2)a)JK=|, ¢ 1) 100 o lo 1 o0 of=F
o0 -1 0/ \o1 0 o0 10 0 0
00 -1 0 0 0 0 1 0 -1 0 0
00 0 -1 0 0 -1 0 1 0 0 0
EL=11 ¢ o 0) 0 1 0 0) o0 o 1]~/
01 0 0 10 0 0 0 0 —1 0
0 0 0 1\ /0 -1 0 0 00 -1 0
00 —10)[1 0o o0 o0 00 0 -1
LI=1 49 1 o o) 00 o0 1| {10 0 oK
10 0 o/ \o 0 -1 0 01 0 0
JK =L, KL= Jet LJ =K.
0 -1 0 0\ /0 -1 0 0 1 0 0 0
1 0 o0 ol[1 o o o 0 -1 0 0
2 __ — —
D)F=10 0 0o 1]lo 0o o 1|70 o -1 o|=7F
0 0 -1 0/ \0o 0 -1 0 0 0 0 -1
00 -1 0 00 -1 0 -1 0 0 0
e |00 0o —1)foo o —j_[0o -1 0 o)__,
“l10 0 o 100 of~ o o -1 o)™ 7"
01 0 0 01 0 0 0o 0 0 -1
0 0 0 1 0 0 0 1 1 0 0 0
2 |0 010 o 0o -10) [0 -1 o0 _
“lo 1 0 o0 o 1.0 ol o o -1 o ~7"
10 0 0o/ \=1 0 0 o 0 0 0 -1

J=KLdonc KJ=K?L=—-IL=—L.

De méme: K = LJ donc LK =L?J = —-1J=—-J; L=JK donc JL=J?K = -IK = —K.

]KJ:fLLK:fJaJL:fKW

c) Soient P et P’ deux éléments de E. Montrons que PP’ est un élément de E.

Soient (a,b,c,d) (resp. (a/,b',c,d")) les coordonnées de P (resp. P’) dans la base (I,J, K, L) de E.
Ainsi P=al+bJ+cK+dLet PP =dI+VJ+ K+dL.

Donc PP' = (al+bJ+cK+dL)(d' I+ J+ K+d L).

En utilisant les propriétés usuelles des opérations de My(R) on obtient :

PP =ad I+bdJ+cd K+dd L+abl J+b0 J2+c KJ+dV LI +ad K +bcd JK + ¢ K2+ dd LK + ad L +
bd' JL + cd' KL + dd' L*. a) et b) donnent alors :

PP =qa' I+ba’ J+ca' K+da' L+ab’ J—bb' I —cb L+db' K+ac' K+bd' L—cc' I—dc' J+ad L—bd K+cd' J—dd'I.
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Donc PP’ = (aa' — b — e/ —dd') I + (ba’ + ab — dc’ + ¢d') J + (ca’ + db' + ac’ — bd') K + (da’ — b’ + b’ + ad’) L.
PP’ est combinaison linéaire des éléments de la famille (I, J, K, L), c’est donc bien un élément de E. Ainsi

’ FE est stable pour le produit matriciel. ‘

3) A2=(J+K)P=(J+K)(J+K)=J*+KJ+JK+K*=—-1—-L+L—-1=-21I.

A2 =_-2].

1 1 1
Alors A (—2 A) =17 et (—2 A) A = 1. A est donc inversible et d’inverse ) A.

1
A est inversible et A7! = —3 A.

4) a) e Soit M un élément de E. ps(M)=AMA™" = AM (—; A) = —% AMA.

M et A sont deux éléments de E et E est stable par le produit matriciel donc AM A est encore un élément de E.
E étant un espace vectoriel sur R, f% AM A appartient également & E. Ainsi @4 (M) est un élément de E.

@ est une application de E dans F.

e Soit A un réel. Soient M et N deux éléments de E.

OAANM +N)=AMM + N)A™L = AMAM + AN)A P = NAMA Y + ANA™Y = Xpa(M) + pa(N).

@ est donc une application linéaire. Ceci achéve de montrer que:

’ @4 est un endomorphisme de E.

b) Soit M un élément de Kerps. AMA™! = 0g. Alors M = AP AMA™ 1A= A"10g A =0g.

Ce qui suffit pour dire que:

’ Ker<pA = {OE} ‘

Alors ¢4 est un endomorphisme injectif de E' qui est de dimension finie donc :

’ (4 est un automorphisme de F. ‘

. . 71 _ _ _
Exercice Montrer que:p, = pas-1 = V(-4 a) = Pa
En déduire que p 4 est une symétrie vectorielle.

5) a) Nous avons vu dans 2) ¢) quesi P=al+bJ+cK+dLet PP=a'I4+V J+c K+ d L sont deux éléments
de E':

PP = (ad — b —cd —dd") I+ (ba' + ab' —dc’ + cd') J + (ca’ + db’ + ac’ — bd') K + (da’ — cb’ + bc’ + ad’) L.

Notons que A =07+ J+ K +0L.
Soit M un élément de E de coordonnées (x,y, z,t) dans la base (I, J,K,L). M =xzI+yJ+2zK+tL.
Alors AM = (—y—2)I+(x+t)J+(x—t) K+ (-y+2) L.

Donc AMA = ((—y—z)]+(m+t).]+(x—t)K+(—y—|—z)L>A.
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En réutilisant la formule de 2) ¢) il vient :
AMA=(—(@+t)—@—t)I+((~y—2)—(—y+2)J+ ((~y+2)+(~y—2) K+ (- (x—t) + (z +1)) L.
Ainsi: AMA = (—2z) I + (—22) J + (—2y) K + 2t L. Alors o4 (M) = f%AMA =xl+zJ+yK—tL.
Finalement M =zl +yJ+ 2K +tL donne pa(M)=al+z2J+yK —tL.
Alors pA(I) =1, pa(J) = K, pa(K) = J et p4(L) = —L. Ceci permet de dire que:

o O O

la matrice ®4 de ¢4 dans la base (I, J, K, L) est:

o= oo

S O O
o O = O

® 4 est une matrice symétrique a coefficients réels donc ® 4 est diagonalisable. Alors :

w4 est diagonalisable.

b) pa(I) =1 et I # 0 donc 1 est une valeur propre de p4 et I en est un vecteur propre associé a cette valeur propre.

wa(L) = —L et L # 0 donc —1 est une valeur propre de ¢4 et L en est un vecteur propre associé & cette valeur
propre.

Notons encore que pa(J+ K)=K+J=J+Ketpa(J-K)=K—-J=—(J-K).

J + K (resp. J — K) est alors un élément du sous-espace propre SEP (p4,1) (resp. SEP (p4,—1)) de p4 associé a
la valeur propre 1 (resp. —1).

Montrons alors que (I, J + K) (resp. (L, J — K)) est une famille libre de SEP (¢4, 1) (resp. SEP (¢4, —1)).
Soient « et 8 deux réels tels que ol + G(J + K) =0g. ol + 8J + K = 0g.

Or (I, J, K) est une famille libre de E comme sous-famille de la base (I, J, K, L). Donc o = 8 = 0.

Ceci acheve de montrer que la famille (I, J 4+ K) est libre.

Soient o et 3 deux réels tels que 'L + ' (J — K) =0g. §'J — /'K + 'L = 0g.

Or (J,K, L) est une famille libre de E comme sous-famille de la base (I, J, K, L). Donc o = ' = 0.

Ceci acheve de montrer que la famille (L, J — K) est libre.

Ainsi (I, J+ K) est une famille libre du sous-espace propre SEP (¢4, 1) de ¢4 associé a la valeur propre 1 et (L, J — K)
est une famille libre du sous-espace propre SEP (w4, —1) de ¢4 associé & la valeur propre —1.

Donc dim SEP (p4,1) > 2 et dim SEP (p4,—1) = 2. Or dimSEP (p4,1) + dim SEP (p4,—1) < dim E = 4 car la
somme des dimensions des sous-espaces propres de 4 est inférieure ou égale a la dimension de F.

Nécessairement dim SEP (¢4,1) = dim SEP (¢4, —1) = 2.

(I, J + K) est alors une famille libre de cardinal 2 de SEP (¢4, 1) qui est de dimension 2; ainsi (I, JJ + K) est une
base de SEP (¢4,1).

(L, J — K) est alors une famille libre de cardinal 2 de SEP (¢4, —1) qui est de dimension 2 ; ainsi (L, J — K) est une
base de SEP (¢4, —1).

Notons que dans ces conditions ¢ 4 ne peut pas avoir d’autres valeurs propres.

p 4 admet exactement deux valeurs propres 1 et —1.

(I,J 4+ K) est une base du sous-espace propre de @4 associé a la valeur propre 1.

(L,J — K) est une base du sous-espace propre de ¢4 associé a la valeur propre —1.
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Remarque 1 Ker(pa —id) = SEP (¢4,1) et Ker(pa + id) = SEP (p4,—1) sont supplémentaires dans E.

Remarque 2 Pour rechercher les valeurs propres de @ 4 on aurait pu utiliser le fait que ¢ 4 est une symétrie vectorielle...

6) a) Soient P = (p; ;) et Q = (g;,;) deux éléments de E. Posons PQ = (r; ;) et QP = (s; ;).

4 4 4 4 4 4 4 4
tr(PQ) = > rii= 2 > PikGhi= 2 2, QriPik = 2 2, QkiPik = », Skk = tr(QP).
=1 =1 k=1 k=1 i=1 k=1

% =1 k=1

| Pour tout couple (P, Q) d’éléments de E, tr(PQ) = tr(QP). |

0 -1 -1 0
1 0 0 - o
b) Commengons par remarquer que A = J + K = 1 0 0 e Ainsi *A=—-A
0O 1 -1 0
On a encore tA~t =1 —EA = —ltA = 1A =—-A"1
2 2 2

Soient M et N deux éléments de E.
(pa(M)|N) = tr ((AMA™Y)N) = tr(*P A M PAN) = tr (A7) 'M(—A)N) = tr (A1 M AN).
a) permet alors d’écrire: (pa(M)|N) = tr {MANA™') = (M|pa(N)).

Ce qui acheve de montrer que :

’ 4 est un endomorphisme symétrique de F.

¢) Nous avons vu plus haut que Ker(p4 — id) et Ker(pa + id) sont deux sous-espaces propres de ¢4 supplémentaires
dans F. ¢4 étant un endomorphisme symétrique, ces deux sous-espaces propres sont orthogonaux. Par conséquent :

’ Ker(pa — id) et Ker(¢pa + i¢d) sont supplémentaires et orthogonaux dans E.

Remarque Nous avions dit que ¢4 est une symétrie vectorielle de E ; ceci permet d’ajouter que @4 est la symétrie
vectorielle orthogonale par rapport a Ker(pa — id) = Vect(I,J + K).
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EDHEC 2009 Ex 3

On note F 'espace vectoriel constitué des polynémes a coefficients réels, de degré inférieur ou égal a 2n + 1.

1
Pour tout k de {0,1,...,2n + 1}, on admet que I'expression X2"1 x <F désigne le polynéme X27+1=F,

On désigne par Id I’endomorphisme identique de F et on note f ’application qui a toute fonction P de E associe la

fonction f(P) définie par: f(P) = X*" T p (;)

1) Montrer que f est un endomorphisme de E.
2) a) Vérifier que fo f = Id.

b) En déduire les deux valeurs propres possibles de f.

2n+1
3) Soit P = Z a X" un polynoéme quelconque de Ker(f — Id).
k=0

a) Montrer que les a; (0 < k < 2n + 1) sont solutions du systeme: Vk € {0,1,...,n}, ap = aznt+1—k-
b) En déduire une base de Ker(f — Id).

4) Déterminer de la méme fagon une base de Ker(f + Id).

Le reste concerne le chapitre algebre bilinéaire.

5) On considere 'application ¢ de E x FE dans R qui, & tout couple (P, Q) de polynémes de E associe le réel

2n+1 2n+1 2n+1
P(P,Q)= Y apby,otlonanoté P= Y apX'et Q=Y b X"
k=0 k=0 k=0

a) Montrer que ¢ est un produit scalaire défini sur E.
b) Etablir alors que f est un endomorphisme symétrique.

¢) En déduire que Ker(f + Id) et Ker(f — Id) sont supplémentaires et orthogonaux dans E.

2n+1
1) e Soit P = Z ap X" un élément de E.
k=0
1 2n-+1 1 2n+1
k=0 k=0
2n+1
Un petit changement d’indice donne alors: f(P) = Z agni1-x XF. Ainsi f(P) est un élément de E.
k=0
’ f est une application de F dans E ‘
2n+1 2n+1 2n+1
Soit P = Z ap, X* un élément de E. f(P) = Z ap X2k — Z agni1—i XE.
k=0 k=0 k=0

X

1
Dans la suite nous nous appuierons sur cela pour nous éviter de parler de P (

2n+1 2n+1 2n+1
e Soient P = Z aka et Q = Z kak deux éléments de E. Soit Aunréel. AP+ Q = Z (Nag + bk)Xk.
k=0 k=0 k=0
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2n+1 2n+1 2n+1
Ainsi: f(AP + Q) = Z (Nazgni1—k + bap1-x) X = A Z aznt1—1k X* + Z bont1—k X¥ =X f(P)+ £(Q).
k=0 k=0 k=0

f est donc linéaire. f est alors une application linéaire de E dans E. Par conséquent :

’ f est un endomorphisme de E. ‘

2n+1 2n+1

2) a) Soit P = > a, X* un élément de E. f(P) =Y agnp1-x X*.
k=0 k=0
2n+1 2n—+1
Donc f(f(P)) = Z Q21— (2nt1-k) X = Z ar X* = P.
k=0 k=0

VP e E, (fof)(P)=f(f(P))=P. Ainsi:

b) X2 —1 est un polynéme annulateur de f dont les zéros sont —1 et 1. Le spectre de f est donc contenu dans {—1,1}.

1 et —1 sont les seules valeurs propres posssibles de f. ‘

3) a) Nous ne commencerons pas & supposer que P est dans Ker(f — Id). Nous donnerons directement, et pour le

méme prixz une condition nécessaire et suffisante pour que P soit dans Ker(f — Id).

2n—+1 2n+1
Soit P = Z ar, X* un élément de E. f(P) = Z aoni1—r XF.
k=0 k=0
on+1 In+1
PeKer(f—Id) < P = f(P) < Z ap X* = Z Aoni1-x X¥ <= Vk € [0,2n+ 1], ar = azni1_i-
k=0 k=0

Observons alors que: (n+1,2n—|—1—(n+1)) =(2n+1-n,n), (n—|—2,2n—|—1—(n—|—2)) =2n+1-—(n-1),n—-1),
wn (2n+1,2n+1—(2n+1)) = (2n+1-0,0).

Ce qui permet de dire que les n + 1 derniéres équations du systeme précédent se déduisent des n+1 premieres.

ap = a2n+1
a; = azn
............ apg = a2n+1
Up—1 = Gn42 a1 = a2n
Tllustrons !'! ap = Qp+1 = e . C’est mieux comme cela Elisa ?
Ap+1 = Qp a1 = a2n
Ap+4+2 = Ap—1 Ap = Ap+1
A2p+1 = Qg

Ainsi P € Ker(f — Id) <= Vk € [0,2n + 1], ar = asnt1-k < Vk € [0,n], ar = azni1—k-

2n+1
Un élément P = Z ag X% de F est un élément de Ker(f — Id) si et seulement si Vk € [0,n], ar = azpi1—k-
k=0
2n+1
b) Soit P = Z ar, X* un élément de Ker(f — Id). Alors Vk € [0,n], ax = agni1_ et méme Vk € [0,2n + 1], ap =
k=0

A2n+1—k-
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n 2n+1 n n n
DoncP:Zaka+ Z a2n+1,ka:Zaka—f—ZakX2”+17’“:Zak(X’“—FXQ”H*k).
k=0 k=n+1 k=0 k=0 =0

Alors P appartient & Vect(1 + X271 X + X2n . X" 4 X"+,

Ceci permet de dire que Ker(f — Id) C Vect(1 + X2 X + X2 ... X" 4 X"t

De plus Vk € [0,n], f(XF + X2nH1=F) = X2nt1=k 4 X2n+1-0Cntl=k) — Xk 4 x2n+1-k

Donc Vk € [0,n], X* + X2"+H1=F ¢ Ker(f — Id). Ainsi Vect(1 + X2 X + X270 .. X" 4 X" € Ker(f — Id).

Finalement Ker(f — Id) = Vect(1+ X2+ X + X2 ..., X" + X" 1) et alors (1 + X2 HL X + X200 X" 4 X7+
est une famille génératrice de Ker(f — Id).

Vk € [0,n], deg(XF* 4+ X2+1=F) = 2n 4+ 1 — k, donc les éléments de la famille (1 + X2+ X 4 X2 .. X" 4 X"t
sont des polynomes non nuls de degrés deux a deux distincts.

Ainsi (1 + X2 X + X270 .., X" + X" 1) est une famille libre de Ker(f — Id). Finalement :

’ (14 X2+ X + X2 X" + X1 est une base de Ker(f — Id). ‘

2n+1
4) Soit P = Z ar X" un élément de Ker(f + Id).
k=0
2n+1 2n41
f(P)=—P donc Z aznt1—k XF = — Z ar, X*. Alors:Vk € [0,2n + 1], ar = —a2ni1—k-
k=0 k=0
n 2n+1 n n n
Donc P = Z ap Xk — Z Agni1—k X* = ap X* — Z ap X2 H1-k — Z ay, (X* — X2nt1-ky,
k=0 k=n+1 k=0 k=0 =0

Alors P appartient a Vect(1 — X271 X — X270 Xn — X"t

Ceci permet de dire que Ker(f + Id) C Vect(1 — X2+ X — X270 xn — xntl)

De plus Vk € [[07,”]]’ f(Xk _ X2n+1—k) — X2n+l-k _ x2n+1-(2n+1-k) — x2n+l-k _ xk _ _(Xk _ X2n+1—k).
Donc Vk € [0,n], X* — X2"+H1=F ¢ Ker(f + Id). Ainsi Vect(1 — X2+ X — X270 .. X" — X"+ C Ker(f + Id).

Finalement Ker(f + Id) = Vect(1 — X2+ X — X270 X" — X"y et (1 — X2"FL X — X2 .. X" — X+ est
une famille génératrice de Ker(f + Id).

Vk € [0,n], deg(X* — X2+1=F) = 2n 4+ 1 — k, donc les éléments de la famille (1 — X2+ X — X2 X" — xntl)
sont des polynomes non nuls de degrés deux a deux distincts.

Ainsi (1 — X2t X — X270 .. X" — X"F1) est une famille libre de Ker(f — Id). Finalement :

’ (1— X2t X — X2 X" — X"F1) est une base de Ker(f — Id). ‘

2n+1 2n+1 2n+1
5) a) Dans cette section P = Z ar X*, Q = Z b X*, R = Z cr X* sont trois éléments de F et \ est un réel.
k=0 k=0 k=0
2n+1 2n+1 2n+1 2n+1
e AP+ QR = > ((Aax+be)er) = > (Nawcr+bece) =X D> arck+ > buer = Ap(P,R) + 0(Q, R).
k=0 k=0 k=0 k=0
e(AP+Q,R) = Ap(P,R) +¢(Q,R) (i)
2n+1 2n+1

k=0

k=0



J.F.C. Reduc. p. 16

2n+1 2n+1

o(P,P) = Z ap ap = Z ai >0 (iii).
k=0 k=0

e Supposons que ¢(P, P) = 0.

2n+1

Alors E a; = 0. Ce qui donne a =a? =---=ad,,; =0 car a3, a}, ..., a3, sont des réels positifs ou nuls.
k=0

Donc ag = a1 = -+ = agpy1 = 0. Ainsi P est nul.

Si (P, P) =0 alors P est nul (iv).

(i), (ii), (iil) et (iv) montrent que:

’ @ est un produit scalaire défini sur E. ‘

2n+1 2n+1 2n+1 2n+1
b) P=> apX"et Q=) b X" sont deux élémentsde E. f(P)= Y  asnp1-x X et f(Q) =Y bops1_ X"
k=0 k=0 k=0 k=0
2n+1 2n+1
Ainsi @ (f(P)vQ) = Z a2n+1—k by = Z a; b2n+17i = (P7 f(Q)) ¥ (f(P)a Q) =@ (P7 f(Q))
k=0 =0

’ f est un endomorphisme symétrique de E. ‘

c) f est un endomorphisme symétrique de E donc f est diagonalisable.

Nous avons vu plus haut que les deux valeurs propres possibles de f sont 1 et —1. Nous avons également vu que :
Ker(f —Id) = Vect(1+ X2 X + X2 . X"+ X" et Ker(f +1d) = Vect(1— X2+ X — X0 ... X" — X"t
Ainsi Ker(f — Id) et Ker(f + Id) ne sont pas réduit au vecteur nul; 1 et —1 sont des valeurs propres de f.

Finalement 1 et —1 sont les valeurs propres de f. Comme f est diagonalisable, Ker(f — Id) et Ker(f + Id) sont

supplémentaires.

De plus f est symétrique donc ses sous-espaces propres sont orthogonaux. Alors Ker(f — Id) et Ker(f + Id) sont
orthogonaux. Finalement :

’ Ker(f 4 Id) et Ker(f — Id) sont supplémentaires orthogonaux dans F. ‘

V Remarque Ceci indique que Ker(f + Id) est l'orthogonal de Ker(f — Id).

Or f est un endomorphisme involutif de E donc f est la symétrie vectorielle par rapport a Ker(f —Id) dans la direction
Ker(f + Id).

Finalement f est la symétrie vectorielle orthogonale par rapport ¢ Ker(f — Id). V
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EDHEC 2011 ex1

Soient E un espace vectoriel réel de dimension finie, notée n (n € N*) et u un endomorphisme de E.
On note Idg l'identité de E.
Si P(X) =ap+a1 X +...4+a,XP est un élément de R[X], on rappelle qu’on désigne par P(u) I’endomorphisme suivant :

P(u) = ap Idg +aj u+ ... + a, uP ot u* est la composée uowu...ou (u’ =1Idg par convention).
—_——
k fois

Dans toute la suite @ est un polynéme qui admet 1 pour racine simple et tel que Q(u) = 0.
Ainsi on peut écrire Q(X) = (X — 1) @Q1(X) avec Q1(1) # 0.
Q1. Montrer que I'image de (u — Idg) est contenue dans Ker(Q1(u)).
Q2. On note F; = Ker(u —Idg).
a) Montrer que si z € E; alors Q1 (u)(x) = Q1(1) z.
b) En déduire que E; N Ker(Q(u)) = {0g}.
¢) En déduire & 'aide du théoréme du rang que E = E; @ Ker(Q1(u)).
Q3. Montrer que @1(u) = 0 si, et seulement si, 1 n’est pas valeur propre de u.

Q4. On suppose dans cette question que Q(X) = (X —1)(X +1)2, que E est de dimension 3 et que 1 est valeur propre
de u ; on note E; ’espace propre associé a la valeur propre 1.

Montrer que si la dimension de E; est supérieure ou égale a 2, 'endomorphisme u est diagonalisable (on pourra
distinguer deux cas, suivant que la dimension de E; est égale & 2 ou égale a 3 ).

L. Q(X) = (X = 1) Q1(X) = Qu(X) (X —1). Alors Q(u) = Q1(u) o (u— Idg).

Comme Q(u) = 0z(r), Q1(u) o (u—1dg) = Og(m).

Soit y un élément de I'image de u — Idg. Il existe un élément z de F tel que y = (u — Idg)(z).
Done Q1 (u)(y) = Q1 () ((u ~1dp)(@)) = (Q1(u) o (u—1dg) ) (&) = Oc(m) () = O.

Ainsi y est dans le noyau de Q1 (u).

Vy € Im(u — Idg), y € Ker Q1 (u).

’ L’'image de u — Idg est contenue dans Ker Q1 (u). ‘

Remarque C’est une bonne occasion pour redémontrer que si f et g sont deux endomorphismes de E :
go f=0gpE) < Imf CKerf
On peut encore généraliser au cas ot f € L(E,E’) et g € L(E',E").

2. (a) Soit = un élément de Fy. (u—Idg)(z) = 0p donc u(z) = z.

Le programme de seconde année (voir I 2) a) ) nous permet alors de dire que Q1 (u)(z) = Q1(1) .

’ Si z est un élément de E; alors Q1 (u)(x) = Q1(1) . ‘
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Remarque  Redonnons une preuve de ce que nous avons affirmé (a juste titre...) et méme un peu plus.

T T
11 existe un élément r de N et r + 1 réels ag, a1, ..., a, tel que Q1 = Z ap X*. Q1(u) = Z aj u®.
k=0 k=0

Soient \ un réel et x un élément de E tel que u(z) = Az. Un récurrence simple montre que Yk € N, u*(z) = \¥ x.

Alors Q1 (u)(z) = Z ap u(z) = Z ap NP a = <Z ak )\k> x=Q1(\)z.
k=0 k=0 k=0

DoncVA e R, Vo € E, u(x) = Az = Q1(u)(x) = Q1(\) .

(b) e Est-il vraiment utile de dire que F1 et Ker Q1 (u) sont deux sous-espaces vectoriels de E' donc contiennent tous
les deux O et quainsi {Og} C By NKer Q1 (u) ?

e Soit z un élément de E1 NKer Q1(u). Q1(u)(z) = Q1(1) x d’apres (a) et Q1(u)(x) = 0.

Donc Q1(1) z = 0g. Comme Q7 (1) # 0il vient © = 0. Ceci achéve de montrer que F1 NKer Q1 (u) C {Og} Finalement

[ By NKer Qi (u) = {0g}. |

(c) E;NKer Q;(u) = {0g} et E est de dimension finie. Donc pour montrer que E; et Ker Q; (u) sont supplémentaires
il ne reste plus qu’a montrer que dim E; + dim Ker Q; (u) = dim E.

By + Ker Q1 (u) est un sous-espace vectoriel de E donc dim (E; + Ker Q1 (u)) < dim E.

E; et Ker Qq(u) sont en somme directe donc dim F; + dim Ker Q4 (u) = dim (E1 + Ker Ql(u)) <dimFE.
Or Im(u — Idg) C Ker Q1(u) donc dimIm(u — Idg) < dim Ker Q1 (u).

On obtient alors dim Ker(u — Idg) + dimIm(u — Idg) < dimKer(u — Idg) + dim Ker Q1 (u).

Ou encore dim Ker(u — Idg) + dimIm(u — Idg) < dim Ey + dim Ker Q1 (u).

Le théoréme du rang appliqué & v — Idg donne dim F = dim Ker(u — Idg) + dim Im(u — Idg).

Alors dim F < dim E; 4 dim Ker Q1 (u).

Or nous avons vu que dim E; 4+ dim Ker Q1 (u) < dim E. Donc dim E; + dim Ker Q1 (u) = dim E.

Ceci achéve de montrer la supplémentarité de E; et de Ker Q1 (u).

’ E = Fy @ Ker Q1 (u). ‘

3. Rappelons que E = E; @ Ker Q1 (u). Donc dim E = dim E; + dim Ker Q1 (u).
Ker Q1 (u) est un sous-espace vectoriel de E qui est de dimension finie donc Ker Q1 (u) = E < dimKer @1 (u) = dim E.
Alors: Q1(u) = 0z(p) & Ker Q1 (u) = E < dimKer Q1 (u) = dim £ < dim Ker Q1 (u) = dim E; + dim Ker Q1 (u).

Ainsi: Q1(u) = 0g(p) & dimE; =04 By = {0g} < Ker(u —Idg) = {Og} < 1 n’est pas valeur propre de u.

Q1(u) = 0z(g) si et seulement si 1 n’est pas valeur propre de u.

4. Tci Q(X) = (X —1)(X +1)2 donc Q1 = (X +1)2. Supposons que E; est de dimension supérieure ou égale & deux
et montrons que u est diagonalisable.

e Premier cas:dim F; = 2.

Q = (X — 1)(X 4+ 1)? est un polynéme annulateur de u dont les zéros sont 1 et —1. Alors les seules valeurs propres
possibles de u sont 1 et —1.
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dim F; = 2 donc 1 est valeur propre de u et le sous-espace propre associé est de dimension 2. Montrons que —1 est
également valeur propre de u.

dim Ker ((u + IdE)Q) =dimKerQy(u) = dimE —dimE; =3 —2 = 1. Alors Ker ((u + IdE)2) n’est pas réduit au

vecteur nul donc (u + Idg)? est un endomorphisme de E non injectif.

Supposons que 1'endomorphisme u + Idg est injectif. Alors (u + Idg)? = (u + Idg) o (u + Idg) est injectif comme
composée de deux endomorphismes injectifs ce qui n’est pas. Donc u + Idg n’est pas injectif. Alors —1 est valeur
propre de u.

Ainsi les valeurs propres de u sont 1 et —1. Notons E_; le sous-espace propre de u associé a la valeur propre —1.
dmFE_1>21etdimFE; +dimFE_; <dimE = 3. Comme dim E; = 2 nécessairement dim £_; = 1.

Alors dim E; +dim E_; = 3 = dim F et u est diagonalisable.

e Deuxieme cas:dim F; = 3.

Alors dim Ey = dim E' < +o00 donc Ey = E. Ainsi Ker(u — Idg) = E. Ceci donne: u — Idg = Oz (p).

Par conséquent u = Idg et u est diagonalisable !

Si la dimension de FE; est supérieure ou égale a 2, ’endomorphisme u est diagonalisable.
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EDHEC 2012 ex 1

1 1 -1
Soit f ’endomorphisme de R? dont la matrice dans la base canonique (ej,es,e3) de R3est: A= | -1 3 -3
-2 2 =2

On note Id I'endomorphisme identité de R3.
Q1 a) Calculer A% et A3, puis déterminer un polynéme annulateur de f.
b) En déduire les valeurs propres de f.

¢) L’endomorphisme f est-il diagonalisable ?

2) Trouver une base B de R?® dans laquelle la matrice de f est T =

o OO
OO =
N OO

3) a) Montrer que R3 = Ker(f?) @ Ker(f — 21d).

b) On veut montrer qu’il n’existe pas d’endomorphisme g de R?® vérifiant : g> = f. On suppose pour cela qu'un tel
endomorphisme existe.

Etablir que Ker(f?2) est stable par g, puis montrer que la matrice de g dans la base B est de la forme :

a a/ a/l
G=|[b bV b
0o 0 ¢

En utilisant la matrice de f dans cette méme base, trouver une contradiction et conclure.

4) Etude d’un cas plus général. On note Id Pendomorphisme identité de R™ (ol n désigne un entier naturel supérieur
ou égal a 1) et on désigne par a un réel non nul.

a) On consideére un endomorphisme h de R™ et on suppose que h™ = ah™~ 1.
Montrer que : R" = Ker(h"~!) @ Ker(h — ald).

b) Montrer réciproquement que, si un endomorphisme i de R™ est tel que R" = Ker(h"~1) @ Ker(h — ald), alors on
a:h™ =ah™ 1,

11 -1 11 -1 2 2 -2
1) a) A2=| -1 3 -3 -1 3 -3 =(2 2 -2
-2 2 -2 -2 2 -2 00 0
2 2 -2
A2=12 2 -2
00 0
2 2 -2 11 -1 4 4 —4
A3=A2A=(2 2 -2 -1 3 =3 =4 4 —4|=24%
00 0 -2 2 -2 00 0
4 4 —4
AP= |4 4 —4| =242
00 0

Alors A% — 242 = Opty(r)- Donc f2—2f? = Oz(ws)- Dans ces conditions :

X3 — 2X? est un polyndéme annulateur de f.
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b) X3 —2X? est un polyndéme annulateur de f dont les racines sont 0 et 2.
Alors les seules valeurs propres possibles de f sont 0 et 2. Sp f C {0, 2}.

Soit By = (e1, €2, e3) la base canonique de R3. Soit u un élément de R?® dont la famille des coordonnées dans la base

By est (z,y, 2).

1 1 -1 x 0 r+y—2z2=0
flu)=0ps = [ -1 3 -3 y|=1(0 <=>{—x+3y—3z:0.
-2 2 =2 z 0 —2x+2y—22z=0

z+y—2=0
Lo — Lo+ 14
f(u)=0Rs<=>{4(y—z>=0 { :

Plus de doute 0 est valeur propre de f et le sous espace propre associé est la droite vectorielle engendrée par (es + e3).

1 1 -1 x x r+y—z=2x —rty—2=0
flu)=2u<= | -1 3 -3 yl=2(vy ‘ﬁj{_w+3y_3222y<ﬁ${—m+y—3z:0

-2 2 =2 z z —2x 42y — 22 =2z w42y —4z=0

—rty—2z=0 —z+y—2z=0
R e B I (i)

—x+y—2z:0 —2=0 3 3 1

2 est valeur propre de f et le sous espace propre associé est la droite vectorielle engendrée par (e; + e2).

’ Les valeurs propres de f sont 0 et 2. De plus SEP (f,0) = Vect(ez + e3) et SEP (f,2) = Vect(e; + e3). ‘

c) Spf = {0,2} et dimSEP (f,0) + dimSEP (f,2) =1+ 1 =2 # 3 = dimR>. Alors:

’ f n’est pas diagonalisable. ‘

2) e Une petite analyse s’impose.

Supposons que B = (e}, €5, €;) soit une base de R3 telle que la matrice de f dans B soit

o O O
O O =
N OO

Alors f(e}) = Ogs, f(eh) =€) et f(e) = 2e5. ] € Ker f, e] = f(e}) et e € SEP (f,2).
Notons que e} € Ker f N1Im f.
Im f = f(R?) = f (Vect(en, ea, €3)) = Vect (f(e1), f(e2), f(ez)) = Vect(er — ez — 2e3, €1 + 3ez + 2e3, —e1 — 3ea — 2e3).
Im f = Vect(e; — ea — 2e3, e1 + 3ea + 2e3) = Vect (61 —eg — 2e3,e1 + 3ea + 2e3 — (e1 — ey — 263)).
Im f = Vect(e; — es — 2e3,4es + 4deg) = Vect(e; — ea — 2e3, €5 + e3) = Vect(ey — ea — 2e3 + €2 + €3, €3 + €3).
Im f = Vect(e; — e3, €2 + e3).
Alors Ker f C Im f donc Ker f NIm f = Ker f = Vect(ea + e3). Rappelons que SEP (f,2) = Vect(e; + e3).
e Passons a la synthése. Donc construisons une base B solution.

Posons €] = e; + e3 et €5 = e + ey. Alors f(e]) = Ors et f(es) = 2¢5.

Construisons alors un élément e} de R? tel que f(e) = €}. Soit u = ze; + yea + ze3 un élément de R3.
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11 -1 @ 0 T+y—z2=0
fluy=éi+=1|-1 3 -3 y|l=11 <:>{—x+3y—32—1.
-2 2 =2 z 1 —2x+2y—2z=1

T=z-y
f(u)=e'1<:>{4y—4z:1 ({LQHLQJrLl )

1
y—z= 1
flu) =€) <= L Notons que le triplet (—1/4,1/4,0) est solution de ce systeme.
xr = 71
/ 1 / /
Posons alors e; = 14 + 162 On a f(e3) = éi.

Posons encore B = (e}, €, e4) et montrons que B est une base de R3.
Cette famille étant de cardinal 3 égal & la dimension de R? il suffit de montrer qu’elle est libre.

Soient «, 8, 7 trois réels tels que we] + Bef + veh = Os.

1 1
ales +e3)+ (—61 + 62) + v(e1 + e2) = Ogs. Donc (—i —l—’y) e1 + (a—i— @ +7> es + aeg = Ops.

4 4 4
S _ B o _ B _ B
Comme (eq, €9, e3) est libre il v1ent.—Z +y=a+ 1 +v=a=0. Donca=0ety= 1=
Ceci donne rapidement o = 3 = v = 0 et achéve de montrer que B est une base de R3.
01 0
Rappelons que f(e}) = Ogs, f(e)) = €} et f(e}) = 2e%. Ainsi la matrice de f dans la base Best:T=[0 0 0
0 0 2
1 1 01 0
B = (ez + e3, -z + ! + e2) est une base de R3 et la matrice de f dans cette baseest T= [ 0 0 0
0 0 2

& Exercice Calculer I'inverse de la matrice de passage P de la base By = (e1, ea,e3) a la base B = (€], €5, €%).

0 -1/4 1 0 0 1
Réponse:P= |1 1/4 1|etP 1= -2 2 -2
1 0 0 1/2 1/2 -1/2
2 2 =2
3) a) A?= (2 2 -2 ] doncrgA? =1 (le sous-espace vectoriel engendré par les colonnes de A% est de dimension
0 0 O

1).

Donc le rang de f? est également 1 et le théoréme du rang montre alors que Ker f2 est de dimension 2.

e} € Ker f donc ¢} € Ker f2. f2(e’2) = f(e}) = Ors, donc € est également un élément de Ker f2.

(€}, ¢h) est une famille libre (comme sous-famille de la base (e}, €5, €})) de cardinal 2 d’éléments de Ker f2 qui est de
dimension 2. Alors (e}, e}) est une base de Ker f2.

e4 est un élément non nul de Ker(f —2Idgs) qui est une droite vectorielle. Alors (e%) est une base de Ker(f —2Idgs).

(€}, ¢eh) est une base de Ker f2, (e}) est une base de Ker(f — 21Idgs) et la concaténée (e}, eh, es) de ces deux familles

est une base de R3. Alors Ker f? et Ker(f — 21dgs) sont supplémentaires.

| R® = Ker f? & Ker(f — 21dg). |

b) Soit u un élément de Ker f2. Montrons que g(u) appartient a Ker f2.



J.F.C. Reduc. p. 23

FPg(u) = g*(9(w)) = g°(u) = g(9*(uw)) = g(f*(u)) = g(Ors) = Ops ; g(u) € Ker f2.
Vu € Ker f2,g(u) € Ker f2. Alors:

’ Ker f? est stable par g. ‘

Nous avons vu que (e}, ¢e5) est une base de kerf? et que ker f? est stable par g.
Alors g(e}) € Vect(e), ey) et g(eh) € Vect(el, ey). Ainsi il existe quatre réels a, b, a’, b’ tels que g(e}) = ae) + bej et
gleh) =d'e} +bel,.

De plus il existe un triplet (a”,b”, ") de réels tel que g(es) = a’e| +b"ehy + 'ef.

a al a//
Alors la matrice de g dans la base Best G= | b o b’
0 0 (¢
a a/ a//
La matrice de g dans la base B est de la forme G= | b b V"
0 0 (¢
0 d O
Remarque 1l était facile d’arriver a G = | 0 b 0 | (avec ¢”> = 2) en remarquant que g et f commutent donc
0 0 (¢
que les sous-espaces propres de f, qui sont des droites vectorielles, sont stables par g...
a a a’ a a a’ 010
¢?=fdoncG2=T. b ¥ V' b b bV =10 00
0 0 (¢ 0 0 ¢ 0 0 2
a*+ad'b=0 a?+db=0 (1)
L ba+bb=0 bla+b)=0 (2
Cela donne en particulier a(clz’ b =1 Alors ag(a n b)’) 1 E3; .
ba' + b2 =0 ba' + b2 =0 (4)

(3) montre que a + b’ n’est pas nul. (2) donne alors b =0. (1) donne a = 0 et (4) donne ¥’ = 0. Alors a + b’ est nul!!

Ce qui engendre une légere contradiction...

’ Il n’existe pas d’endomorphisme g de R? vérifiant : g% = f. ‘

4) a) Etude d’un cas général (sic). Ici h est un endomorphisme de R” tel que h" = a h"~ 1.

On se propose de montrer que R” = Ker h" ! @ Ker(h — a Idgn). Soit u un élément de R>.

Montrons par ” Analyse-Synthese” que: 3! (v,w) € Ker h"~! x Ker(h — a Idgn), u = v + w.
e 7 Analyse-Unicité”.

Supposons qu’il existe (v,w) € Ker k"~ x Ker(h — o Idg») tel que u = v + w.

Alors h"~1(v) = Ogn et h(w) = aw. Donc A" 1(v) = Ogn et K" H(w) = a" L w.

Dans ces conditions h"~1(u) = A" 1(v) + A" H(w) = a" L w.
1

an—

«a n’étant pas nul il vient w =

T R (u).

Ceci montre alors I'unicité d’un couple (v, w) appartenant a Ker h"~1 x Ker(h — o Idg) tel que u = v + w.

= R (u) puis v = u —

e ”Synthese-Existence”.
1

aﬂ,—

1

Posons v = u — R (u) et w = ——
an

— Rt (w).

1
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D’abord v + w = w.

1 n—1 1 n 1 n—1 n n—
h(w) =h (anl h (u)) = h"(u) = | ah™ (u) car A = ah" L.
1
h(w) = a —— h" " (u) = aw. Donc w appartient & Ker(f — o Idgs). Notons alors que 2" (w) = o w.
o
1
v=u—walors: " *(v) = A" 1 (u) — A" H(w) = "M (u) — "t w =RV (u) — o™t P " w).

"t (v) = k"t (u) — " (u) = Ogn. Donc v € Ker "~ 1.

Donc u = v + w avec (v,w) € Ker h"~1 x Ker(h — o Idgn).

Ceci achéve de montrer 'existence d'un couple (v, w) appartenant & Ker h"~1 x Ker(h — a Idgn) tel que u = v + w.
Finalement Vu € R", 3! (v,w) € Kerh" ! x Ker(h — a Idgn), u = v + w.

Ker h"~! et Ker(h — o Idg») sont supplémentaires.

Si h est un endomorphisme de R” tel que h™ = a k"' alors R" = Ker "' @ Ker(h — o Idgn).

b) Ici h est un endomorphisme de R™ tel que R™ = Ker h"~! @ Ker(h — o Idgn ).

On se propose de montrer que h” = ah" 1.

Soit u un élément de R™. 3! (v,w) € Kerh" ! x Ker(h — a Idgn), u=v+w. h" ' (v) = Ogn et h(w) = aw.
Alors : h"(u) = h"(v) + k™ (w) = h(h" "' (v)) + a"w = h(Og~) + &"w = a"w.

De plus a h" H(u) = a h" 1 (v) + ah" Y (w) = aOgr + @ " 1w = a" w.

Finalement Vu € R", h"(u) = a A"~ 1(u). Donc h" = a A"~ 1.

Si h est un endomorphisme de R” tel que R™ = Ker "' @ Ker(h — o Idg») alors A" = a h"~ 1.

Finalement :

Soit h un endomorphisme de R™. h™ = a h" ! si et seulement si R” = Ker "~ ! @ Ker(h — a Idgn).




