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Exercice 1 N1 | Cours:existence d’un polynéme annulateur non nul pour une matrice.

Montrer que toute matrice de M,,(K) posseéde au moins un polynéme annulateur non nul.

A Ceci vaut aussi pour un endomorphisme d’un espace vectoriel de dimension n sur K.

Soit A une matrice de M,,(K). (I,, A4, A%, ... 7A"2) est une famille de cardinal n? + 1 de M,,(K) qui est un espace
vectoriel de dimension n?. Cette famille est donc nécessairement liée.
Ainsi on peut trouver n? 4 1 éléments Mg, A1, ..., A2 de K, non tous nuls et tels que :

2

Mln + M A+ A%+ + X2 A = 0p, 10

2

Posons P = Y A\ X*. P est un élément non nul de K[X] (I'un au moins de ses coefficients n’est pas nul) tel que
k=0
P(A) = O, (k)-

P est un polynéome annulateur non nul de A.
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Exercice 2 N1 | Dans C au moins une racine d’un polynéme annulateur non nul est valeur propres.

Soient A une matrice de M,,(C) et P un polynéme annulateur non nul de A.
Montrer que I'une au moins des racines de P est une valeur propre de A.

A Ceci vaut aussi pour un endomorphisme d’un espace vectoriel de dimension n sur C.

Soit P un élément non nul de C[X] tel que P(A) = Opq, (c)-

Supposons que P soit constant. Alors il existe un élément non nul A de C tel que P = A. Ainsi Opy, () = P(A) = A I,
et donc A =0!

P est donc un élément non constant de C[X]. P est alors scindé.

T
1l existe alors des r + 1 éléments v, ay, ..., a, de C tels que P =+ H (X —ag). ai, ..., a, sont les racines de P.
k=1

P(A) = 0pm,, (o) et v n'est pas nul donc H (A—apI,) = Op, (c)- Ainsi H (A — a I,,) n’est pas inversible. Sachant

k=1 k=1
r

que le produit de r matrices inversibles est inversible nécessairement 'une des matrices du produit H (A—aiI,)
k=1

n’est pas inversible.

Alors il existe un élément iy de [1, r] tel que la matrice A — a;, I, ne soit pas inversible. a;, est alors une valeur propre

de A.

Ainsi 'un des zéros de P est une valeur propre de A.




JF.C. p.3

Exercice 3 N1 | Existence d’une valeur propre pour une matrice a coefficients complexes.

Montrer que toute matrice de M,,(C) possede au moins une valeur propre.

A Ceci vaut aussi pour un endomorphisme d’un espace vectoriel de dimension n sur C.

Soit A une matrice de M,,(C).
e Montrons que A posséde un polynome annulateur non nul.

(I, A A% ..., A"Q) est une famille de cardinal n? + 1 de M,,(C) qui est un espace vectoriel de dimension n?. Cette

famille est donc nécessairement liée.

Ainsi on peut trouver n? 4 1 éléments Mg, A1, ..., A2 de C, non tous nuls et tels que:
)\0[n+)\1A+>\2A2 + i A2 An2 = OMTL(C)-

2

Posons P = i At X*. P est un élément non nul de C[X] (I'un au moins de ses coefficients n’est pas nul) tel que
P(A) = e,y
P est un polynome annulateur non nul de A.
e Montrons que A possede au moins une valeur propre.
P un élément non nul de C[X] tel que P(A) = 0pq, (c)-

Supposons que P soit constant. Alors il existe un élément non nul A de C tel que P = X. Ainsi Opq,, ) = P(A) = A 1,
et donc A =0!

P est donc un élément non constant de C[X]. P est alors scindé.

T
1l existe alors des 7 + 1 éléments 7, aq, ..., a, de C tels que P =~ H (X — ag). Les racines de P sont ay, ..., a,.
k=1
P(A) = Opq,,(cy et v n'est pas nul donc H (A—arI,) = Op, (c)- Ainsi H (A — ay, I,) n’est pas inversible. Sachant

k=1 k=1
r

que le produit de r matrices inversibles est inversible nécessairement I'une des matrices du produit H (A—al,)
k=1

n’est pas inversible.

Alors il existe un élément io de [1, 7] tel que la matrice A — a;, I, ne soit pas inversible. a;, est alors une valeur propre

de A.

Ainsi A possede au moins une valeur propre.




JF.C. p. 4

Exercice 4 N1| Endomorphisme (resp. matrice) diagonalisable n’ayant qu’une valeur propre.

Soit A une matrice de M, (K) n’ayant qu'une seule valeur propre .
Montrer que A est diagonalisable si et seulement si A = A\ I,,.

A Ceci vaut aussi pour un endomorphisme d’un espace vectoriel de dimension n sur K.

La dimension de I'unique sous-espace propre SEP (A, A) de A est n —rg(4A — A\ 1,,).
A diagonalisable < dim SEP (A,\) =n & n—1g(A-A1,) =n < rg(A-A1,) =0 A=A, = 0p, k) & A= N,
e Si A= )\I,, A est une matrice diagonale donc A est diagonalisable.

e Réciproquement supposons que A est digonalisable. Il existe une matrice inversible P et une matrice diagonale D,
de M,,(K), telle que D = P~'AP.

D et A sont semblables donc A est la seule valeur propre de D. Comme D est diagonale les éléments de sa diagonale
sont ses valeurs propres. Ainsi les éléments de la diagonale de D sont tous égaux a A et D vaut alors A [,,.

Par conséquent A = PDP~! = P(\I,)P~1 = APP~ 1 =\I,.
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Exercice 5 N1 | Polynéme d’une matrice diagonalisable

A et B sont deux éléments de M,,(K). P est une matrice inversible de M,,(K). @ est un élément de K[X].

Montrer que si B = P~'AP alors Q(B) = P~1Q(A)P.
Application. Montrer que si A est diagonalisable Q(A) est diagonalisable et Sp Q(A4) = Q(Sp 4).

A Ce dernier résultat vaut aussi pour un endomorphisme d’un espace vectoriel de dimension n sur K.

o Il existe un élement n de N et un élément (ag,ay,...,a,+1) de K" tel que Q = Z ap X*.
k=0
Alors Q(B Z ap B* = Z ay (P"YAP)*. Une récurrence simple donne Vk € N, (P~'AP)* = p~1A*p
k=0

Alors Q(B Z a, P71 AFP = P~ (Z ay A’“) P=P'QA)P
k=0

Q(B) = P1Q(A)P

e Suppons la matrice A diagonalisable. A est alors semblable & une matrice diagonale D. Il existe une matrice
inversible S de M,,(K) telle que D = S~1AS.

D’apres ce qui précede Q(D) = S71Q(A)S. Ainsi Q(A) est semblable & Q(D).

D étant diagonale il en est de méme pour D et ceci pour tout élément k de N.
n
Alors Q(D) = Z ay, D* est alors une matrice diagonale comme combinaison linéaire de matrices diagonales.
k=0

Q(A) étant semblable & une matrice diagonale, ainsi :

’ Q(A) est diagonalisable. ‘

Posons D = Diag (dy,ds,...,d,). Alors SpD = {dy,ds,...,d,}.

Ainsi Sp A = {dy,ds,...,d,} car A et D sont semblables.

De plus Q(D) = Diag (Q(dl), Q(da) ..., Q(dn)) Donc Sp Q(D {Q dq),Q(dz) ... ,Q(dn)}.
Alors SpQ(A {Q d1),Q(ds) ..., Q(dyn)} car Q(A) et Q(D) sont semblables.

Finalement Sp Q(4 {Q ;i A€ Sp A}, donc :

SpQ(A) =Q(SpA).
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Exercice 6 N2 | Polynéme minimal.

A est une matrice de M, (K).

Q1. Montrer que si P est un polynéme annulateur non nul de A, de degré minimal, ’ensemble des polynomes
annulateurs de A est 'ensemble des multiples de P et le spectre de A coincide avec I’ensemble des zéros de P.

Q2. Montrer que A possede un polynéme annulateur unitaire Py et un seul tel que I’ensemble des polynémes annula-
teurs de A soit I’ensemble des multiples de ce polynome.

Notons que le spectre de A est I’ensemble des zéros de P,.
A Ceci vaut aussi pour un endomorphisme d’un espace vectoriel de dimension n sur K.

Theme abordé dans oral ESCP 2010 2.11

Notons S ’ensemble des polynomes annulateurs de A et S’ ’ensemble des multiples de P. Montrons que &’ = S.
Soit T' un élément de S’. 1l existe un élément Q de K[X] tel que: T = QP.

T(A) = Q(A) P(A) = Q(A) Opq, (k) = O, (k). Alors T appartient a S. Ainsi S’ C S.

Réciproquement soit 7' un élément de S. Notons @ et R le quotient et le reste dans la division de T par P.
T=QP+ RetdegR < degP.

T(A) = Q(A) P(A) + R(A) et T(A) = P(A) = Opm,, (k). Alors R(A) = 0y, (x)-

Si R n’est pas nul, R est un polynéme annulateur non nul de A dont le degré est strictement inférieur a celui de P et
P est un polynéme annulateur non nul de A, de degré minimal. Cela est contradictoire.

Par conséquent R est nul et T est un multiple de P donc appartient & S’. Ainsi S C §'.

Ceci acheéve de prouver que &' = S.

Si P est un polynéme annulateur non nul de A, de degré minimal, 'ensemble des polynémes annulateurs de A est

I’ensemble des multiples de P.

Notons ‘H ’ensemble des zéros de P. Le cours indique que Sp A C ‘H. Montrons l'inclusion inverse.

Soit & un zéro de P. Supposons que a n’est pas une valeur propre de A. La matrice A — « I, est alors inversible.
Il existe un élement non nul U de K[X] tel que P = (X — a) U.

Notons que U n’est pas nul (car P n’est pas nul) et que degU < deg P.

P(A) = O0pm, k) et P(A) = (A—al,)U(A). Alors (A —al,)U(A) =0, x)-

En multipliant & gauche par (A —a )" on obtient U(A) = O, (k)

Ainsi U est un polynéme annulateur non nul de A dont le degré est strictement inférieur a celui de P et P est un
polynéme annulateur non nul de A de degré minimal. Cela est contradictoire.

Alors « appartient & Sp A. ‘H C Sp A. Finalement Sp A = H.

Si P est un polynéme annulateur non nul de A, de degré minimal, le spectre de A coincide avec I’ensemble des
zéros de P.
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Notons §* I'ensemble des polyndémes annulateurs non nuls de A. Nous savons que S* n’est pas vide car A
possede au moins un polynéme annulateur non nul.

Alors {degT;T € S*} est une partie non vide de N; elle posseéde un plus petit élément v.
Il existe un élément V' de S* tel que degV = wv.

V est un polynéme annulateur non nul de A de degré minimal donc S est ’ensemble des multiples de V.

1

Soit a le coefficient du terme de plus haut degré de V. Posons Py = — V. Py est unitaire et son degré est celui de V.
a

Ainsi P, est un polynéme annulateur non nul et unitaire de A, de degré minimal.

Alors, d’apres ce qui précede, Py est un polynéme unitaire et I’ensemble S des polynémes annulateurs de A est
I’ensemble des multiples de Fp.

Soit ]/38 un second polynoéme unitaire tel que S soit ’ensemble des multiples de ]/35 .

Notons que Py et ]/35 sont dans S donc Py est un multiple de ]/35 et ]/35 est un multiple de Pj.

Alors il existe deux éléments Q et Q de K[X] tels que Py = Q Py et Py = Q Py. Donc Py = Q Q D.
Comme Py n’est pas nul: Q @ =1. Qet @ sont des poyndémes constants.

Alors il existe un élément A de K tel que Py = A Py.

Py et Py étant deux polynoémes unitaires on a nécessairement A = 1 et ainsi Py et Py sont égaux.

A possede un polynéme annulateur unitaire Py et un seul tel que ’ensemble des polynomes annulateurs de A soit
I’ensemble des multiples de ce polynome.

Py est un polynéme annulateur non nul de A de degré minimal.

Le spectre de A est ’ensemble des zéros de P.




JF.C. p.8

Exercice 7 N2 | Lemme des noyaux. Un endomorphisme est diagonalisable si et seulement si il
posséde un polyndéme annulateur scindé a racines simples (version 2).

f est un endomorphisme d’un K-espace vectoriel F.

Q1. A et B sont deux éléments non nuls de K[X]. On suppose que les seuls éléments de K[X] qui divisent A et B
sont les polynémes de degré 0 c’est a dire les polynémes constants et non nuls. On dira que A et B sont étrangers ou

premiers entre eux.
a) On pose S = {AU + BV; (U, V) € K[X]?}. D est un élément non nul de S de degré minimum.

Dire pourquoi un tel D existe et montrer que S est ’ensemble des multiples de D (on procédera par double inclusion

et on pourra utiliser la division euclidienne).

b) En remarquant que A et B sont dans S, montrer que D est constant et en déduire qu’il existe deux éléments Uy et
Vo de K[X] tels que AUy + BV = 1.

¢) Utiliser ce qui précede pour montrer que Ker(AB)(f) = Ker A(f) ® Ker B(f).
Q2. a) r est un élément de [2,+o00]. Py, P, ..., P. sont r éléments non nuls de K[X] deux & deux étrangers. Montrer
que :

Ker(P, Py -~ By)(f) = Ker Py(f) & Ker Py(f) @ - - - & Ker P, (f).

b) 7 est un élément de [2,4+00[. A1, Az, ..., A, sont r éléments deux & deux distincts de K.

Montrer que : Ker ((X — A)(X — X2) -+ (X = A)) (f) = Ker(f — A\ Idg) @ Ker(f — Ao Idg) & - - & Ker(f — A, Idg).
Q3. On suppose ici que E est de dimension finie non nulle.

Déduire de ce qui précede que si f admet un polynémes annulateur scindé a racines simples alors f est diagonalisable.
Montrer la réciproque.

A Ce dernier résultat vaut encore pour une matrice de M, (K).

a) Notons &* 'ensemble des éléments non nuls de S.
A et B donc des éléments non nuls appartenant a S donc §* est non vide.
Alors {deg S; S € S*} est une partie non vide de N. Elle posséde donc un plus petit élément d.

Il existe alors un élément D de &* de degré d. D est un élément non nul de S de degré minimal.

’ Il existe un élément non nul D de S de degré minimal.

e Soit P un multiple de D. 1l existe @ dans K[X] tel que P = @D. Comme D est dans S, on peut trouver deux
éléments de K[X], Uy et V4, tels que: D = AU, + BVA.

Alors P = A(QU;) + B(QV1) est élément de S car QU; et QV; sont deux éléments de K[X].
Ainsi I'ensemble des multiples de D est contenu dans S.

e Réciproquement soit P un élément de S. Le théoreme de la division euclidienne montre I’existence (et I'unicité) de
deux éléments Q et R de K[X] tels que: P = QD + R et deg R < deg D.

Rappelons que D = AU; + BV;. Comme P est dans S, il existe deux éléments U et V' de K[X] tels que P = AU+ BV.
Alors R=P — QD = AU + BV — Q(AU, + BV1) = A(U — QUy) + B(V — QV1) donc R est un élément de S.
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Or deg R < deg D et D un élément non nul de S de degré minimum donc R est le polynéme nul.
Ainsi P = QD et P est un multiple de D.

Alors S est contenu dans I’ensemble des multiples de D. Finalement :

S est I'ensemble des multiples de D.

b) A et B sont deux éléments de S. Ce sont donc des multiples de D. Alors D divise A et B.

Comme A et B sont étrangers D est constant et non nul. Il existe un élément non nul A de K tel que D = A.

1 1 1 1
Alors AU; + BV =)\ A ()\ U1> + B ()\ ‘/1) = 1. Posons Uy = X Uy et Vo = le

Up et Vp sont deux éléments de K[X] tels que AUy + BV = 1.

’ 1l existe deux éléments Uy et Vy de K[X] tels que AUy + BV = 1.

c)  Montrons que Ker A(f) et Ker B(f) sont en somme directe.
Soit z un élément de Ker A(f) N Ker B(f).

AUy 4 BVy = 1 donc UpA + Vo B = 1. Alors Uy(f) o A(f) + Vo(f) o B(f) = Idp.

Ainsi & = Up(f)(A(f)(@)) + Vo(f)(B(f)(x)) = Uo(f)(0r) + Vo(f)(0r) = 0p + 05 = 0p ; = 0.
Par conséquent Ker A(f) NKer B(f) = {0g} donc Ker A(f) et Ker B(f) sont en somme directe.
e Montrons que Ker(AB)(f) = Ker A(f) + Ker B(f).

Soit  un élément de Ker A(f). (AB)(f)(z) = (BA)(f)(z) = B(f)(A(f)(x)) = B(f)(0g) = 0p ; donc x appartient a
Ker(AB)(f).

Par conséquent Ker A(f) C Ker(AB)(f). On montre de méme que Ker B(f) C Ker(AB)(f).

Alors Ker A(f) + Ker B(f) € Ker(AB)(f) car Ker(AB)(f) est un sous-espace vectoriel de E.
Réciproquement soit z un élément de Ker(AB)(f). Comme AUy + BVy = 1, z = (AUy)(f)(z) + (BVy)(f)(x).
B(f)((AUo)(f)(w)) = (BAUo)(f)(z) = (UoAB)(f)(x) = Uo(f)((AB)(f)(x)) = Uo(f)(0) = Op.

Ainsi (AUy)(f)(z) € Ker B(f). On montre de méme que (BVy)(f)(z) € Ker A(f).

Comme z = (AUy)(f)(z) + (BVo)(f)(z), = appartient & Ker B(f) + Ker A(f) = Ker A(f) + Ker B(f).

Ceci acheve de prouver que Ker(AB)(f) C Ker A(f) + Ker B(f).

Finalement Ker(AB)(f) = Ker A(f) + Ker B(f). Mieux :

’ Ker(AB)(f) = Ker A(f) @ Ker B(f). ‘

a) Montons par récurrence que Vk € [2,7], Ker(PyPs--- Py)(f) = Ker Pi(f) @ Ker Po(f) @ - - - @ Ker Pi(f).
La propriété est vraie pour k = 2 d’apres la question précédente car P; et P, sont étrangers.

Supposons la propriété vraie pour un élément k de [1,7 — 1] et montrons la pour k + 1.

Par hypothese Ker(P1 Py -+ P)(f) = Ker Py (f) @ Ker Po(f) @ - - - @ Ker Pi(f).

Posons P = P, P, - - - P, et montrons que P et Pj41 sont étrangers.

Supposons que @ est un diviseur commun de P et Pj41. Montrons que @ est constant non nul.
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@ n’est pas nul car ) divise P41 et Pxyq n’est pas nul. Supposons que @ est de degré supérieur ou égal a 1.
Premier cas : K = C.

@ admet au moins un zéros o dans C car ) est de degré supérieur ou égale a un.

« est un zéro de P et Pry1 car @ divise P et Ppy;.

Comme P = PPy --- Py et Pyy1, il existe un élément £ de [1, k] tel que Py(«) = 0.

Donc Py(a) =0 et Pry1(a) = 0. Alors X — « est un élément de C[X] de degré 1 qui divise Py et Pyy;1. Ceci contredit
le fait que Py et Pyy1 sont étrangers.

Deuzieme cas K = R.

@ admet au moins un zéros « dans C car ) est de degré supérieur ou égale a un.

« est un zéro de P et Pyy1 car @ divise P et Ppy.

Comme P = PPy --- Py et Pyy1, ici encore il existe un élément ¢ de [1, k] tel que Py(a) = Pyy1(a) = 0.

Envisageons encore deux cas.
Premier cas:a € R.

Alors X — « est un élément de R[X] qui divise P, et Pyy1. Ceci contredit le fait que Py et Pr4q sont étrangers.
Deuzieme cas:a € C —R.

Comme Py et Pyyq sont dans R[X], on a encore Py(@) = Pyy1(a) = 0.

Ainsi « et @ sont deux zéros distincts de Py et Pyi1. Alors (X — a)(X —@) = X? — 2 Re(a) X + |a]? est un élément
de R[X] de degré 2 qui divise Py et Pyy1. Ceci contredit encore le fait que Py et P41 sont étrangers.

Finalement si @ divise P et P11, @ est constant et non nul.

Ceci acheve de prouver que P = P| Py --- P;, et Py, sont étrangers.

La question 2 permet alors de dire que: Ker(PPy1)(f) = Ker P(f) @ Ker Pry1(f).

L’hypothése de récurrence donne alors : Ker(Py Py - - - Ppy1)(f) = (Ker Pi(f)®Ker P(f)®---®Ker Pk(f)) ® Pri1(f).

Ainsi Ker(Py Py -+ Pey1)(f) = Ker Pi(f) @ Ker Po(f) @ - - @ Ker Piy1(f) et la récurrence s’achéve.

| Ker(PiPy -+ P,)(f) = Ker Pi(f) ® Ker Py(f) @ - @ Ker P,(f). |

b) Soit i et j deux éléments distincts de [1,7]. Montrons que X — A; et X — \; sont étrangers.
Supposons que @ soit un élément de K[X] qui divise X — A; et X — \;. Montrons que @ est constant et non nul.
Comme X — A; et X — )\; sont non nuls et de degré 1, @ n’est pas nul et de degré au plus un.

Supposons que @ est de degré un. Alors () admet une racine . Comme @ divise X — \; et X — A;, a est une racine
de X — \; et X — A;. Alors A\; = a = A; ce qui contredit le fait que A; et A; sont distincts.

Alors @ est un polynome constant non nul. Ce qui acheve de montrer que X — A; et X — A; sont étrangers.

Ainsi X — A, X — Ag, ..., X — )\, sont r éléments non nuls de K[X] deux & deux étrangers. a) montre alors que:

Ker (X = M)(X = X2) -+ (X = X)) (f) =Ker(f — A\ Idg) ® Ker(f — Ao Idg) & -+ ® Ker(f — A, Idg).

e Supposons que P soit un polynéme annulateur de f scindé a racines simples.
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T
Il existe un élément ¢ de K* et r éléments distincts de K, A1, A, ..., A tels que P =c¢ H(X — k).
k=1

Posons P = H(X — ). P(f) =0z et ¢ # 0 donc P(f) = Oz(p)- Alors Ker P(f) = E.
k=1

Sir=1, Ker(fi — A1 Idg) = E donc f = A\ Idg et f est diagonalisable. Supposons maintenant r > 2
Ker (X = M)(X = Ag) -+ (X = A))(f) =Ker(f — M\ Idg) @ Ker(f — Ao Idg) @ - @ Ker(f — A\, Idg) d’apres Q2 b).
Alors E = Ker P(f) = Ker(f — A\ Idg) ® Ker(f — Ay Idg) @ - - - ® Ker(f — A\, Idg).

Spf C {1, A\, ..., A} car H(X — A\k) est un polynéme annulateur de f dont les zZros sont A1, Ag, ..., Ap.
k=1

Posons I = {i € [1,7] | Ker(f — \; Idg) # {0g}}.

Soit ¢ un élément de [1,7]. Si ¢ est un élément de I, A; est valeur propre de f car (f — \; Idg) # {0g}; dans le cas
contraire A; n’est pas valeur propre de f car (f — A\; Idg) = {Og}!

On peut alors dire que Sp f = {\;;i € [}. De plus E = @ Ker(f — \; Idg) = @Ker(f — N Idg).
i€1,r] iel

E est donc somme directe des sous-espace propres de f donc f est diagonalisable.
e Réciproquement supposons que f est diagonalisable. Soient 71, 72, ..., vs les valeurs propres distinctes de f.

Posons U = (X — y)(X —72) - (X —7s). U est un polynéme scindé a racines simples. Montrons que c’est un
polynoéme annulateur de f.

f est diagonalisable donc il existe une base B = (e, e, ..., e,,) de E constituée de vecteurs propres de f respectivement
associés aux valeurs propres ai, aa, ..., Qp.
{a1,a0,...;an} = Spf = {71,72,.--,7s} donc U(y) = U(ag) = -+ = Ulap) = 0car U(y) = U(ye) = -+ =
U(’Ys) =0.
a; 0 - 0 U(ay) 0 0
. . 0 az o 0  Ulag) -
Soit A la matrice f dans B. A= | | . . Donc U(A) = ) = O, (k)-
P ( : - - 0

Or U(A) est la matrice de U(f) dans la base B donc U(f) = Oz(g)-

U est alors un polynéme annulateur scindé a racines simples de f. Finalement :

’ f est diagonalisable si et seulement si f possede un polynéome annulateur scindé a racines simples.
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Exercice 8 N1 | Espace vectoriel des polynémes d’une matrice carrée A diagonalisable.

A est une matrice de M,,(K). A1, A2, ..., A, sont les valeurs propres distinctes de A.

On suppose que A est diagonalisable. Ainsi il existe un matrice inversible P de M,,(K) telle que D = P~ AP soit
diagonale.

Q1. Montrer que si S est un polynéme de K[X] alors S(A) = PS(D)P~!.

P
Q2. On pose T' = H(X — k).
k=1

a) Montrer que T'(A) = 0, (k)-

b) Montrer que S = {S € K[X] | S(A) = O, (k) } est 'ensemble des multiples de T'.

Q3. F={S(4); S e K[X]}.

a) Montrer que F est un sous-espace vectoriel de M.,,(K) et qu’il est engendré par (I,,, A, A%, ..., AP~1).
b) Montrer que F est de dimension p.

A Ceci vaut aussi pour un endomorphisme diagonalisable d’un espace vectoriel de dimension n sur K.

Soit S un élément de K[X]. Il existe » dans N et (ag, a1,...,a,) dans K"+ tel que S = Z ar X*.
k=0
Notons que A = PDP~! et que Vk € N, A¥ = (PDP~1)* = PD*P~1! (récurrence simple).

r

Alors S(A) = Z ap AF = Z ay (PDP_I)k = Z ap PD*P~1 =P (Z ay Dk> P~ Alors:
k=0

k=0 k=0 k=0

VS € K[X], S(4) = PS(D)P~".]

a) T(A) = PT(D)P~!. D est diagonale. Posons D = Diag (a1, aa, ..., q).

Alors T(D) est la matrice diagonale Diag (T'(a1), (), ..., T ().

A et D sont semblables donc ont méme spectre. Alors {a,a,...,ant = {1, A2,..., A}
Par conséquent oy, aa, ..., ay, sont des zéros de T' (et méme les zéros de T).

Donc T(D) = Diag(T (o), T(2), ..., T(an)) = Diag(0,0,...,0) = 0u, k)

Par conséquent T'(A) = PT(D)P~" = POy, )P~ = Opm,, (x)-

b) Soit S un élément de K[X].

S(A) = 01, (x) <= PS(D)P~' = 0y, () <= P~PS(D)P~'P = P~ 0, ) P <= S(D) = 01, (0

A noter que la seconde équivalence est vraie car P est inversible...

S(A) = 0pm,, k) < Diag(S(a1),S(a2),...,S(an)) = Op, k) < Yk € [1,n], S(ay) =0.

Rappelons que {ag, ag,...,an}t = {A1,A2,..., Ay} et que A1, Ag, ..., A, sont deux & deux distincts. Alors:

S(A) = 0pm, k) <= VE € [1,p], S(A) =0= (X = A )(X = Ap)--- (X = ),) divise S <= T divise S. Ainsi:
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S ={S € K[X] | S(A) =0y, k) } est I'ensemble des multiples de T'.

F ={S(A); S € K[X]} contient ' = {S(A); S € K,_1[X]}.

Réciproquement soit S(A) un élément de F (S est dans K[X]).

La division euclidienne de S par T' conduit & S = QT + R avec Q dans K[X], R dans K[X] et deg R < degT = p.
Ainsi R € K, 1[X]. De plus S(A) = Q(A)T(A) + R(A) = R(A) car T(A) = O, x)-

Alors S(A) = R(A) avec R dans K,_1[X] donc S(A) est un élément de .

p—1
Finalement F = F'. F = {S(A4); S € K,_1[X]} = {Z ar, A*; (ag,a1,...,ap_1) € Kp} = Vect(I,,, A, A%,... AP71).
k=0

’ F ={S(A); S € K[X]} est le sous-espace vectoriel de M,,(K) engendré par (I,,, A, A, ... AP~1). ‘

b) (I, A, A%, ... AP~1) est une famille génératrice de F de cardinal p. Pour montrer que F est de dimension p il suffit
de prouver que cette famille est libre.

p—1 p—1
Soit (ag,a1,...,ap—1) un élément de KP tel que Z ap AF = O, (x)- Posons U = Z ap X*.
k=0 k=0

U(A) = 0y, (k) donc T divise U. Or U est de degré au plus p — 1 et T' est de degré p donc U est nul.
Alors ses coefficients sont nuls. Par conséquent ap =a; =+ =ap—1 = 0.

Ceci achéve de prouver que (I,,, A, A%,..., AP~1) est une famille libre. C’est donc une base de F.

’ F ={S(A); S € K[X]} est un sous-espace vectoriel de M,,(K) de dimension p.
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Exercice 9| | N1T | Disques de Gerschgorin.

A savoir faire par coeur.

n € [2,400[. A= (a;;) est un élément de M,,(C).
n
Pour tout ¢ élément de [1,n], on pose:r; = Z la;j| et D; ={z € C| |z —ai| < i}

j=1

i
z
n To
Montrer que Sp A C U D; (partir de AX = AX avec X = | . | non nul et considérer |z,| = 11¥[a<x |zk]).
i=1 : SEST
Ty
Théme abordé dans oral ESCP 1999 2-7, ESSEC 2009
T
T2
Soit A une valeur propre de A et X = . un vecteur propre associé.
Ty
Soit £ un éléments de [1,n] tel que |z¢| = 11L/Ika<x |k |-

n n
La ¢®™¢ ligne de I’égalité AX = A X donne Z ag) T = Axg. Alors (A —ag ) o = Z g Tr. Alnsi:

k=1 k=1
kAL

n n n
(A= agel|ze| = [(A = are) me| = ‘ >k l’k’ <Y lack k] = lacs| |wxl-
k=1 k=1 k=1

ke kAl kAl

Or Vk € [1,n], |zk| < |xe| et |agk| > 0. Donce Vk € [1,n], |aek||zk| < |aek] |ze|. Alors:

n n
N =gl [eel <Y laek] okl < lagk
k=1 k=1

k#L k#L k#L

n
|xe] = |20l Z lag.r:| = |ze|me. Done |A — ag el |xe] < |xe| 74
k=1

Supposons que |z¢| = 0. Alors 11\</Ikau<x |zi| = 0. Donc Vk € [1,n], |zk| =0 ou Vk € [1,n], zr = 0.

Ainsi X = 0, ,(c), ce qui contredit le fait que X est un vecteur propre de A. Donc |z,| # 0

Alors |z¢| > 0 et X —ap||xe] < |ze| 7. En divisant par |z, il vient donc |\ — age| < re.
n

Par conséquent A appartient & Dy donc a U D;.
i=1

Ceci étant vrai pour toute valeur propre A de A, on peut affirmer que:

i=1
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Exercice 10 N2 | Ovales de Cassini.

n € [2,400[. A= (a;;) est un élément de M,,(C).

n
Pour tout ¢ élément de [1,n], on pose:r; = Z lag;]-
get
Pour tout (i,5) élément de [1,n]* on pose: Ci; = {z € C| |z — au| |z — aj;| < rir;}.

Montrer que Sp A C U Cij.

(i,5)€[1,n]2
i#£]

Z1
T2 .
Soit A une valeur propre de A et X = ) un vecteur propre associé.
Tn
Soit £ un éléments de [1,n] tel que |z¢| = Max |z
1<k<n
Soit ¢/ un éléments de [1,n] tel que |xp| = Max |z |-
St

La ¢°™¢ ligne de I’égalité AX = A X donne Z (g Ty, = Axg. Alors (A —ag ) ¢ = Z g Tr- Alnsi:

k=1 k=1
k£l
n n n
A= agel|ze] = [(A = aee) ze| = ‘ > ak xk’ <Y lavkwrl =D laek! ek
k=1 k=1 k=1
k#£L k#EL k#EL

Or Vk € [1,n] — {¢}, |xk| < |zer| et |agg] = 0. Donc Yk € [1,n] — {¢}, |ack

|l‘k| < ‘a471€| ‘Z‘g!|. Alors :

n n n
IN—arl el < lanl o] <Y laok! oo | = 2o D lark] = |ze|re. Done |X = agl || < |z |re.
k=1 k=1 k=1

k#L k#L k#L

n

La ¢/°™° ligne de 1’égalité AX = A X donne Z ap kT = Axp. Alors (A —ap o) xp = Z ag k Tp. Ainsi:

k=1 k=1
k#e!

n n n
A —apellze| =[(A—ape)ze| = ’ > auk Ik’ <Y avkwrl =Y lav gl el
k=1 k=1

k=1 — —
Kt/ ke’ k#e!

Or Vk € [1,n], |zk| < |xe| et |ag k] = 0. Donc Vk € [1,n], |ae k| |zk| < |ae k| |ze|. Alors:

n n n

N —appllee] <Y lawkl el <Y lae gl e = |2el Y lae x
k=1 k=1 k=1
kste! ks e! ks e!

Alors 0 < |A —age||ze| < |zer| 10 €t 0 <X —ap o] |xer| < |xe| rer.
Par produit |X — ag | [N — ap o] 2] [zo| < |xe| T | rere.

Supposons que |z¢| = 0. Alors 1IL/Ikagx |zr| = 0. Donc Vk € [1,n], |zk| =0 ou Vk € [1,n], zr = 0.

X

Ainsi X = O, ,(c), ce qui contredit le fait que X est un vecteur propre de A. Donc || # 0
Alors |zg| > 0 et X —age| [N — aw o] |ze| |wer| < |ze] |er| rorer.
En divisant par |ze| il vient |\ — age| |A — ap o | |xer| < |To|TeTe.

Premier cas:xp # 0.

= |zg|re. Donc |A — ap o] |xer| < |ze| 7o
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Alors |zp| > 0 et |A—agel [N — ap o |ze| < |z rere.

En divisant par |z, il vient |A — age| |A — ap | < o7 Done X € Cppr.
Deuxiéeme cas :xp = 0.
Alors 0 < |A — age| || < |zer|me = 0. Ainsi A — ag | |xe] = 0. Mais |z¢| n’est pas nul donc |A — ag | est nul.

Alors |A —age| | —ap | =0< 7. On aencore: X € Cppr.

Dans les deux cas A € Cy ¢ donc A € U Cij.

(i,5)€[1,n]2
i#]

Ceci étant vrai pour toute valeur propre A de A, on peut affirmer que:

SpAC U Cij.

(i,5)€[1,n]?
i#j
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Exercice 11 N1 | Sur les valeurs propres d’une matrice stochastique niveau 1.

A savoir faire par cceur.

Soit A = (ay¢) une matrice de M, (R) telle que:V(k,£) € [1,n]°, are >0 et Vk € [1,n], Zak ¢ =1

=1
A est une matrice stochastique.
Q1. Montrer que 1 est valeur propre de A.
T
€2
Q2. Soit A un élément de C valeur propre de A. Soit X = ) un vecteur propre de A associé a la valeur propre A
L
et soit k est un élément de [1,n] tel que |zx| = Max(|z1], |z2|,...,|zn]). Notons que X est un éléments de M,, 1(C).

En considérant la k™€ ligne de I’égalité AX = A X montrer que |\ < 1

Théme abordé dans oral ESCP 2002 2.1 et 2.16, 2010 2.6, 2011 2.18, LYON 2010 Pbl, HEC 1993 (qui traite de la
limite de la suite des puissances d’une matrice stochastique ; on retrouve la seconde partie de ce probléme dans oral
ESCP 2010 2.9). On parle encore de matrice stochastique dans oral ESCP 2004 2.20, 2007 2.5, 2011 2.8 dans ESCP
MI 1996 et elles sont trés présentes dans les problémes de probabilité.

1 Y1
. 14 1 Y2
Considérons I'élément Xo = | . [ de M, 1(R) et posons Yo = [ . | = AXo.
1 Yn
Vk e [Ln], yp =) (arex1) = are=1 Yy =Xo.
=1 =1

Par conséquent Xy n’est pas nulle et AXy = Xy. Finalement :

’ 1 est valeur propre de A |.

1
T2
Soit X = . un vecteur propre de A associé a la valeur propre A et k un élément de [1,n] tel que

Tn

n
|zk| = Max(|z1], |22, - . -, |zn]). AX = AX. En particulier : Z kg Tp = AT
=1

|0 x| = Z lak,el |ze| = Z ke | el

0. Donc V¢ € [1,n], ake|ze| < age|zi|. Alors

Al x| = [Aox| =

M:

E QAL Te

Or V¢ € [1,n], |z < |xk| et ag s

1

\VAR

n n n
Mlael <D areleed <Y areloe] = |kl Y are = okl x 1= |a]. Ainsi [\ |zg] < g
/=1 /=1

Supposons que |zg| = 0. Alors Max(|z1],|z2],.-.,|zn]) = 0. Donc V¢ € [1,n], |x¢| =0 ou V¢ € [1,n], z, = 0.

Par conséquent X = 0,4, ,(c) ce qui contredit le fait que X est un vecteur propre de A.
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Finalement |x| # 0. Alors |A| |xg| < |zk| et |zx| > 0. En divisant par |xg| il vient: [A| < 1.

’ Si A est une valeur propre de A dans C, |\| <1 ‘
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Exercice 12 N2 | Sur les valeurs propres d’une matrice stochastique niveau 2.

On considére I'ensemble S des éléments A = (ay,¢) de M, (R) tels que:

VUC,E) € [[1,71]]27 Ak >0et Vk € ﬂlanﬂazak7€ =1.

=1
Les éléments de S sont des matrices stochastiques.
Q1. Montrer que S est stable pour le produit matriciel.
Q2. a) Montrer que 1 est valeur propre de A.
1
€2
b) Soit A un élément de C valeur propre de A. Soit X = ) un vecteur propre de A associé a la valeur propre A
T
et soit k est un élément de [1,n] tel que |zx| = Max(|z1], |z2|,...,|zn]). Notons que X est un éléments de M,, 1(C).

En considérant la k™€ ligne de I’égalité AX = A X montrer que |\ < 1.

% Dans Q3 et Q4 A un élément de S tel que :V(k, €) € [1,n]?, ax¢ > 0.

Soit A une valeur propre de A de module 1. On se propose de montrer que A =1 et que dim SEP (A4, \) = 1.

Q3 et Q4 donnent deux preuves de ce résultat.

Z1
T2
Soit X = | . | un vecteur propre de A associé a la valeur propre A. k est un élément de [1, n] tel que |xi| = 11\</I€au<x |e].
. XN
Ty,

Ici encore X € M, 1(C).

’ Au choix Q3 ou Q4 ‘

n

E Ak Ty|-

(=1

n
€T .
Q3. a) Montrer que |zg| = en déduire qu’il existe un réel 0 tel que: E Ak 0 (z e 0 — 1) =0.
Tk

(=1

b) Montrer que: V¢ € [1,n], z, = € 2 (prendre la partie réelle au niveau de 1’égalité précédente et remarquer que
Ty 6—1'9

- a une partie réelle inférieure ou égale & 1).

¢) Conclure.
Q4. a) Soient r un éléments de [2, +oof et 21, 22, ..., z 7 complexes.
Montrer que |21 + 22 + -+ 2| = |21| +|22| + - - - + | 2| si et seulement si il existe un réel 6 et des réels positifs ou nuls

P1, P2y -y Pr tels que VE € [1,7], zx = pi €.

n n n
E k0 Tp| < E lag,e ze| = E )
= = —1

¢) Montrer que |z1| = |x2| = -+ = |x,|, puis que z1 =z = -+ = x,.

b) Montrer que |z| = x¢| < |zk|. Conséquence ?

d) Conclure.

Remarque Si A est stochastique (et donc si on ne suppose plus que les coefficients de A sont strictement positifs),
toute valeur propre de A de module 1 distincte de 1 est une racine ¢*™° de I'unité avec 1 < q¢ < n. Voir I'exercice

suivant.
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Q5. On suppose ici que A appartient a S est que 'une des puissances de A a des coefficients strictement positifs.
Montrer que le résultat précédent vaut encore.

Théme abordé dans oral ESCP 2002 2.1. et 2.16, 2011 2.18.

20

Soient A = (ag) et B = (by¢) deux éléments de S. Posons C' = AB = (cg ).

V(k,l,r) € [[1,n]]3, ag,r = 0 et by > 0 donc V(k, ) € [[l,n]]z, Che = Z ag.r by = 0.

n

De plus Vk € [1,n] Z
=1 =1 r=1 r=1 =1

Z Ak by = Z (ak’,ﬂz br’g> = Z (ag,r x 1) Z agr = 1.
r=1

Ceci achéve de montrer que C' appartient a S. AB € S

] Le produit de deux éléments de S est un élément de S. \

1 N
. s 1 Y2
a) Considérons I'élément Xo = [ . [ de M, 1(R) et posons Yo = | . | = AXo.
1 Yn
V/CE[[].TL Zang1 Zak?[:]..YO:XQ.
=1 =1

Par conséquent Xy n’est pas nulle et AXy = Xy. Finalement :

’ 1 est valeur propre de A.

Ty
2
b) Soit X = . un vecteur propre de A associé & la valeur propre A et k un élément de [1,n] tel que
Ty
lzi| = Max(|z1], |22], ..., |a]). AX = AX. La ”k®™ ligne de cette égalité” donne : Z ke Tp = ATk
=1
n n
Mlakl = Naxl = D anewe| <D larew] = Z |ak.e| 2| = Z ke |Tel.
=1 =1 =1
Or Y/ € ﬂl,n], |:17/| < |I’k| et ag g > 0. Donc V¥ € [[1,77,]], Qg ¢ |:]Cg‘ < Ay \:ck| Alors

n

n n
Mlzel <D arelee <Y arelor] = |kl Y are = [og] x 1= |a]. Ainsi || |zg] < [k

(=1

Supposons que |zg| = 0. Alors Max(|z1],|z2],. .., |zn]) = 0. Donc V¢ € [1,n], |x¢| =0 ou V¢ € [1,n], z, = 0.
Par conséquent X = 0,4, ,(c) ce qui contredit le fait que X est un vecteur propre de A.

Finalement |x| # 0. Alors |A| |zg| < |zk| et |zx| > 0. En divisant par |xg| il vient: [A] < 1

’ Si A est une valeur propre de A dans C, |A] < 1. ‘

n
AX = A X donne en particulier Azy = > a ¢z, Rappelons que V¢ € [1,n], |z < |zk| et ake > 0.
i=1
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n n

n
<Y apewe = apelwel < lawl Y ape = |a|.
{=1 {=1 {=1

Comme |\ =1, |zg| = [A| |zk] = [Aak] =

n
E Qe T
(=1

n

T
Ak.0 ——
Lk

Ce qui donne: |zx| = . Alors

n
E QK0 Tgp

(=1

= 1 car z n'est pas nul (zx=0 donne X = 0y, ,(c) car

(=1

- M .
|zk| Max |zel)

n n
Xy Ty i
Le complexe E ar,¢ — a donc pour module 1. 30 € R, g Qg — = e,
Tk Tk
=1 =1

n n n

Ty _; , Ty _;
E ape— € W=1= E ay¢. Par conséquent : g oy ( e 0 — 1) =0.
=1 Tk =1 =1 Tk

n
En prenant la partie réelle on obtient : Z a0 <§Re (ﬂ e_i0> — 1) = 0 (les coefficients de A sont réels).
Tk
=1

n
Pour tout ¢ dans [1,n], notons t, la partie réelle de L e=i0. Alors Z age (tp—1)=0.
Tk
=1

Rappelons que la partie réelle d’un complexe est inférieure ou égale & son module (z < |z| < Va2 +y2...).

el < 1. Par conséquent V¢ € [1,n], ¢, < 1et agy > 0. Donc V¢ € [1,n], ake (t¢—1) <O0.

e o—if
|k

a3

Ve e [1,n],

Comme Z age (tk —1) =0:V0 € [1,n], ake (t¢ —1) = 0. Ainsi V¢ € [1,n], t, — 1 = 0 car les coefficients de A sont
=1
strictement positifs. Par conséquent V¢ € [1,n], t, = 1.

€T .
Fixons ¢ dans [1, n]. £ 6= est un nombre complexe de module au plus 1 dont la partie réelle t, vaut 1. Nécessairement
x

ce complexe vaut 1.

Ve e [1,n], ? e % =1. Alors ¥/ € [1,n], x; = ¢z} (en faisant k = 1 on obtient e’ = 1...).
k

Donc 21 = a9 = -+ = z,,. Alors X appartient & SEP (A, 1) et donc A = 1. Mieux nous avons montré que tout vecteur
1 1
propre associé a la valeur propre A donc a la valeur propre 1 est colinéaire a 1 . Ainsi SEP (A, 1) = Vect ( : )
1 1
1
Si A est une valeur propre de A de module 1: A =1, dim SEP (A, X\) =1 et SEP (A, ) = Vect ( 1 )
1

a) e Montrons d’abord que la condition est suffisante.
Soient r un éléments de [2, +oo[ et z1, 22, ..., 2 7 complexes.

Supposons qu’il existe un réel § et des réels positifs ou nuls py, pa, ..., p tels que Yk € [1,7], zx = pr € et montrons
que |z1 4 20 + -+ 20| = |21 | + |22 + - + |2

T T T s
Z Pk e’ (Z Pk) e’ Z Pk Z Pk
k=1 k=1 k=1 k=1

I T T K K T
Szl =3 e =3 lonl [ =D loel x 1= loul = D o
k=1 k=1 k=1 k=1 k=1 k=1

|21+ 22+ + 2| = = = €] = x1=

T
Z Pk
k=1

T
= Z Pk-
k=1
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Ainsi |21 + 20 + -+ + 2| = |21] + |22 + - + |20
e Montrons par récurrence sur r que la condition est nécessaire.
* Montrons que la propriété est vraie pour r = 2.
Soient z; et zo deux nombres complexes tels que |z1 + 23| = |21] + |22].
On peut trouver deux réels 0 et 6, et deux réels positifs ou nuls p; et po tels que z; = py et et 2o = py €2 non ??
" 2| = |21 + 22| = 21| + |22] = p1 + pa-

Alors ’pl e+ poe

e 4 pa " = (pre® + pre®) (W) = (pre™ +p2e") (pre”™" + pae™™).

. ) . . . .
|p1e™ + pae™®|” = pT + p1p2 e 01=02) 4y py 2700 4 p2 = p2 4 (61(91_02) + 6_1’(91_92)) p1p2 + p3-

. )
1€ + p2e®|” = pt +2p1 pa cos(61 — 02) + 3.

De plus (p1 + p2)* = pi +2p1p2 + p3.

. 2
2" = (p1 4 p2)® = pT +2p1 p2 + P3.

Alors p? + 2 py pg cos(0y — 03) + p2 = |p1 e 4 pye
Donc 2 p; pa cos(fy — 02) = 2 p1 p2. Ou py pa cos(61 — 62) = p1 pa.
Premier cas p; = 0.
Alors z; =0 =0 x €92 = p; %2 et 25 = py 2. Le résultats est montré car fy € R, p; € R* et py € RY.
Deuzieme cas pa = 0.
Alors z5 =0 =0 x €91 = py et et z; = py €. Le résultats est montré car ; € R, p; € R* et py € RY.
Troisiéme cas p1 # 0 et pa # 0.
Alors p1 p2 # 0. Comme p; pa cos(6; — 62) = p1 p2 on obtient en divisant par py po : cos(6; — 63) = 1.
Donc il existe k dans Z tel que 6, — 05 = k27. Alors 81 = 6> + k 27 donc et = eifz
Ainsi z; = pp € et 2o = py 1. Le résultats est montré car f; € R, p; € Rt et py € R*.
Ceci acheéve de montrer la propriété pour r = 2.
* Supposons que la propriété est vraie pour un élément r de [2, +oo[ et montrons la pour r + 1.
Soient z1, 2a, ..., zr4+1 7+ 1 complexes tels que |z1+22+- -+ 2,41| = |21|+ 22|+ -+ |2r41]. Posons s = z1+ 20+ -+ 2.
Alors |21+ 22+ -+ 2r + 2rpa| = [s+ 20| < sl + 2| = [zt 22+ 2o+ |zra] <z + 22+ 4 |20 + 2041 ]
Or|z1+204+ -+ 2zry1| = |21+ 22+ -+ + 2 + 2,41]. Alors toutes les inégalités précédentes sont des égalités.
Ce qui permet d’écrire que |s + zr11] = |8| + |2r41] €t [8| + |2r1]| = |21] + |22 + - + 20| + |2r41]-
Donc [s + zry1] = [s| + [zrsa] €t [21 + 22+ + 2] = [s| = [z1] + 22 + - + 2]

La premiere égalité donne l'existence d’un réel 6’ et de deux réels positifs ou nuls p et p’ tels que s = pew/ et
Zni1=p e car la propriété est vraie pour 2.

L’hypothese de récurrence et la seconde égalité montrent qu’il existe un réel 6 et des réels positifs ou nuls

p1, P2y -y pr tels que VE € [1,7], zp = pi €.

pe? =s=z1+z+ 2= (pr+p2+---+pr) e

Alors p = [p| = |pl|e”] = |pe”| = [(p1 +p2 + -+ pr) €l = |p1+ p2+ -+ pe| [ €] = |pr + p2 + -+ py .

Finalement p=p1 +p2+---+prcarpr +p2+---+p- 20
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Alors pe® =s=z+ 2+ +2 = (p1+p2+ +p;)e? = pe. Donc pei? = peif.
Premier cas p # 0.

/ ,i0

7 . 0t
0" = ¢ Donc 2,41 = p' e = p' €. Posons p,1 = p'.

Alors e
Alors € R, Vk € [1,7 + 1], px € R* et Vk € [1,7 + 1], 2 = pr . La récurence s’acheve !

Deuzieme cas p = 0.

Alors p1 + p2 + -+ - p» = 0. Comme p1, p2, ..., pr sont des réels positifs ou nuls: p; = po = ... = p, =0.
Donc Vk € [1,7], zx = pre®® =0 =0 x e = p e’ Posons p,41 = p'. Alors z.1 = p' e = p.y1 €.

Ainsi 0 e R, Vk € [1,r+ 1], pr € RT et Vk € [1,7r + 1], 21 = p& e?". La récurence s’achéve non ?

n
b) AX = XA X donne en particulier Azy = Y a ¢z Rappelons que Y2 € [1,n], |x¢| < |zk| et ag,e > 0.
i=1

n n n n

Z Ak Te| S Z |ak,e x| = Z ke |e| < |zl Z ak,e = |kl
=1 =1 =1 =1

n n

=1

n
= Z |lak,e ze| = Z ke |-
=1
¢) Supposons qu'’il existe un élément ¢y tel que |xg,| < |xk|. Alors age, |xe] < ake, |Tx| car age, > 0.

Comme |A| =1, |zk| = |\ |ag] = | Aag] =

Ce qui précede donne alors: |xg| =

=1

n n
Ainsi Z ak.e |xe| < Z ak.e |xr| = |zk| ce qui n’est pas. Par conséquent |z1| = |xa| = -+ = |2,
=1 =1
Dans la suite nous poserons p = |z1| = |xa]| = -+ = |z,].
n n
Rappelons que Z Qe Te| < Z |ak.e z¢|. Alors a) permet alors de dire qu'il existe un réel 6 et des réels positifs
=1 =1
ou nuls p1, pa, .., pn tels que V2 € [1,n], axexe = pre’®. Donc V€ [1,n], 2, = % e,

Comme V¢ € [1,n], L 0, V0 e [1,n], |xe| = LLoorvee [1,n], |x¢| = p. Donc V¢ € [1,n], P p-
Qg0 Qg0 ag,e
Par conséquent V¢ € [1,n], x¢ = PL o
g,

= pew. Finalement 1 = 29 = - - - = x,,.

1 1
1 1
d) Ce qui précede prouve alors que SEP (A, ) C Vect ( : ) Donc dim SEP (A, A) < dim Vect ( : ) =1.
1 1
SEP (A, \) étant un sous espace vectoriel de dimension au moins 1 nécessairement dim SEP (A, \) = 1.
1 1 1

1 1 1
Donc SEP (A, )) C Vect( : ) et dim SEP (A, \) = dimVect( : ) Alors SEP (A, )\) = Vect( : )

23

1 1
1
OrA| . [=] .| Parconséquent A =1.

1 1
1
1

Si A est une valeur propre de A de module 1: A =1, dimSEP (A4,)) =1 et SEP (A, \) = Vect ( : )

1
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Ici A appartient & S et 'une des ses puissances a des coefficients strictement positifs.

Donc il existe s dans N tel que les coefficients de A® soient strictement positifs.

Nécessairement s appartient N* car A® = I,, et les coefficients de I,, ne sont pas tous strictement positifs.
Montrons par récurrence que Vk € N*, AF € S.

C’est clair pour k =1 car A est un élément de S.

Supposons que pour un k dans N*, A* appartienne a S. Alors A et A* sont deux éléments de S. Q1 permet d’affirmer
que leur produit appartient & S. Alors A**1 appartient & S. Ce qui acheve la récurrence.

VEk € N*, A¥ € S donc A" est un éléments de S dont tous les coefficients sont strictement positifs. Nous pouvons donc
lui appliquer le résultats de Q3 (et Q4...).

Soit A une valeur propre de A de module un. Il existe un éléments non nul X de M,, 1(C) tel que AX = X X.
Alors X # 04, ,(c) et A" X = A" X. De plus [X"| = [A\|" = 1. X est donc une valeur propre de A" de module 1.
Q3 donne alors A" =1 et dimSEP (A", \") = 1.

Mieux SEP (A", \") = SEP (A", 1), est la droite vectorielle engendrée par 1'élément Xy de M, 1(R) dont tous les
coeflicients sont égaux a 1.

Si X est dans SEP (A,)\), AX = A X donc A”X = A" X = X et ainsi X appartient & SEP (A", 1).

Donc SEP (A, \) C SEP (A", 1). Alors dim SEP (A4, ) < dimSEP (A", 1) = 1.

Mais dim SEP (A4, ) > 1 car SEP (A, \) n’est pas réduit a {Oxq, ,c)}-

Alors dim SEP (A, A) =1 =dimSEP (A",1) = 1. Comme SEP (A, \) C SEP (A",1):SEP (A4,\) = SEP (4",1).

Ainsi SEP (A, \) est la droite vectorielle engendrée par Xy. X est alors un vecteur propre de A associé a la valeur
propre A. Mais comme A appartient a S c’est aussi un vecteur propre de A associé a la valeur propre 1.

Ainsi A =1 et dimSEP (4,1) = 1.

Si A est une valeur propre de A de module 1: A =1, dimSEP (A4,\) =1 et SEP (A, \) = Vect ( . )
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Exercice 13 N2+ | Sur les valeurs propres d’une matrice stochastique niveau 2*. ESCP 2011 2.18.

Soit n un entier supérieur ou égal & 2. On considere le sous-ensemble S des matrices de M, (R) formé des matrices A

vérifiant les deux propriétés suivantes :

i) st A = (ak,e)1<k,e<n, alors ag e > 0, pour tout (k,¢) € ﬂl,n]Q;

1
ii)sionnote U = [ * | € M, 1(R), alors AU =U. Formulation ESCP!!
1

Les éléments de S sont des matrices stochastiques.

Q1. a) Montrer que le produit de deux élément de S appartient & S.  Question ajoutée

b) S est-il un sous espace vectoriel de M,,(R) ?

Q2. Soit A = (a,¢) un élément de S.

a) Montrer que 1 est valeur propre de A.

b) Soit A une valeur propre (réelle ou complexe) de A. Soit X € M, 1(C) un vecteur propre associé.

En considérant une coordonnée de module maximal de X, montrer que |\| < 1

P P
Q3. Soit z1, ..., 2zp, p nombres complexes (p > 2) vérifiant : Z Z |2k |-
k=1 k=1
Montrer qu'il existe des réels positifs ou nuls p1,. .., p, et un réel 0, tels que pour tout k de [1,p], on a: z, = p; et?

Question légerement modifiée pour obtenir un résultat plus standard.

1
Q4. Soit A une valeur propre complexe de A telle que |A\| = 1. Soit X = : un vecteur propre associé. On pose :
T
rr| = Max |z
ox] = Max [or
a) Montrer qu'il existe r € [1,n] tel que z, = Azy.
b) En déduire qu’il existe un entier naturel non nul ¢ tel que A? = 1.
u’1
ulg
Remarque Soit A = (age) un élément de M, (R). Posons U’ = . = AU.
u',
n n
Vk e [1,n], u), = ZZ age X 1= ZZ ag,p. Ainsi:
=1 =1

AU =U <= Vke[1,n], > axe=1.

Ce résultat est essentiel dans la suite.

a) Soient A = (ay ) et B = (b ¢) deux éléments de S. Posons C = AB = (¢ ).

V(k,l,r) € [[1,n]]3, ag,r = 0 et by p >0 donc V(k, ) € [[1,71]]2, Che = Z ak,r by e = 0.

De plus CU = ABU = AU = U. Ceci acheve de montrer que C appartient a S.
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’ Le produit de deux éléments de S est un élément de S. ‘

b) Oat, ) U = Opq,,  (r) # U. Ainsi Opq,, ) n’appartient pas & S. Alors:

’ S n’est pas un sous-espace vectoriel de M, (R). ‘

a) AU =U et U # Op,, ,(c) donc:

’ 1 est valeur propre de A et U est un vecteur propre associé. ‘

T
1)
b) Soit A une valeur propre de A dans C, X = . un vecteur propre de A associé & A et k un élément de [1,n]
Tn
n
tel que |zx| = Max(|z1], |22, ..., |2zn]). AX = AX. La "k®™° ligne de cette égalité” donne: Z Ap0 T = AT
=1
n n n n
Mlakl = Nawl = D anewe| < lareaed =D lanel lwel = anelzdl.
=1 =1 =1 =1
Or V¢ € [1,n], |z¢| < |zk| et are = 0. Done V¢ € [1,n], ake|ze| < age|zi|. Alors
n n n
Mlzxl <D arelee <Y anelorl = |kl Y are = ex] x 1= |ag]. Ainsi || |zg] < |-
=1 =1 =1
Supposons que |zx| = 0. Alors Max(|z1], |2, ..., |2zs|) = 0. Donc V¢ € [1,n], |z¢| =0 ou V¢ € [1,n], z, = 0.
Par conséquent X = 0,4, ,(c) ce qui contredit le fait que X est un vecteur propre de A.
Finalement |x| # 0. Alors |A| |xg| < |zk| et |zx| > 0. En divisant par |xg| il vient: [A| < 1.
’ Si A est une valeur propre de A dans C, |A| <1 ‘
e Montrons d’abord que la condition est suffisante.
Soient r un éléments de [2,+o00[ et z1, 29, ..., 2 r complexes.
Supposons qu’il existe un réel § et des réels positifs ou nuls py, p2, ..., p tels que Yk € [1,7], zx = pr €® et montrons

que |21 + 22 + -+ 2| = 2| + |22 + - F 2]
Z pre” (Z Pk) e’ Z Pk Z Pk
k=1 k=1 k=1 k=1
Yol =D e =D lonl €] =D lorl x 1= Il =D o
k=1 k=1 k=1 k=1 k=1

k=1
Ainsi |21 + 20 4+ -+ + 20| = |21| + |22] + - + | 2]

T

:Zpk~

k=1

|Zl+22+"'+2’r|: = = x 1=

9] =

Z Pk
k=1

e Montrons par récurrence sur r que la condition est nécessaire.
* Montrons que la propriété est vraie pour r = 2.
Soient z; et zo deux nombres complexes tels que |z1 + 22| = |21] + |22].
On peut trouver deux réels 0 et 6, et deux réels positifs ou nuls p; et po tels que z; = py e et 2o = py €2 non ??

Alors ’Pl e + py €i92’ = |21 + 22| = |21] + |22 = p1 + p2.
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0169 42 = (1 2 ) (1o F ) = (g1 4 ) (pr e 4 pre ),

. ) . . . )
|p1e™ + pae®|” = pT + p1 p2 01702 4 pypr P00 4 p3 = pF (61(01_92) + 6_1(91_92)) p1p2 + p3-

, 12
|p1 e + pae’®|” = pi + 2 p1 p2 cos(61 — 02) + p3.

De plus (p1 + p2)* = pi + 2 p1 p2 + p3.

61 6, |2

Alors pf +2p1 pa cos(b — 02) + p3 = |p1 € + pa e |" = (p1 + p2)> = i + 2 p1 p2 + p3.
Donc 2 py pa cos(bh — 02) = 2 p1 p2. Ou p1 p2 cos(61 — 62) = p1 pa.
Premier cas p1 = 0.
Alors 21 =0 =0 x eif2 = P1 €2 et 7o = 02 ez, Le résultats est montré car 0, € R, p1 € RT et po € RT.
Deuzxiéme cas ps = 0.
Alors zo =0 =0 x 1 = P2 e et 2 = 1 e1. Le résultats est montré car 6; € R, p1 € RT et po € RT.
Troisiéme cas p1 # 0 et pa # 0.
Alors p1 p2 # 0. Comme p; pa cos(61 — 62) = p1 p2 on obtient en divisant par p; ps:cos(6; — 62) = 1.
Donc il existe k dans Z tel que 0 — 65 = k2m. Alors 6; = 6 + k 27 donc et = ¢#02,
Ainsi z; = p1 ef1 et 29 = 02 €1, Le résultats est montré car 6, € R, p1 € RT et po € RT.
Ceci acheve de montrer la propriété pour r = 2.
* Supposons que la propriété est vraie pour un élément r de [2, +oo[ et montrons la pour r + 1.
Soient 21, 2a, ..., zr4+1 7+ 1 complexes tels que |21 +22+- -+ 2,11| = |21|+ 22|+ -+ |2r41]. Posons s = z1+ 20+ -+ 2.
Alors |21+ 22+ -+ 20 +2rp1| = [s+ 20| < sl + 2| = [zt 22+ 2|+ |zra] <z + 22+ + |20 + 2041 ]
Or|z1+204+ -+ 2zrq1| =21+ 22+ - + 2z + 241]. Alors toutes les inégalités précédentes sont des égalités.
Ce qui permet d’écrire que |s + zp11] = |8| + |zr41] €t [8| + |zr41] = |21] + |22] + - + |20| + |2r41]-
Donc |s + zr41| = || + |zry1| €t |21 + 22+ - + 20| = |8] = |21] + |22 + -+ + |20

La premiere égalité donne 'existence d’un réel 6’ et de deux réels positifs ou nuls p et p’ tels que s = pew/ et
Znt1 =p ¢ car la propriété est vraie pour 2.

L’hypothese de récurrence et la seconde égalité montrent qu’il existe un réel 6 et des réels positifs ou nuls
P1, P2y -y Pr tels que VE € [1,7], zx = p €.

pe? =s=z+zm+-Fz.=(pr+p2+---+pr) e

Alors p = [p| = |pl|€®| = |pe| = [(p1 + pa + -+ pr) €| = |p1 + p2+ -+ pr| [ €] = |p1 + p2 + -+ py .
Finalement p = p1 + pa + -+ - + p, car p; + p2 + - - - + p, est positif ou nul.

Alors pe® =s=z214+ 20+ 42, = (p1 +pa+---+pr) €? = pe®. Donc pet? = pet?.

Premier cas p # 0.

Alors € = ¢, Donc z,41 = p' ¢® = p/ €. Posons py41 = p'.

Alors 0 € R, VEk € [1,7 + 1], pr € R* et Yk € [1,7 + 1], 2z = pr €'’. La récurence s’acheve !

Deuzxieme cas p = 0.

Alors p1 + p2 + - - - pr = 0. Comme p1, p2, ..., pr sont des réels positifs ou nuls: p1 = p2 =... = p, =0.
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Donc Yk € [1,7], 2z = pre?® =0=10x e = pr, e . Posons pra1=p'. Alors 2,41 = p’ et = = Pri1 et

Ainsi 0/ € R, Vk € [1,7 + 1], pr € R et Yk € [1,7 4+ 1], 2z = pr €?’. La récurence s’achéve non ?
a) Posons L = {¢ € [1,n] | ax¢ # 0}. Comme Z are =1, il est impossible que L soit vide.
=1

Soit 7 un éléments de L.

Nous allons montrer que V¢ € L, |zy| = |xg| et que V¢ € L, xy = x,, puis nous montrerons que x, = A xk.

n n n n
<Y awewed =D lanel [eel =D anelwel < ane o] = [ax] x 1= |z
=1 =1 =1 =1

n
E Qg0 Ty

=1

k] = [Al o] = [A x| =

Alors les inégalité précédentes sont des égalités.

n

n
E Qe Tg

{=1

n n
Nous retiendrons que E ak.e |ze| = E ak.e || et
(=1 =1

=1
ces deux égalités.

(au ] = feel) ) =0

De plus V¢ € [[1,n]] ake > 0 et |ack\ |z¢| = 0 done V€ € [1,n], ake (Jok| — |ze]) =0

Alors Z (ak,e (|zx] — |£L’g|)> =0 donne V¢ € [1,n], ake (Jog| — |2e]) =
=1

Comme V0 € L, apy¢ #0:V0 € L, || — |zg| = 0. Ainsi V0 € L, |z¢| = |xg].

n
E Qg0 Ty

Notons que l'on a également V¢ € L, |z4| = |z,|. Rappelons que

n
= Z |akyg Jig‘.
=1

=1
La question 3 permet de dire qu’il existe un réels € et n réels positifs ou nuls pi, p2, ..., p, tels que:
Ve € [1,n], axexe = pee?
. (14 ¢ . ¢ I ; ’ ¢

Soit ¢ un élément de L. z; = LL 0 Ainsi |xe| = L) = | LL ‘620’ N

ag.¢ , ag.¢ Qg0 ag.¢

y . .
Comme r est dans L et que |z¢| = |z,| on a — L Pr Alors Ty = Pl oo - Progio Ly
Gk Qk,r Ok, Qk,r

Ainsi V¢ € L, x¢ = z,. Rappelons que si £ est un élément de [1,n] n’appartenant pas & L:ay¢ = 0.

n
Alors)\wkzg ak,gl'g:E Qo Ty = E Ak Ty = Ty E Ak = Ty E ape =2, X 1=z,

{=1 leL leL LeL

’ 11 existe un élément r de [1,n] tel que z, = A zy.

b) Montrons qu’il existe un élément ¢ de N* tel que A\ = 1.

p.

28

= E |ak.e x| et nous allons exploiter successivement

Remarque Dans le principe c’est assez simple. Comme x, est encore une composante de X de module maximal on

peut, comme pour xj, trouver x,» tel que x,» = Ax, = A2 xj. Et on recommence. Comme X un a un nombre fini de

coordonnées, on finira par retomber sur une coordonnée x, déja obtenue et nécessairement non nulle. Alors il existera

q dans N* tel que s = A\ x4 ce qui donnera A\? = 1. C’est ce qu’on lit ”"partout”. Le ”on finira” me géne un peu d’oti

la tentative qui suit pour faire une ”vraie” démonstration...

Raisonnons par I’absurde. Supposons donc que Vg € N*, A7 #£ 1.

Montrons par récurrence que pour tout élément ¢ de N*, il existe un élément k, de [1,n] tel que zg, = A 2.

e La propriété est vraie pour ¢ = 1 d’apres ce qui précede (il suffit de poser k; = 7).
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e Supposons que la propriété est vraie pour un élélément g de N* et montrons la pour ¢ + 1.

L’hypothese de récurrence montre qu’il existe un élément kq de [1,7] tel que z, = A9 xy.

|zk,| = (A ap| = A |zg] = [N |zx] = 1 x |2x] = |2 Alors |2y, | = 11\g/[zagxn |ze].

Alors comme nous ’avons vu dans a) pour xx, on peut trouver un élément k, ;1 de [1,7n] tel que xy, ,, = Az, .
Ainsi wy,,, = Awg, = AN x) = At 2, Ce qui acheve la récurrence.

Montrons alors que les éléments de la suite (k;)q4en+ sont deux a deux distincts.

Supposons qu'il existe deux éléments ¢ et ¢’ de N* tels que ¢ < ¢’ et ky = kg

Alors zy, = Tk, Donc Mz, = \Fe' 2., Comme xj, n’est pas nul, Ak = \Fa’.

Alors Ao’ =Fa = 1 et k, — k, € N*. Ceci contredit I’hypothese.

Alors la suite (kq)qen+ est une suite indexée par N* d’éléments deux a deux distincts de [1,n] qui est un ensemble
fini!

Ceci est donc impossible et 'hypothes Vg € N*, A9 =£ 1 tombe.

Donc il existe un élément g de N* tel que A9 = 1.

Si A est une valeur propre de A de module 1, il existe un élément ¢ de N* tel que A\ = 1.
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Exercice 14 N1 | Caractérisation des droites et des hyperplans stables par un endomorphisme.
Enoncé 1.

E est un espace vectoriel sur K de dimension non nulle n. f est un endomorphisme de E.
Q1. a) Soit u un vecteur propre de f. Montrer que la droite vectorielle D engendrée par u est stable par f.

b) Réciproquement soit D une droite vectorielle de E stable par f. Montrer qu’elle engendrée par un vecteur propre
de f.

On se propose maintenant de caractériser les hyperplans de E stables par f.

On rappelle que deux hyperplans sont égaux si et seulement si leurs équations dans une méme base sont propor-

tionnelles.

Q2. A est la matrice de f dans une base B = (e, es,...,¢e,) de E.

Soit H un hyperplan de E d’équation a; z1 + as x2 + - -+ + a, x,, = 0 dans B.

ay bl

a2 b2
Onpose V=| . | et W="tAV =

anp by

On pose encore H' = {x1e1 + x9ea+ -+ ane, € E| bz +byxo+ -+ by x,, =0}
a) Préciser la dimension de H’' (deux cas).

b) Montrer qu'un élément u de E de matrice X dans B appartient & H si et seulement si ' X'V = 0. Donner un résultat
analogue pour H’.

¢) On suppose que V est un vecteur propre de A associé & la valeur propre A. Montrer que H est stable par f (on
pourra utiliser b) )

d) Réciproquement on suppose que H est stable par f. Montrer alors que H C H’. En déduire, en faisant deux cas
que V est un vecteur propre de tA.
1 1
Q3. IciK=R,n=3et A= 1 1
-1 1

Théme abordé dans oral ESCP 2003 2.3 (avec n = 3), ESCP MI 2001.

1
1 |. Trouver les sous-espaces de E stables par f.
1

a) u est un vecteur propre de f. Donc u est non nul et il existe un élément A de K tel que f(u) = Aw.
Soit D la droite vectorielle de E engendrée par u. f(D) = f(Vect(u)) = Vect (f(u)) = Vect(Au) C Vect(u) = D.
Ainsi D est stable par f.

b) Il existe un vecteur non nul v qui engendre D. Comme D est stable par f, f(u) appartient a D ; ainsi il existe un
élément A de K tel que f(u) = Au.

u étant non nul, u est vecteur propre de f. Donc D est engendrée par un vecteur propre de f.

’ Une droite vectorielle de E est stable par f si et seulement si elle est engendrée par un vecteur propre de f. ‘

a) Si (by,ba,...,b,) # Ogn, H' est un hyperplan donc H' est de dimension n — 1.
Si (b1, bo,...,b,) = 0xn, H est égal & E et H' est de dimension n.
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H' est de dimension n — 1 si (by, ba,...,b,) # Oxn et de dimension n sinon

T

T2
b) Soit u un élément de E de matrice X dans B. On pose X =

T,
ai
a2

ueEH << a1z +asxe+ - +a, 2, =0<= (1 72 ... T,) | =0=t'XV =0
7%

Donc u appartient & H si et seulement si {XV = 0.

De méme u appartient & H' si et seulement si {XW = 0.

’ Un élément u de E de matrice X dans B appartient & H (resp. H') si et seulement si XV =0 (resp. ‘XW = 0). ‘

a

¢) Supposons que V = a:2 est un vecteur propre de *A associé & la valeur propre A\. V n’est pas nul et LAV = \V.
a.n

Soit w un élément de H de matrice X dans la base 5.

*XV =0, (k) car u appartient & H. Alors "(AX)V ='X(*AV) ='X(A\V) = XXV = 04, , ()-

Ainsi f(u) qui a pour matrice AX dans la base B appartient a H.

H est stable par f.
1
d) H est stable par f. Soit u un élément de H de matrice X = x:2 dans la base B. ' XV = Op,, 1 (K)-
x.n
Comme f(u) appartient & H et que la matrice de f(u) dans Best AX :*{(AX)V = O, (k) donc EX(TAV) = Ot 4 (K)-
Alors *XW = 0, , (x) €t ainsi u est dans H'.
Ainsi H est contenu dans H' = {z1e; +z2ea+ -+ xpe, € E|byaxy +byxy + -+ b1 =0}
Premier cas W est nul.
On atAV = O, 1 (x) €t V non nul donc V' est un vecteur propre de tA (associé a la valeur propre 0).
Deuzxiéme cas W n’est pas nul.

Alors dimH' =n—1=dimH. Comme H C H': H = H'.

Alors a1 z1 +a1 1+ +ay1x1 =0et byxy + by xo + -+ + b, x, = 0 sont deux équations de I’hyperplan H dans la
base B.

Ces équations sont donc proportionnelles. Autrement dit il existe un élément A de K (et méme de K*) tel que:
Vk € [[1,%]], by = Aag.

Alors W = AV. Ainsi V n’est pas nul (H est un hyperplan) et AV = A V. V est encore est un vecteur propre de ‘A
(associé a la valeur propre \).
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aq
a2

Un hyperplan de E d’équation ay x1 +as 2 + - - -+ a, x, = 0 dans B est stable par f si et seulement si . est
ap

un vecteur propre de ‘A.

Notons qu’un sous-espace vectoriel de E est de dimension 0, 1, 2 ou 3.

{0g} est le seul sous-espaces vectoriel de ' de dimension 0 et il est stable par f.

E est le seul sous-espace vectoriel de E de dimension 3 et il est stable par f.

Les sous-espaces vectoriels de dimension 1 (resp. 2) de E sont les droites (resp. hyperplans ou plans) de E.

Pour trouver les droites (resp. hyperplans ou plans) de E stables par f nous allons chercher les sous-espaces propres
de f (resp. 'A).

Soit A\ un réel et u =z e; +yes + ze3 un élément de F.

. Nrx+y+z=0
ueKer(f—Aldg) <= (f —A1ldg)(zx) =0 <= (A—AI3) | v — Ny+z=0
i —z+y+(1-XNz=0
1-Nz+y+2z=0
En faisant Lo «— Lo — Ly et Ly «— Lg + Lo il vient uw € Ker(f — A Idg) <= < Az —y) =
( A)(y+2)=0

r+y+z2z2=0 z=0
Si/\O,ueKer(f)\IdE)<:>{ <:>{ .
y+2z=0 z=—y

Alors 0 est valeur propre de f et SEP (f,0) = Vect(es — e3).
—x+y+z=0 Y=z

{ — { |
r—y=0 z=0

Alors 2 est valeur propre de f et SEP (f,2) = Vect(e; + e3).

SiA=2,ueKer(f —A1dg) <

z=y
Supposons que A # 0 et A # 2. Alors u € Ker(f — A Idg) < 2= —¥
I1-XNz=0
SiA#1alors u € Ker(f — A Idg) <= =y =2z =0 et X\ n’est pas valeur propre de f.
Sid=TlalorsucKer(f —A1dg) <= x=yet 2= —y.
Alors 1 est valeur propre de f et SEP (f,1) = Vect(e; + ea — e3).
Ainsi Sp f = {0,1,2}, SEP (f,0) Vect(ez — e3), SEP (f,1) = Vect(e1 + e2 — e3) et SEP (f,2) = Vect(ey + e2).

Rappelons que les droites vectorielles de E stables par f sont les droites vectorielles de E engendrées par un vecteur
propre de f. Notons que les sous-espaces propres de f sont des droites vectorielles ; alors deux vecteurs propres associés
a la méme valeur propre engendrent la méme droite vectorielle.

Alors les droites vectorielles de E stables par f sont les trois sous-espaces propres de f.
SpA=Spf=1{0,1,2}. Montrons que A et *!A ont mémes valeurs propres. Soit A € R.
A € SpA <= A — X3 non inversible <= {(A — X I3) non inversible <= ‘A — \ I3 non inversible <= \ € Sp’A.

Ainsi Sp A = Sp?A donc SptA = {0,1,2}. Cherchons les sous-espaces propres de *A.
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1 1 -1 T
Notons que ‘A= 11 1 1 |.Soit X = y | un élément de M3 1(R).
11 1 z
r+y—2=0
r+y=0 Yy=—x
X € SEP (*A,0) <= "AX = 0, ,(r) <= z+y+20¢¢{ ¢é{
’ z=0 z2=0
r+y+2=0
1
Alors SEP (*A,0) = Vect(| —1 |).
0
r+y—z==x y—2z2=0
y=—x
XeSEP (A= AX =X =< z+y+tz=y < m+z:0c¢{
z=—x
r+yt+z==z2 x+y=0
1
Alors SEP (*A,1) = Vect(| —1 |)
-1
T+y—z=2 Yy—z==x
=0
X €SEP (fA2) <= tAX =2X <= z+y+2z2=2y — y—z=x¢=>{ )
z=y
THy+z=2z y==z
0
Alors SEP (*A,2) = Vect(| 1 |).
1
1 1 0
Ainsi Sp*A = {0,1,2}, SEP (*A,0) = Vect(| —1 |), SEP (*A,1) = Vect(| —1 |) et SEP (*A4,2) = Vect(| 1 |)
0 -1 1

Notons que les sous-espaces propres de ' A sont des droites vectorielles.

a a'

33

Notons également que si | b | et [ b’ | sont deux éléments colinéaires de M3 1(R), les hyperplans de E d’équations

c/

respectives ax + by +cz=0et a’ x + by + ¢ 2 = 0 dans la base B sont identiques.

Finalement les hyperplans de E stables par f sont les hyperplans de E d’équations respectives z—y =0,z —y—2 =0

et y + z = 0 dans la base B.

Les sous-espaces vectoriels de F stables par f sont :
{0p};
les droites vectorielles Vect(es — e3), Vect(e; + ea — e3) et Vect(eg + e3) ;

les hyperplans ou les plans d’équations respectives t —y =0, x —y — z = 0 et y + z = 0 dans la base B;

E.
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Exercice 15 N2 | Caractérisation des droites et des hyperplans stables par un endomorphisme.
Enoncé 2.

E est un espace vectoriel sur K de dimension non nulle n. f est un endomorphisme de F.

Q1. Montrer qu'une droite vectorielle de E est stable par f si et seulement si elle est engendrée par un vecteur propre
de f.

Q2 A est la matrice de f dans la base B = (e, €e9,...,e,) de E.

Montrer qu'un hyperplan de E d’équation a; 1 + as x2 + - - - + a, x,, = 0 dans B est stable par f si et seulement si
aq

%)
est un vecteur propre de ‘A.

a’ﬂ,

Théme abordé dans oral ESCP 2003 2.3 (avec n = 3), ESCP MI 2001.

e Soit D une droite vectorielle stable par f. Il existe un vecteur non nul u qui engendre D. Comme D est stable
par f, f(u) appartient & D ; ainsi il existe un élément A\ de K tel que f(u) = Aw.

u étant non nul, u est vecteur propre de f. Donc D est engendrée par un vecteur propre de f.
e Réciproquement soit D une droite vectorielle de E engendrée par un vecteur propre u de f.
Il existe un élément A de K tel que f(u) = Aw.

f(D) = f(Vect(u)) = Vect (f(u)) = Vect(Au) C Vect(u) = D. Ainsi D est stable par f.

’ Une droite vectorielle de E est stable par f si et seulement si elle est engendrée par un vecteur propre de f. ‘

Soit H un hyperplan de E d’équation aq x1 + as 2 + - - - + a, z,, = 0 dans la base B.
ay
2
Posons V' = . |. Notons que V n’est pas nul car H est un hyperplan.

G,
Observons encore que, comme aq X1 + as T2 + - -+ + a, £, = 0 est une équation de H dans B, un vecteur u de F de
matrice X dans B appartient & H si et seulement si XV = Opm,, 1 (K)-

Z1
To

e Supposons que H est stable par f. Soit u un élément de H de matrice X = . dans la base B. XV = O, 1 (K)-
Tn

Comme f(u) appartient & H et que la matrice de f(u) dans B est AX : *(AX)V = 0, , (x) donc X (PAV) = Opq, , (k)

b1
ba
Posons W ="AV = | _ |. "X(*AV) = O, , ) donne alors by 1 + by 25 + -+ - + by 2, = 0.
b'n/
Ainsi H est contenu dans H' = {z1e; +22ea+ -+ xpe, € E|byaxy +byxy + -+ b1 =0}
Si W est nul on a tAV = O, 1 (x) €t V non nul donc V' est un vecteur propre de tA (associé & la valeur propre 0).

Supposons W non nul. Alors H' est un hyperplan de E qui contient ’hyperplan H. Ainsi H = H' car H et H' ont
la méme dimension finie.
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Alors a1z +a1x1+ - +a1x; =0et byxy + boxo + -+ + b, , = 0 sont deux équations de I’hyperplan H dans la
base B.

Ces équations sont donc proportionnelles. Autrement dit il existe un élément A de K (et méme de K*) tel que:
vk € [[1,”]], b = Aay.

Alors W = AV. Ainsi V n’est pas nul et AV = AV. V est encore est un vecteur propre de ‘A (associé¢ & la valeur

propre \).
a
a2

e Réciproquement supposons que V = . est un vecteur propre de ‘A. Il existe un élément A de K tel que
Qnp

FAV = \V.

Soit u un élément de H de matrice X dans la base B.

PXV = 0pm, (k). Alors "(AX)V =X (PAV) ='X(AV) = XXV = Oy, , (k). Ainsi f(u) qui a pour matrice AX dans
la base B appartient a H.

H est stable par f.

a
az
Un hyperplan de E d’équation aj 1 + as 2 + - - - + a,, ,, = 0 dans B est stable par f si et seulement si . est
Anp
un vecteur propre de tA.
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Exercice 16 N1t | Sous espaces vectoriels stables par un endomorphisme diagonalisable. Enoncé
1.

E est un espace vectoriel de dimension n sur K (n € N*).
f est un endomorphisme diagonalisable de E. A, Ag, ..., A, sont les p valeurs propres de f.
Pour tout élément k de [1,p] on pose Fj, = SEP (f, \).

Q1. Montrer que si G1, Ga, ..., G, sont p sous-espaces vectoriels respectivement de Fy, Fs, ..., F}, alors la somme
G1+ Ga2 + -+ + G, est directe et stable par f.

Q2. Soit G un sous espace vectoriel de F stable par f. On pose pour tout élément k de [1,p], Gx = G N F.
On se propose de montrer que G =G1 @ G2 @ -+ & G,

a) Montrer par récurrence que, pour tout k dans [1,p], si 21, za, ...., £ sont k éléments appartenant respectivement
a by, Fy, ..., Fy et tels que 1 + x2 + - - - + xp € G alors ces éléments appartiennent également a G.

b) Achever la démonstration du résultat proposé et conclure.

Q3. Soit G un sous-espace vectoriel de E stable par f et non réduit & {Og}. Montrer que la restriction g de f
a G est un endomorphisme diagonalisable de G (il faut entendre que g est 'application de G dans G définie par

Vo€ G, g(x) = f(x).
Theme abordé dans oral ESCP 2002 2.22, ESCP MI 2001.

Montrons que la somme G 4+ G2 + - - - + G), est directe.

Soit (1,2, ...,zp) un élément de G; X Go X --- X G, tel que 1 + x2 + -+ +x, = Op.
Comme (z1,x2,...,2,) appartient & Fy x Fy X -+ x F), et que la somme F; + Fy + - - - + F), est directe:
1 =29 =---2p = 0. Ceci achéve de prouver que la somme G; + G2 + - - + G, est directe.

Montrons qu’elle est stable par f.
Soit z un élément de G1 + Go + - - + Gp. I(z1,22,...,2p) EG1 X Ga X -+ X Gp, T=21+ T2+ -+ Tp.

fx) = f(z1) + f(za) + -+ f(zp) = M1 + Aaxa + -+ + Ay xp, car pour tout élément ¢ de [1,p], G; C F; et
F; = SEP (f, \i).

OrVie[l,p], z; € G; donc Vi € [1,p], \iz; € G; et ainsi f(z) =M z1+Xoxe+ -+ X2, €G1+Ga+ -+ Gp.

Si G, Ga, ..., G, sont p sous-espaces vectoriels respectivement de Fy, Fy, ..., F}, alors la somme Gy +Ga+- -+ G),

est directe et stable par f.

a) Montrons par récurrence que, pour tout k dans [1,p], si z1, @a, ...., ) sont k éléments appartenant respec-
tivement a Fy, Fo, ..., F) et tels que x1 + x2 + - - - + xp € G alors ces éléments appartiennent également a G.

C’est clair pour k = 1. Supposons la propriété vraie pour un élément k de [1,p — 1] et montrons la pour &k + 1.

Soient 1, x2, ...., Trp+1 des éléments de E appartenant respectivement a Fy, Fy, ..., Fiy1 et tels que 1 +2o+- - -+ g1
soit dans G. Montrons que ces k + 1 éléments sont dans G.

Posons © = 21 + @2 + -+ + xp11. G est stable par f donc f(x) appartient a G.
fx) = frr+mo+ -+ apq1) = A2+ Aodo+ -+ A1 Tpgr

x et f(z) sont dans G donc Ag1 ¢ — f(x) est dans G.
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Donc Agt12 — f(2) = Mpg1 — A1) 21 + (Mpp1 — X)) za + -+ (A1 — Ak) xk € G et Vi € [1,E], (Aps1 — Ni) 2 € F.
L’hypothese de récurrence montre alors que Vi € [1, k], (Ag+1 — M) x; € G.

Comme Vi € [1, k], Ag+1 — A #0, Vi € [1,k], x; € G.

Alors 1 + 29+ -+ x et x =1 + 22 + - -+ + T4 1 appartiennent & G. Par différence xy1 appartient a G.

Alors Vi € [1,k + 1], x; € G et la récurrence s’acheve.

b) Montrons que G =G1 & G2 & --- B G).

Pour tout k dans [1,p], Gk = G N Fj, est un sous-espace vectoriel de G et de F, et Fy + Fy + - - - + F), est directe donc
la somme G 4+ G2 + - - - + G, est directe et contenue dans G.

Montons l'inclusion inverse. Soit z un élément de G.
Comme E=F, @ Fo®--- @ Fp, Mx1,22,...,0p) EFu x Fyx - xFp, x =21+ 22+ - + 2p.

x =1z + 29+ - + xp appartient & G et pour tout ¢ dans [1,p], x; € F;. La propriété de a) appliquée pour k = p
montre alors que Vi € [1,p], z; € G.

Alors Vi€ [1,p], z; e GNF;=G;. Doncx =x1 + 22+ +2, €G1 B G2 & --- &G,
Par conséquent G C G1 @ G2 @ --- ® G, et finalement :G =G G2 @ -+ - B Gy,

G est donc la somme (directe) de p sous-espaces respectivement contenus dans Fy, Fy, ..., F),.

Un sous-espace G de E est stable par f si et seulement si il existe p sous-espace vectoriels G1, G, ..., G respec-
tivement de Fy, Fy, ..., F telsque G =G1 ® G2 @ --- © Gp.

G est stable par f et non réduite & {Og}. g est une application de G dans G et Va € G, g(z) = f(z).
Comme f est linéaire, g est linéaire. Finalement g est un endomorphisme de G. Montrons que g est diagonalisable.
Pour cela nous allons construire une base de G constituée de vecteurs propres de g.

Posons Vi € [1,n], G;=GNF,. G=G1 &Gy & --- & G, d'apres Q2.

Posons I = {i € [1,p] | G; # {0g}}. I n’est pas vide car G n’est pas réduit & {0z}

G=G12G®---0G) = @ G;. Pour tout ¢ dans I considérons une base B; de G; (qui n’est pas réduit au vecteur
il
nul...).

Comme G = @Gi, B =" U B;" est une base de G. Or pour tout i dans I les éléments de B; sont des vecteurs
il iel
propres de f (associés & la valeur propre )\;) donc de g.

Ainsi B est une base de G constituée de vecteurs propres de g. Alors g est diagonalisable.

’ La restriction de f & un sous-espace vectoriel de E stable par f et non réduit & {Og} est diagonalisable.

Endomorphismes diagonalisables dans la méme base.

FE est un espace vectoriel de dimension non nulle n sur K. f et g sont deux endomorphismes diagonalisables de E tels
que: fog=go f.
Sp(f) = {1, A2, ..., Ay} et pour i dans [1,p], F; est le sous-espace propre de f associé a A;.

Sp(g) = {u1, p2, ..., g} et pour i dans [1,p], pour j dans [1,q], G; est le sous-espace propre de g associé & p;.
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Q1. Montrer que les sous-espaces propres de g sont stables par f.

q
Q2. Montrer que pour ¢ dans [1,p] : F; = @(Fi NG,).
j=1

Q3. En déduire que f et g se diagonalisent dans la méme base.

Q4. Envisager une réciproque.

Soit 4 une valeur propre de g. Soit # un élément de SEP (g, ). g(f(x)) = f(g(z)) = f(pzx) = p f(x).
Donc f(z) appartient & SEP (g, ). Ainsi SEP (g, ) est stable par f.

La symétrie du probléme permet de dire que les sous-espaces propres de f sont stables par g.

’ Les sous-espaces propres de g (resp. f) sont stables par f (resp. g). ‘

Soit ¢ un élément de [1,p]. Montrons que F; N Gy, F; NG, ..., F; N G, sont en somme directe.
Soit (z1,x2,...,xq) un élément de (F; N G1) x (F;NGa) x -+ x (F;NGy) tel que 1 +x2+ -+ + 24 = 0.
Comme G4, Ga, ..., G4 sont en somme directe (ce sont les sous-espaces propres de g) nécessairement :
x1 =x9 =--- = x4 = 0p. Ce qui acheve de montrer que la somme (F; NG1) + (F; NGa) + -+ -+ (F; N Gy) est directe.
Vj € [1,q], FiNnG; C F; donc é(Fi N G,) C F;. Montrons l'inclusion inverse.

j=1

q

Soit = un élément de F;. Comme @ G; = E, puisque g est diagonalisable, il existe un unique élément (1,2, ...,zq)
de G1 X Gg X --- x G4 tel quea:i:;1+a:2+~-~+xq.
Ne reste plus alors qu’a montrer que x1, T2, ..., T4 sont des éléments de F; ce qui n’est pas une totale évidence.
T=a1+ T2+ -+ x4 et T est élément de F;. Ainsi \ij(z1 +xo+ -+ x4) = Nz = f(z) = f(z1) + fze) + - - fzg).
Donc (A\jz1 — f(z1)) + Niza — f(z2)) + -+ (Nizg — f(2q)) = 0g.
Soit j un élément de [1,q]. =, appartient & G; et G; est stable par f car c’est un sous-espace propre de g.

Par conséquent z; et f(z;) sont deux éléments de G; donc A; z; — f(z;) est encore un élément de G,.

Alors (/\z xr1 — f(fﬂl)) + (/\z To — f(fﬂg)) + -+ (/\1 Tq — f(l’q)) = 0Og, Vj S Hl,q]], i Tj — f(l‘]) S Gj et la somme
G1+ Ga + - + G, est directe.

Ainsi \; z1 — f(z1) = Mixa — f(z2) - = Mizg — f(zg) = 0g. Donc Vj € [1,¢], f(z;) =Xz ouVj € [l,q], z; € F;.
Alorsz =z1+zo+ -+, € (FsNG) + (FiNGa) + -+ + (F; NGy) et ceci pour tout élément = de F;.
Donc F; C (F;NG1) 4+ (F;NGa) + -+ (F; N Gy). Finalement :

F; = é(Fl n GJ) .

Jj=1

Fixons i dans [1,p]. Posons S; = {j € [1,q] | Fi NG, # {0g}}.

q

Supposons que S; est vide. Alors Vj € [1,q], F; NG = {0g} donc F; = @(FZ NG;) ={0g} ce qui n’est pas car F;
j=1

est un sous-espace propre de f.



JF.C. p.39

Donc S; n’est pas vide et F; = GB(FZ NGj).
JES;

Pour tout élément j de S; considérons une base B; ; de F; N G;.

Comme F; = @ (F;NG,), B =« U B; ; 7 est une base de F; nécessairement constituée de vecteurs propres de f
JES; JES;
et de g.

P p
E = @ F;, donc B= ¢ U B; 7 est une base de E et ses vecteurs sont des vecteurs propres de f et de g.
i=1 i=1

Alors les matrices de f et de g dans cette base B sont diagonales.

’ f et g se diagonalisent dans la méme base.

Ici f et g sont deux endomorphismes qui se diagonalisent dans la méme base By de E. Montrons que fog = go f.

By est une base de E constituée de vecteurs propres pour f et pour g. Alors les matrices de f et g dans la base By
sont, diagonales donc commutent.

MBo(fog) = MBo(f) MBo(g) = MBo(g) MBo(f) = MBo(gof)' Alors fog=go f.

’ Si f et g sont deux endomorphismes de E' qui se diagonalisent dans la méme base: fog=go f. ‘

Finalement :

’ Si f et g sont deux endomorphismes de E, f et g se diagonalisent dans la méme base si et seulement si fog = go f. ‘

u et celle de u?

Exercice 18 N2 | Lien entre la diagonalisibilité de u et celle de u?.

FE est un espace vectoriel sur K de dimension n non nulle. u est un endomorphisme de E.

Q1. Montrer que si u est diagonalisable alors u? est diagonalisable et Ker u? = Ker .

Dans toute la suite on suppose u? diagonalisable.

Q2. On suppose que A est une valeur propre non nulle de u? telle qu’il existe a dans K vérifiant o = \.
Montrer que SEP (u?,\) = Ker(u — aldg) @ Ker(u + aldg).

En déduire qu’il existe une base de SEP (u2, /\) constituée de vecteurs propres de u.

Q3. On suppose que K = C. Montrer que si Keru? = Keru alors u est diagonalisable. Et si K =R ?
Theéme abordé dans oral ESCP 2000 2-1, 2005 2.6, 2012 2.2. Théme implicite dans oral ESCP 2006 2.17.

Soit B = (e1,ea,...,6,) une base de E constituée de vecteurs propres de u respectivement associés aux valeurs

Propres 71, Y2, - Yn-

Vk € [1,n], u(ex) =y ex donc V& € [1,n], u?(ex) =7 er. Alors B = (e1,ea,...,€,) est une base de E constituée de

vecteurs propres de u? respectivement associés aux valeurs propres 77, 73, ..., 72. u? est diagonalisable.

Soit x un élément de E de coordonnées (x1,xa,...,x,) dans la base B.

n n n
2 2
T = E g ek, u(x) = g Tk Yk e et ut(x) = g Tk Vi, €k-
k=1 k=1 k=1
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x € Keru <= u(z) =0 < Vk € [1,n], 2x =0<= Vk € [1,n], z =0 ou 7% = 0.
z € Keru <= Vk € [L,n], 2, =00our? =0<=Vk € [1,n], 2x7; = 0 < v*(x) = 0p < z € Keru?.

Alors Ker u = Ker u2.

’ Si u est diagonalisable alors u? est diagonalisable et Ker u? = Ker u ‘

a) Soit x un élément de Ker(u—aldg). u(r) = ax donc u?(r) = o® x = Ax. Ainsi x appartient & Ker(u—aldg).

Par conséquent Ker(u —aldg) est un sous-espace vectoriel de Ker(u —AIdg). On montre de méme que Ker(u+aldg)
est un sous-espace vectoriel de Ker(u — M\ dg).

Montrons maintenant que SEP (u?,\) = Ker(u — aldg) @ Ker(u + aldg).
Soit 2 un élément de SEP (u? ). u(z) = Az.
Montrons par analyse/synthése qu’il existe un unique élément (y, z) de Ker(u—aldg) xKer(u+aldg) tel que x = y+2z.

Analyse/unicité. Supposons que z =y + z avec y dans Ker(u — aldg) et z dans Ker(u + aldg).

1
u(y) = ay et u(z) = —azdoncu(z) =ay—az y+z=xety—z=—u(z) (o n'est pas nul car A n’est pas nul).
o
. . . 1 1 . C . -
Par addition et soustraction on obtient : y = o (a x+u(x)> et z = %0 (a x—u(x)). D’oti 'unicité de la décomposition.
o o

1 1
Synthese/existence. Posons:y = % (az+ u(x)) et z = % (vx — u(az)) Clairement x =y + z.
a a

u(y) ! (au(x)+u2(x)) = % (au($)+)\m) S (au(z)+a’z) = ai (u(@)+ax) =ay. ycKer(f—aldg).

:% 2c

On montre de la méme maniere que z € Ker(f + a Idg). D’ou l'existence de la décomposition.

SEP (u?,\) = Ker(u — aldg) @ Ker(u + aldg) |

Montrons qu'il existe une base de SEP (ug, )\) constituée de vecteurs propres de u. Envisageons trois cas.

e Ker(u + aldg) = {0g}. Alors SEP (u? \) = Ker(u — aldg) donc toute base de SEP (u?,\) est constituée de
vecteurs propres de u associés a la valeur propre «.

e Ker(u — aldg) = {0g}. Alors SEP (u?,A) = Ker(u 4+ aldg) donc toute base de SEP (u?,\) est constituée de
vecteurs propres de u associés a la valeur propre —a.

o Ker(u — aldg) # {0g} et Ker(u + aldg) # {0g}. Soient S; une base de Ker(u — aldg) et Sy une base de
Ker(u+ aldg). 81 US, est une base de SEP (u?, \) constituée de vecteurs propres de u.

Si A est une valeur propre non nulle de u? telle quil existe o dans K vérifiant a? = X alors il existe une

base de SEP (u2, )\) constituée de vecteurs propres de u.

On suppose que K = C, que Keru? = Keru et que u? est diagonalisable. Montrons que u est diagonalisable.
1°" cas: u? est I’endomorphisme nul.
Alors Keru = Keru? = E. Ainsi u est également "endomorphisme nul. Par conséquent u est diagonalisable.

2°™me cas: u? est n’est pas I’endomorphisme nul.

2 2

Comme u* est diagonalisable, u° a au moins une valeur propre non nulle. Notons Aq, Ag, ..., A, les valeurs propres

non nulles de u2.

Comme K = C, pour tout k dans [1, p], il existe aj dans K tel que aﬁ = Ag.
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D’apres la question précédente, pour tout élément k de [1,p], il existe une base By de SEP (u2,)\k) constituée de
vecteurs propres de wu.

Distinguons encore deux cas.
a) 0 n’est pas valeur propre de u?.

Spu? = {1, A2,..., \p}. u? est diagonalisable donc E = SEP (u2, )\1) P SEP (ug, )\2) --- @ SEP (u2, )\p).

Alors "By U By ---UB,” est une base de E constituée de vecteurs propres de u (et de u?). Ainsi u est diagonalisable.
b) 0 est valeur propre de u?.

Soit By une base de Keru? et de Keru. Les éléments de By sont des vecteurs propres de u et u?.

Spu? = {0, A1, A, ..., A\p}. u? est diagonalisable donc E = Keru® @ SEP (f, A1) @ SEP (f, \2)--- @ SEP (f,A,).

Alors By U By U By -+ U B, est alors une base de F constituée de vecteurs propres de u (et de u?). Ainsi u est
diagonalisable.

Si u est un endomorphisme d'un C-espace vectoriel, u est diagonalisable si et seulement si Ker u? = Keru

et u? est diagonalisable.

Montrons que le résultat ne vaut pas si K = R et si ’espace vectoriel considéré est de dimension au moins deux.

Soit B = (eq,eq,...,e,) une base d'un espace vectoriel E de dimension n sur R avec n > 2.

Considérons ’endomorphisme u de E tel que u(ey) = e, u(ez) = —ey et Vk € [3,n], u(er) = ek.

(u(er),ulez), ..., u(e,)) étant une base de E, u est un automorphisme de E car il transforme la base B de E en une
base de E.

u? est un également un automorphisme de F comme composé de deux automorphismes de E.
Ainsi Keru = Keru? = {0g}.
Visiblement u? = —Idg. Finalement u? est diagonalisable et Ker u? = Ker .

1" cas:n = 2.

0

Iei Mp(u) = (1 _01) Soit A un réel. A € Spu <= X € Sp Mg(u) <= ‘ A -l

_ 2 _
1 _)\’—O<:>)\ +1=0.
Donc u n’a pas de valeur propre et ainsi v n’est pas diagonalisable.

tme cagip > 3.

Soit A un réel et soit x = x1e1 +xoe9 + -+ 2, €, un élément de E.

Z1

X
v € Ker(u— A 1dp) <= (u— A dp)(2) = 0p <= (Ms(u) ~ A1dp) | . | = Op, . 0)-

Ty,

—Ax1—29=0 To = —ATq
xe€Ker(u—AIdg) <= < 1 — Az =0 =< (1+X)2=0

Vke[3,n], (1—-Nzr=0 Vk e [3,n], (1—Nzp=0

X1 = T = 0
x € Ker(u — A Idg) <= car 1+ A% n’est pas nul.
Vke[3,n], 1—=X)xr=0

T = Tg = 0
SiA#1l:x € Ker(u—A1dg) < <= x = 0p, et A n’est pas valeur propre de u.
Vk e [3,n], 2y =0

Supposons que A = 1. Alors z € Ker(u — A Idg) <= 21 = 22 = 0.
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Donc A est valeur propre de u et SEP (u, \) = Vect(es, €4, ..., €,).
Finalement Spu = {1} et dim SEP (u,1) = n — 2. Donc u n’est pas diagonalisable.

Dans les deux cas u? est diagonalisable, Ker u? = Keru et u n’est pas diagonalisable.

’ Le résultat ne vaut pas si K=R et si n > 2.




