






Ecricome 2006. Exercice 2.

On considère la fonction f des deux variables réelles x, t, définie par :

f(x, t) = e−t
2√

1 + xt

1) Etude de f .

a) Justifier que f est de classe C2 sur [0,+∞[×[0,+∞[.

b) Pour (x, t) ∈ [0,+∞[×[0,+∞[, calculer

∂f

∂x
(x, t) et

∂2f

∂x2
(x, t)

c) Montrer que pour (x, t) ∈ [0,+∞[×[0,+∞[,
∣

∣

∣

∣

∂2f

∂x2
(x, t)

∣

∣

∣

∣

6
t2

4
e−t

2

2) Montrer que pour tout réel α strictement positif, l’intégrale
∫ +∞

0

tαe−t
2

dt

est convergente.
En déduire que pour tout réel x positif, les intégrales suivantes sont convergentes :

∫ +∞

0

e−t
2√

1 + xtdt et

∫ +∞

0

te−t
2

√
1 + xt

dt

3) On considère la fonction g définie sur [0,+∞[ par

g(x) =

∫ +∞

0

f(x, t) dt =

∫ +∞

0

e−t
2√

1 + xtdt

a) Sans chercher à calculer la dérivée de g, montrer que g est croissante sur [0,+∞[.

b) Soit x0 ∈ [0,+∞[.
Montrer que pour (x, t) ∈ [0,+∞[×[0,+∞[,

∣

∣

∣

∣

f(x, t)− f(x0, t)− (x− x0)
∂f

∂x
(x0, t)

∣

∣

∣

∣

6
t2

8
e−t

2 |x− x0|2

c) En déduire que pour x0 ∈ [0,+∞[,
∣

∣

∣

∣

g(x)− g(x0)− (x− x0)

∫ +∞

0

∂f

∂x
(x0, t) dt

∣

∣

∣

∣

6
|x− x0|2

8

∫ +∞

0

t2e−t
2

dt

d) Montrer que g est dérivable sur [0,+∞[ et que g′ est définie par

g′(x) =

∫ +∞

0

∂f

∂x
(x, t) dt

Retrouver le sens de variations de g.
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EXERCICE 2

1. a. Notons que le simple fait que f soit de classe C2 sur [0,+∞[×[0,+∞[ ne donne pas l’existence de
∂f

∂x
(x, t) et de

∂2f

∂x2
(x, t) pour tout (x, t) dans [0,+∞[×[0,+∞[ car le domaine de définition de f n’est pas

[0,+∞[×[0,+∞[. Il faut donc en faire un peu plus au niveau du a) pour pouvoir traiter le b) dans de bonnes

conditions...

Posons ∀(x, t) ∈ R
2, ϕ(x, t) = 1 + x t. ϕ est de classe C2 sur R

2 car c’est une fonction polynôme. En

particulier ϕ est continue sur R
2.

Posons Ω = {(x, t) ∈ R
2 | 1 + x t > 0}. Observons que Ω = ϕ−1(]0,+∞[).

Ω est donc l’image réciproque d’un ouvert de R par une application continue de R
2 dans R. Ω est donc un

ouvert de R
2 (programme de première année...)

Montrons alors que f est de classe C2 sur l’ouvert Ω.

(x, t) → −t2 est de classe C2 sur Ω, car c’est une fonction polynôme, et u → eu est de classe C2 sur R ; par

composition (x, t)→ e−t2 est de classe C2 sur Ω.

ϕ est de classe C2 sur Ω, ∀(x, t) ∈ Ω, ϕ(x, t) ∈ R
+ ∗ et u → √

u est de classe C2 sur R
+ ∗ ; par composition

(x, t)→
√
1 + x t est de classe C2 sur Ω.

Alors par produit f est de classe C2 sur Ω.

f est de classe C2 sur l’ouvert Ω = {(x, t) ∈ R
2 | 1 + x t > 0}.

N Remarque Ce résultat assure l’existence de
∂f

∂x
(x, t) et de

∂2f

∂x2
(x, t) lorsque (x, t) est dans Ω. H

Notons que ∀(x, t) ∈ [0,+∞[×[0,+∞[, 1 + x t > 1 > 0 donc [0,+∞[×[0,+∞[⊂ Ω. Ainsi

f est de classe C2 sur [0,+∞[×[0,+∞[.

b. ∀(x, t) ∈ Ω, f(x, t) = e−t2
√
1 + x t donc ∀(x, t) ∈ Ω,

∂f

∂x
(x, t) = e−t2 t

2
√
1 + x t

=
t

2
e−t2(1 + x t)−

1
2 .

Alors ∀(x, t) ∈ Ω,
∂2f

∂x2
(x, t) =

t

2
e−t2

(

−1
2

)

t (1 + x t)−
3
2 = − t2

4
e−t2 1

(1 + x t)
3
2

· En particulier :

∀(x, t) ∈ [0,+∞[×[0,+∞[,
∂f

∂x
(x, t) =

t

2
e−t2 1

√

(1 + x t)
·
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∀(x, t) ∈ [0,+∞[×[0,+∞[,
∂2f

∂x2
(x, t) = − t2

4
e−t2 1

(1 + x t)
3
2

·

c. ∀(x, t) ∈ [0,+∞[×[0,+∞[, 1 + x t > 1 donc ∀(x, t) ∈ [0,+∞[×[0,+∞[,
√
1 + x t > 1.

Ainsi ∀(x, t) ∈ [0,+∞[×[0,+∞[,
1√

1 + x t
6 1 et 0 6

t2

4
e−t2 .

Alors ∀(x, t) ∈ [0,+∞[×[0,+∞[,

∣

∣

∣

∣

∂2f

∂x2
(x, t)

∣

∣

∣

∣

=
t2

4
e−t2 1√

1 + x t
6

t2

4
e−t2 .

∀(x, t) ∈ [0,+∞[×[0,+∞[,

∣

∣

∣

∣

∂2f

∂x2
(x, t)

∣

∣

∣

∣

6
t2

4
e−t2 .

2. Soit α un réel strictement positif. Posons ∀t ∈]0,+∞[, hα(t) = tα e−t2 .

hα est continue sur ]0,+∞[ et lim
t→0

hα(t) = 0. Ainsi hα est prolongeable par continuité en 0.

Ceci donne déjà la convergence de

∫ 1

0

hα(t) dt. Montrons la convergence de

∫ +∞

1

hα(t) dt.

∀t ∈ [1,+∞[, t 6 t2 donc ∀t ∈ [1,+∞[, −t2 6 −t. Alors ∀t ∈ [1,+∞[, 0 6 e−t2 6 e−t et 0 6 tα.

Ainsi ∀t ∈ [1,+∞[, 0 6 hα(t) 6 tα e−t.

α+ 1 étant strictement positif, Γ(α+ 1) =

∫ +∞

0

tα e−t dt existe. En particulier

∫ +∞

1

tα e−t dt converge.

Les règles de comparaison sur les intégrales généralisées des fonctions positives montrent alors la convergence

de

∫ +∞

1

hα(t) dt. Ceci achève de montrer que :

pour tout réel α strictement positif,

∫ +∞

0

tα e−t2 dt converge.

N Exercice Montrer en fait que cette intégrale converge si et seulement si α ∈]− 1,+∞[. H

Soit x un réel positif. Posons : ∀t ∈ [0,+∞[, u(t) = e−t2
√
1 + xt.

• u est continue sur [0,+∞[.

Rusons un peu pour éviter l’équivalent qui oblige à faire deux cas x = 0 et x 6= 0 ; le premier cas ne passant

pas dans le résultat précédent à cause du α strictement positif...

Observons que

∫ 1

0

u(t) dt converge. Montrons alors que

∫ +∞

1

u(t) dt converge.

• ∀t ∈ [1,+∞[, 0 6 u(t) = e−t2
√
1 + x t 6 e−t2

√
t+ x t =

√
1 + x t1/2 e−t2 ;

•
∫ +∞

1

t1/2 e−t2 dt converge car

∫ +∞

0

t1/2 e−t2 dt converge d’après ce qui précède, ainsi

∫ +∞

1

√
1 + x t1/2 e−t2 dt converge également.
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Les règles de comparaison sur les intégrales généralisées des fonctions positives montrent alors la convergence

de

∫ +∞

1

u(t) dt. Ceci achève de montrer la convergence de

∫ +∞

0

u(t) dt.

Posons : ∀t ∈ [0,+∞[, v(t) =
t e−t2

√
1 + x t

·

• v est continue sur [0,+∞[.

• ∀t ∈ [0,+∞[, 0 6 v(t) =
t e−t2

√
1 + x t

6 t e−t2 .

•
∫ +∞

0

t e−t2 dt converge d’après le début de la question.

Les règles de comparaison sur les intégrales généralisées des fonctions positives montrent alors la convergence

de

∫ +∞

0

v(t) dt.

Pour tout réel x positif ,

∫ +∞

0

e−t2
√
1 + xtdt et

∫ +∞

0

t e−t2

√
1 + x t

dt convergent.

3. a) Soient x et y deux éléments de [0,+∞[ tels que x 6 y.

∀t ∈ [0,+∞[, 0 6 1 + x t 6 1 + y t donc ∀t ∈ [0,+∞[,
√
1 + x t 6

√

1 + y t et 0 6 e−t2 .

Alors ∀t ∈ [0,+∞[, e−t2
√
1 + x t 6 e−t2

√

1 + y t.

En intégrant il vient

∫ +∞

0

e−t2
√
1 + x tdt 6

∫ +∞

0

e−t2
√

1 + y tdt ou g(x) 6 g(y).

∀(x, y) ∈ [0,+∞[2, x 6 y ⇒ g(x) 6 g(y).

g est croissante sur [0,+∞[.

b. Fixons t dans [0,+∞[ et posons : ∀x ∈ [0,+∞[, ℓt(x) = f(x, t).

f étant de classe C2 sur l’ouvert Ω qui contient [0,+∞[×[0,+∞[, on peut affirmer que ℓt est de classe C2 sur

[0,+∞[.

De plus ∀x ∈ [0,+∞[, ℓ′t(x) =
∂f

∂x
(x, t) et ℓ′′t (x) =

∂2f

∂x2
(x, t).

L’inégalité de Taylor-Lagrange appliquée à l’ordre 1 à ℓt permet d’écrire que :

∀x ∈ [0,+∞[, |ℓt(x)− ℓt(x0)− (x− x0) ℓ
′

t(x0)| 6
|x− x0|2

2
Max

u∈[Min(x0,x),Max(x0,x)]
|ℓ′′t (u)|.

Ainsi ∀x ∈ [0,+∞[,

∣

∣

∣

∣

f(x, t)− f(x0, t)− (x− x0)
∂f

∂x
(x0, t)

∣

∣

∣

∣

6
|x− x0|2

2
Max

u∈[Min(x0,x),Max(x0,x)]

∣

∣

∣

∣

∂2f

∂x2
(u, t)

∣

∣

∣

∣

.

La majoration de 1. c. donne : ∀u ∈ [0,+∞[,

∣

∣

∣

∣

∂2f

∂x2
(u, t)

[

6
t2

4
e−t2 .

Ainsi ∀x ∈ [0,+∞[, Max
u∈[Min(x0,x),Max(x0,x)]

∣

∣

∣

∣

∂2f

∂x2
(u, t)

∣

∣

∣

∣

6
t2

4
e−t2 . Par conséquent :
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∀x ∈ [0,+∞[,

∣

∣

∣

∣

f(x, t)− f(x0, t)− (x− x0)
∂f

∂x
(x0, t)

∣

∣

∣

∣

6
|x− x0|2

2

t2

4
e−t2 =

t2

8
e−t2 |x− x0|2.

Si x0 ∈ [0,+∞[, ∀(x, t) ∈ [0,+∞[2,

∣

∣

∣

∣

f(x, t)− f(x0, t)− (x− x0)
∂f

∂x
(x0, t)

∣

∣

∣

∣

6
t2

8
e−t2 |x− x0|2.

c. Soit x0 un élément de [0,+∞[. Soit x un élément de [0,+∞[.

∀t ∈ [0,+∞[, 0 6

∣

∣

∣

∣

f(x, t)− f(x0, t)− (x− x0)
∂f

∂x
(x0, t)

∣

∣

∣

∣

6
t2

8
e−t2 |x − x0|2 et

∫ +∞

0

t2

8
e−t2 |x− x0|2 dt

converge d’après la question 2.

Les règles de comparaison sur les intégrales généralisées des fonctions positives montrent alors la convergence

de

∫ +∞

0

∣

∣

∣

∣

f(x, t)− f(x0, t)− (x− x0)
∂f

∂x
(x0, t)

∣

∣

∣

∣

dt. De plus :

∫ +∞

0

∣

∣

∣

∣

f(x, t)− f(x0, t)− (x− x0)
∂f

∂x
(x0, t)

∣

∣

∣

∣

dt 6

∫ +∞

0

t2

8
e−t2 |x− x0|2 dt =

|x− x0|2
8

∫ +∞

0

t2 e−t2 dt.

Ainsi

∫ +∞

0

(

f(x, t)− f(x0, t)− (x− x0)
∂f

∂x
(x0, t)

)

dt est absolument convergente (donc convergente) et

l’on peut écrire :
∣

∣

∣

∣

∫ +∞

0

(

f(x, t)− f(x0, t)− (x− x0)
∂f

∂x
(x0, t)

)

dt

∣

∣

∣

∣

6

∫ +∞

0

∣

∣

∣

∣

f(x, t)− f(x0, t)− (x− x0)
∂f

∂x
(x0, t)

∣

∣

∣

∣

dt.

Finalement :
∣

∣

∣

∣

∫ +∞

0

(

f(x, t)− f(x0, t)− (x− x0)
∂f

∂x
(x0, t)

)

dt

∣

∣

∣

∣

6
|x− x0|2

8

∫ +∞

0

t2 e−t2 dt.

Alors

∣

∣

∣

∣

∫ +∞

0

f(x, t) dt−
∫ +∞

0

f(x0, t) dt− (x− x0)

∫ +∞

0

∂f

∂x
(x0, t) dt

∣

∣

∣

∣

6
|x− x0|2

8

∫ +∞

0

t2 e−t2 dt car

toutes les intégrales convergent.

Ainsi

∣

∣

∣

∣

g(x)− g(x0)− (x− x0)

∫ +∞

0

∂f

∂x
(x0, t) dt

∣

∣

∣

∣

6
|x− x0|2

8

∫ +∞

0

t2 e−t2 dt.

∀x0 ∈ [0,+∞[,∀x ∈ [0,+∞[,

∣

∣

∣

∣

g(x)− g(x0)− (x− x0)

∫ +∞

0

∂f

∂x
(x0, t) dt

∣

∣

∣

∣

6
|x− x0|2

8

∫ +∞

0

t2 e−t2 dt.

d. Soit x0 un élément de [0,+∞[. Soit x un élément de [0,+∞[ distinct de x0.
∣

∣

∣

∣

g(x)− g(x0)− (x− x0)

∫ +∞

0

∂f

∂x
(x0, t) dt

∣

∣

∣

∣

6
|x− x0|2

8

∫ +∞

0

t2 e−t2 dt. En divisant par |x− x0| il vient :

0 6

∣

∣

∣

∣

g(x)− g(x0)

x− x0
−

∫ +∞

0

∂f

∂x
(x0, t) dt

∣

∣

∣

∣

6
|x− x0|

8

∫ +∞

0

t2 e−t2 dt.

Or lim
x→x0

( |x− x0|
8

∫ +∞

0

t2 e−t2 dt

)

= 0.

Alors, par encadrement, on obtient : lim
x→x0

g(x)− g(x0)

x− x0
=

∫ +∞

0

∂f

∂x
(x0, t) dt.

Ainsi g est dérivable en x0 et g′(x0) =

∫ +∞

0

∂f

∂x
(x0, t) dt.
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g est dérivable sur [0,+∞[ et ∀x ∈ [0,+∞[, g′(x) =

∫ +∞

0

∂f

∂x
(x, t) dt.

∀(x, t) ∈ [0,+∞[2,
∂f

∂x
(x, t) =

t

2
e−t2 1√

1 + x t
> 0, donc ∀x ∈ [0,+∞[, g′(x) =

∫ +∞

0

∂f

∂x
(x, t) dt > 0.

On retrouve ainsi la croissance de g sur [0,+∞[.





















1

EDHEC 2001

Problème

On désigne par n et r deux entiers naturels vérifiant n > 2 et r > 3.

On considère une épreuve aléatoire pouvant aboutir à r résultats différents R1, R2, ..., Rr de probabilités

respectives x1, x2, ..., xr. On admet que, pour tout i de [[1, r]], 0 < xi < 1.

On effectue n épreuves indépendantes du type de celle décrite ci-dessus.

Pour tout i de [[1, r]], on note Xi la variable aléatoire qui vaut 1 si le résultat numéro i n’est pas obtenu à

l’issue de ces n épreuves et qui vaut 0 sinon.

On désigne par X la variable aléatoire égale au nombre de résultats qui n’ont pas été obtenus à l’issue des

n épreuves.

1) a. Exprimer la variable X en fonction de X1, X2, ..., Xr.

b. Donner la loi de Xi pour tout i de {1, 2, ..., r}.

c. En déduire que l’espérance de X est E(X) =
r
∑

i=1

(1− xi)
n.

La suite de cet exercice consiste à rechercher les valeurs des réels xi en lesquelles E(X) admet un minimum

local.

2) a. Donner la valeur de x1 + x2 + · · · + xr puis écrire E(X) comme une fonction, que l’on notera f , des

(r − 1) variables x1, ..., xr−1.

La fonction f est donc définie sur l’ouvert
(

]0, 1[
)r−1

de R
r−1.

b. Montrer que f est de classe C2 sur
(

]0, 1[
)r−1

.

3) a. Déterminer les dérivées partielles d’ordre 1 de f .

b. Montrer que le seul point de R
r−1 en lequel les dérivées partielles d’ordre 1 de f s’annulent simul-

tanément est le point R =

(

1

r
,
1

r
, · · · , 1

r

)

.

4) Déterminer la matrice M , élément deMr−1(R), dont l’élément situé à l’intersection de la ligne i et de la

colonne j est
∂2f

∂xi∂xj

(R).

5) On pose A = I + J , où I est la matrice unité de Mr−1(R) et J la matrice de Mr−1(R) dont tous les

éléments sont égaux à 1.

a. Montrer que J est diagonalisable.



2

b. Exprimer J2 en fonction de J et r. En déduire que les valeurs propres de J sont 0 et r − 1.

c. Montrer que le sous-espace propre de J associé à la valeur propre r − 1 est de dimension 1.

d. Utiliser une base deMr−1,1(R) formée de vecteurs propres de J pour montrer que A est diagonalisable

et qu’il existe une matrice P d’inverse tP , telle que A = PDtP où D est la matrice diagonale deMr−1(R)

dont les (r − 2) premiers éléments diagonaux sont égaux à 1, celui de la (r − 1)
ème

ligne étant égal à r.

6) a. Déduire des questions précédentes que pour tout H non nul deMr−1,1(R),
tHMH > 0.

b. En posant tH = (h1, h2, . . . , hr−1), exprimer
tHMH en fonction des réels hi et des dérivées partielles

d’ordre 2 de f au point R.

c. En déduire que f présente un minimum local au point R.

d. Donner la valeur de E(X) correspondant à ce minimum.
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1) a. X est la variable aléatoire égale au nombre de résultats non obtenus à l’issue des n épreuves.

Pour tout élément i de [[1, r]], Xi est la variable aléatoire qui vaut 1 si le résultat numéro i n’est pas obtenu

à l’issue de ces n épreuves et qui vaut 0 sinon. Ainsi la somme X1 +X2 + · · ·+Xr est égale au nombre de

variables aléatoires de la suite (X1, X2, . . . , Xr) ayant pris la valeur 1 à l’issue des n épreuves ; c’est à dire

au nombre de résultats non obtenus à l’issue des n épreuves. Finalement :

X = X1 +X2 + · · ·+Xr.

b. Soit i un élément de [[1, r]]. Pour tout élément k de [[1, n]] notons Bk
i l’événement le résultat Ri n’est pas

obtenu à la kème épreuve.

Les événements B1
i , B2

i , ..., Bn
i sont indépendants.

Alors P (Xi = 1) = P (B1
i ∩B2

i ∩· · ·∩Bn
i ) = P (B1

i )P (B
2
i ) · · ·P (Bn

i ) = (1−xi)(1−xi) · · · (1−xi) = (1−xi)
n.

Pour tout élément i de [[1, r]], P (Xi = 1) = (1− xi)
n et P (Xi = 0) = 1− (1− xi)

n.

c. X =
r

∑

i=1

Xi. La linéarité de l’espérance donne alors :E(X) =
r

∑

i=1

E(Xi).

Or, pour tout élément i de [[1, r]], E(Xi) = P (Xi = 1) = (1− xi)
n. Ainsi

E(X) =

r
∑

i=1

(1− xi)
n.

2) a. Pour tout élément i de [[1, r]], notons Si l’événement la première épreuve donne le résultat Ri.

(S1, S2, . . . , Sr) est un système complet d’événements donc :

x1 + x2 + · · ·+ xr = P (S1) + P (S2) + · · ·+ P (Sr) = P (S1 ∪ S2 ∪ · · · ∪ Sr) = 1. Alors :

x1 + x2 + · · ·+ xr = 1.

E(X) =
r

∑

i=1

(1− xi)
n =

r−1
∑

i=1

(1− xi)
n + (1− xr)

n. Or 1− xr = x1 + x2 + · · ·+ xr−1 donc :

E(X) =
r−1
∑

i=1

(1− xi)
n +

(

r−1
∑

i=1

xi

)n

= f(x1, x2, . . . , xr−1) où f est la fonction définie par :

∀(t1, t2, . . . , tr−1) ∈ (]0, 1[)r−1, f(t1, t2, . . . , tr−1) =
r−1
∑

i=1

(1− ti)
n +

(

r−1
∑

i=1

ti

)n

.

b. f est une fonction polynômiale donc

f est de classe C2 sur (]0, 1[)r−1.
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3) a. ∀(t1, t2, . . . , tr−1) ∈ (]0, 1[)r−1, f(t1, t2, . . . , tr−1) =

r−1
∑

i=1

(1− ti)
n +

(

r−1
∑

i=1

ti

)n

donc

∀k ∈ [[1, r − 1]], ∀(t1, t2, . . . , tr−1) ∈ (]0, 1[)r−1,
∂f

∂tk
(t1, t2, . . . , tr−1) = −n(1− tk)

n−1 + n

(

r−1
∑

i=1

ti

)n−1

.

b. Notons S l’ensemble des points de (]0, 1[)r−1 où les dérivées partielles d’ordre 1 de f s’annulent simul-

tanément.

Soit T = (t1, t2, . . . , tr−1) un élément de (]0, 1[)
r−1.

T ∈ S ⇔ ∀k ∈ [[1, r − 1]],
∂f

∂tk
(T ) = 0⇔ ∀k ∈ [[1, r − 1]], −n(1− tk)

n−1 + n

(

r−1
∑

i=1

ti

)n−1

= 0.

T ∈ S ⇔ ∀k ∈ [[1, r − 1]], (1− tk)
n−1 =

(

r−1
∑

i=1

ti

)n−1

.

L’application x→ xn−1 étant injective sur [0,+∞[ il vient alors :

T ∈ S ⇔ ∀k ∈ [[1, r − 1]], 1− tk =

r−1
∑

i=1

ti.

T ∈ S ⇔ 1− t1 =
r−1
∑

i=1

ti et 1− t1 = 1− t2 = · · · = 1− tr−1.

T ∈ S ⇔ 1− t1 =

(

r−1
∑

i=1

ti

)

et t1 = t2 = · · · = tr−1.

T ∈ S ⇔ 1− t1 = (r − 1) t1 et t1 = t2 = · · · = tr−1.

T ∈ S ⇔ t1 =
1

r
et t1 = t2 = · · · = tr−1.

T ∈ S ⇔ t1 = t2 = · · · = tr−1 =
1

r
·

Observons que

(

1

r
,
1

r
, . . . ,

1

r

)

est bien élément de (]0, 1[)r−1. Ainsi :

R =

(

1

r
,
1

r
, . . . ,

1

r

)

est le seul point de (]0, 1[)r−1 en lequel les dérivées partielles d’ordre 1 de f s’annulent

simultanément.

4) Soit T = (t1, t2, . . . , tr−1) un élément de (]0, 1[)
r−1. Soient i et j deux éléments de [[1, r − 1]].

∂f

∂tj
(T ) = −n(1− tj)

n−1 + n

(

r−1
∑

k=1

tk

)n−1

.

• Supposons que i n’est pas égal à j :
∂2f

∂ti ∂tj
(T ) = n(n− 1)

(

r−1
∑

k=1

tk

)n−2

.

En particulier
∂2f

∂ti ∂tj
(R) = n(n− 1)

(

r−1
∑

k=1

1

r

)n−2

= n(n− 1)

(

r − 1

r

)n−2

.
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• Supposons que i est égal à j :
∂2f

∂ti ∂tj
(T ) = n(n− 1)(1− ti)

n−2 + n(n− 1)

(

r−1
∑

k=1

tk

)n−2

.

En particulier
∂2f

∂ti ∂tj
(R) = n(n− 1)

(

1− 1

r

)n−2

+ n(n− 1)

(

r−1
∑

k=1

1

r

)n−2

= 2n(n− 1)

(

r − 1

r

)n−2

.

M =

(

∂2f

∂ti ∂tj
(R)

)

(i,j)∈[[1,r−1]]2
et ∀(i, j) ∈ [[1, r − 1]]

2
,

∂2f

∂ti ∂tj
(R) =























n(n− 1)

(

r − 1

r

)n−2

si i 6= j

2n(n− 1)

(

r − 1

r

)n−2

si i = j

.

Ou encore :

M = n(n− 1)

(

r − 1

r

)n−2











2 1 · · · 1

1
. . .

. . .
...

...
. . .

. . . 1
1 · · · 1 2











.

5) a. J est une matrice symétrique et réelle donc

J est diagonalisable.

b. J = (si,j) avec si,j = 1 pour tout (i, j) appartenant à [[1, r − 1]]
2
. Alors J2 = (ri,j) avec, pour tout (i, j)

appartenant à [[1, r − 1]]
2
:

ri,j =
r−1
∑

k=1

si,k × sk,j =
r−1
∑

k=1

1× 1 = r − 1 = (r − 1) si,j .

J2 = (r − 1) J .

J2 − (r − 1)J = 0Mr−1(R) donc P = X2 − (r − 1)X est un polynôme annulateur de J dont les racines sont

0 et r − 1.

Les valeurs propres de J étant nécessairement racines de P on peut affirmer que les seules valeurs propres

possibles de J sont 0 et r − 1.

Supposons que 0 ne soit pas valeur propre de J . Alors J est inversible. Comme J2 = (r − 1)J , en multipliant

à droite par J−1 on obtient J = (r − 1)I ce qui n’est pas très raisonnable car r − 1 est supérieur ou égal à

2. Ainsi 0 est valeur propre de J .

Raisonnons de la même manière pour r − 1. Supposons que r − 1 n’est pas une valeur propre de J .

J − (r − 1)I est alors inversible. Comme J(J − (r − 1)I) = J2− (r − 1)J = 0Mr−1(R), il vient en multipliant

à droite par (J − (r − 1)I)−1 : J = 0Mr−1(R). Ce qui est impossible.
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Finalement 0 et r − 1 sont des valeurs propres de J et ce sont les seules possibles.

Les valeurs propres de J sont 0 et r − 1.

c. Toutes les colonnes de J sont identiques et non nulles, donc J est de rang 1. Ceci confirme que 0 est valeur

propre de J et montre en plus que le sous-espace propre de J associé à la valeur propre 0 est de dimension

r− 2 (penser au théorème du rang appliqué à un endomorphisme de matrice J ...). Le sous-espace propre de

J associé à r − 1 est alors de dimension 1 puisque la somme des dimensions des sous-espaces propres de J

est r − 1.

Le sous-espace propre de J associé à la valeur propre r − 1 est de dimension 1.

d. J est symétrique et réelle. J admet exactement deux valeurs propres 0 et r− 1. Les sous-espaces propres
associés à ces deux valeurs propres sont de dimensions respectives r − 2 et 1.

Ainsi il existe une base orthonormale B′ = (U1, U2, . . . , Ur−1) deMr−1,1(R) constituée de vecteurs propres

de J respectivement associés aux valeurs propres 0, 0, ..., 0 et r − 1.

∀k ∈ [[1, r − 2]], AUk = IUk + JUk = Uk et AUr−1 = IUr−1 + JUr−1 = Ur−1 + (r − 1)Ur−1 = r Ur−1.

Alors B′ = (U1, U2, . . . , Ur−1) est une base orthonormale deMr−1,1(R) constituée de vecteurs propres de A

respectivement associés aux valeurs propres 1, 1, ..., 1 et r.

Soit P la matrice de passage de la base canonique B deMr−1,1(R) à la base B′.

• P−1 = tP car B et B′ sont deux bases orthonormales deMr−1,1(R).

• tPAP = P−1AP =















1 0 · · · · · · 0

0 1
. . .

...
...

. . .
. . .

. . .
...

...
. . . 1 0

0 · · · · · · 0 r















car B′ = (U1, U2, . . . , Ur−1) est une base (orthonor-

male) de Mr−1,1(R) constituée de vecteurs propres de A respectivement associés aux valeurs propres 1, 1,

..., 1 et r

Ainsi

A est diagonalisable et il existe une matrice P , deMr−1(R) d’inverse
tP telle que A = PDtP où D est la

matrice diagonale deMr−1(R) dont les (r− 2) premiers éléments diagonaux sont égaux à 1 et le dernier
égal à r.

6) a. Soit H un élément non nul deMr−1,1(R). Pour montrer que
tHMH est strictement positif il suffit de

prouver que tHAH est strictement positif car M = n(n−1)
(

r−1
r

)n−2
A et n(n−1)

(

r−1
r

)n−2
est strictement

positif.
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Posons H ′ = tPH = P−1H =









h′1
h′2
...

h′r−1









.

tHAH = tHPDtPH = t(tPH)DtPH = tH ′DH ′ = (h′1, h
′
2, . . . , h

′
r−1)













h′1
h′2
...

h′r−2

rh′r−1













=
r−2
∑

k=1

h′
2
k + r h′

2
r−1.

tHAH =
r−1
∑

k=1

h′
2
k + (r − 1)h′

2
r−1 = ‖H ′‖2 + (r − 1)h′

2
r−1.

Si H ′ = 0Mr−1,1(R) alors P−1H = tPH = 0Mr−1,1(R) et donc H = 0Mr−1,1(R) car P−1 est inversible.

Ainsi H ′ n’est pas nul. Alors ‖H ′‖2 > 0 et (r − 1)h′
2
r−1 > 0 donc tHAH > 0. Ceci achève de montrer que

tHMH > 0.

Si H est un élément non nul deMr−1,1(R) alors :
tHMH > 0.

Remarque

Il convient sans doute de remarquer que la démonstration de ce résultat ne nécessitait pas une diagonalisation.

En effet soit H =









h1

h2
...

hr−1









un élément non nul de Mr−1,1(R).

tHAH = tHIH + tHJH = tHH +
r−1
∑

i=1

r−1
∑

j=1

hi si,j hj = ‖H‖2 +
r−1
∑

i=1

r−1
∑

j=1

hi hj = ‖H‖2 +
r−1
∑

i=1

hi

r−1
∑

j=1

hj .

tHAH = ‖H‖2 +
(

r−1
∑

i=1

hi

)2

. Ainsi tHAH > 0 car ‖H‖2 > 0. Donc tHMH > 0.

b. Une utilisation simple du produit matriciel donne :

∀H =









h1

h2
...

hr−1









∈Mr−1,1(R),
tHMH =

r−1
∑

i=1

r−1
∑

j=1

∂2f

∂ti ∂tj
(R)hihj .

c. M =

(

∂2f

∂ti ∂tj
(R)

)

et ∀H ∈Mr−1,1(R), H 6= 0Mr−1,1(R) ⇒ tHMH > 0. Le cours indique alors que :

f présente un minimum local au point R.
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d. f(R) =

r−1
∑

i=1

(

1− 1

r

)n

+

(

r−1
∑

i=1

1

r

)n

= r

(

r − 1

r

)n

.

La valeur de E(X) correspondant à ce minimum est r

(

r − 1

r

)n

·

Remarque

Un léger doute nous envahit. Le (vrai) problème a-t-il vraiment été traité ?

Quel problème ? Sans doute trouver le minimum de E(X) =

r
∑

k=1

(1− xi)
n sous les contraintes x1 > 0,

x2 > 0, ..., xr > 0 et x1 + x2 + · · ·+ xr = 1.

Ce qui précède nous a permis de montrer que si ce minimum existe et qu’il est atteint en (u1, u2, . . . , ur)

alors il vaut r
(

r−1
r

)n
et u1 = u2 = · · · = ur−1 =

1
r

et donc ur =
1
r
·

Est-ce de la suffisance de ne pas se suffire du nécessaire ? Pas nécessairement ! Alors achevons de résoudre

le problème.

Posons ∀k ∈ [[1, r]], uk =
1

r
· (u1, u2, . . . , ur) est un élément de (]0, 1[)r vérifiant : u1 + u2 + · · ·+ ur = 1 et

r
∑

k=1

(1− uk)
n
= r

(

r − 1

r

)n

.

Soit (x1, x2, . . . , xr) un élément de (]0, 1[)r vérifiant : x1 + x2 + · · ·+ xr = 1.

Montrons alors que :
r

∑

k=1

(1− xk)
n

> r

(

r − 1

r

)n

.

ϕ : t → tn est convexe sur ]0, 1[ car ϕ′′ est positive sur ]0, 1[.

Ainsi si (y1, y2, . . . , yr) est une famille d’éléments de ]0, 1[ et si (α1, α2, . . . , αr) est une famille de réels positifs

dont la somme est 1 on a :
(

r
∑

k=1

αk yk

)n

6

r
∑

k=1

αk (yk)
n

En appliquant ce résultat avec yk = 1− xk et αk =
1

r
(pour tout k dans [[1, r]]) il vient :

(

1

r

r
∑

k=1

(1− xk)

)n

6
1

r

r
∑

k=1

(1− xk)
n.

Or

(

1

r

r
∑

k=1

(1− xk)

)n

=

(

1

r
(r − 1)

)n

=

(

r − 1

r

)n

car x1 + x2 + · · ·+ xr = 1.

Alors

(

r − 1

r

)n

6
1

r

r
∑

k=1

(1− xk)
n. Ce qui donne

r
∑

k=1

(1− xk)
n

> r

(

r − 1

r

)n

.

On peut maintenant dire que E(X) est minimum si et seulement si x1 = x2 = · · · = xr =
1

r
·


