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ECRICOME 99 Exercice 1 n est un élément de N*. V(z,y) € R?, fu(z,y) = (z" —y)e® V.
On se propose de déterminer les extremums éventuels de cette fonction dans les deux cas particuliers n =2 et n = 1.
Q1. a) Justifier que f, est de classe C% sur R?. 1

b) Calculer les dérivées partielles du premier ordre de f,. 141

Q2. Icin = 2.

a) Montrer qu’il n’existe qu’un seul point (zg,yo) de R? vérifiant les conditions nécessaires d’existence d’un extremum.
1+2 (1 pour ouvert)

b) Calculer les dérivées partielles d’ordre 2 de la fonction f; et montrer que le point (zo,yo) est bien un extremum
(?71) dont on précisera la nature. 343

Q3. Iein=1.
a) Montrer qu’il existe une infinité de points en lesquels le gradient de f; s’annule. 1

b) Montrer qu’en ces points la fonction f; admet un minimum. 14142
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Ecricome 2006. Exercice 2.

On considere la fonction f des deux variables réelles x, t, définie par :

1)

2)

3)

flx,t) = e V1 + at
Etude de f.
a) Justifier que f est de classe C? sur [0, +-00[x[0, +-o0].
b) Pour (z,t) € [0, 4+00[x ][0, +00[, calculer

g(m, t) et %(m, t)

Ox
¢) Montrer que pour (x,t) € [0, +o0[x[0, +00],
0% f t2 e
gaz @ < 77
Montrer que pour tout réel « strictement positif, I'intégrale

+o0 5
/ tYe”" dt
0
est convergente.

En déduire que pour tout réel = positif, les intégrales suivantes sont convergentes :

+oo
/ e*t2 V14 ztdt et
0

2
+oo teft

—dt
o V1+uat

On consideére la fonction g définie sur [0, +oo[ par
+o0 400
o) = [ = [ et T aar
0 0

a) Sans chercher a calculer la dérivée de g, montrer que g est croissante sur [0, +o0].
b) Soit z¢ € [0, +oo].
Montrer que pour (z,t) € [0, +00[x[0, +o0],

Fast) = £0,t) — (@ — 10) L (w0, )| < Lo o —
z, o, T — o O Zo, < 86 T — X
¢) En déduire que pour zg € [0, +o0],
+oo _ 2 4o )
g(m)fg(xo)f(xfwo)/ af(xo,t)dt‘ < M/ 21"t
0 a.’L‘ 8 0

d) Montrer que g est dérivable sur [0, +oo[ et que ¢’ est définie par
"(z) = /+Oo OF w1yt
g - 0 813 ’

Retrouver le sens de variations de g.



EXERCICE 2

1. a. Notons que le simple fait que f soit de classe C? sur [0, +00[x[0, +o00[ ne donne pas l'existence de
2

?(m,t) et de %(m,t) pour tout (z,t) dans [0, +00[x[0,4+o0[ car le domaine de définition de f n’est pas
x x

[0, 400[x]0, +00]. 11 faut donc en faire un peu plus au niveau du a) pour pouvoir traiter le b) dans de bonnes

conditions...

Posons V(z,t) € R p(z,t) = 1+ xt. ¢ est de classe C? sur R? car c’est une fonction polynéme. En

particulier ¢ est continue sur R2.
Posons Q = {(z,t) € R? | 1 + xt > 0}. Observons que Q = ¢~ 1(]0, +00[).

Q est donc 'image réciproque d’un ouvert de R par une application continue de R? dans R. Q est donc un

ouvert de R? (programme de premiere année...)
Montrons alors que f est de classe C? sur I'ouvert €.

(x,t) — —t2 est de classe C? sur (2, car c’est une fonction polynome, et u — e* est de classe C? sur R ; par

composition (z,t) — et est de classe C2 sur €.

¢ est de classe C% sur , V(z,t) € Q, ¢(z,t) € R** et u — /u est de classe C? sur R**; par composition
(x,t) — /1 + 2t est de classe C? sur .

Alors par produit f est de classe C? sur .

f est de classe C? sur Q={(z,t) eR? |1 +2t>0}.

of o f

A Remarque Ce résultat assure I'existence de a—(x, t) et de a—(m, t) lorsque (z,t) est dans 2. ¥
T T

2

Notons que V(z,t) € [0, +00[X[0,+oc[, 1+ xt > 1> 0 donc [0, +o0o[x[0, +oo[C Q. Ainsi

’ [ est de classe C? sur [0, +00[x [0, 4+o0]. ‘

af ) t t _,2 1
b. V(z,t) € Q t)y=e " VItatdoneV(z,t) €Q, 2= (r,t)=e " ———==_e " (14+at) 2,
V(z,t) € Q, f(z,t)=¢e + xt donc VY(z,t) € ,6x(x,) e T 5¢€ (I4+azt)"2
2 1 2 1
Alors Y(z,t) € Q, %(w,t} = %e‘tz (—2) t(4at) 2 :—tze_tQ m En particulier :
af t 2 1

V(z,t) € [0, +00[x[0, +00],

8—x(x,t) =ge 7\/@




2 2 5 1
(o, 1) € [0, Foolx [0, +ool, T L(m,t) = e T

c. Y(x,t) € [0,400[x[0,400[, 1 + 2t > 1 donc V(z,t) € [0, +00[x[0, +o0[, V1+zt>=1.

1 2
<let0< Ze .

AinSi v(l’,t) S [0,+OO[X[O, +OO[, \/ﬁ NS 4
T

O f 2 e 1 2 e
Alors V(z,t) € [0, +00[x[0, +00], w(m,t) =7 WiE < Te
82f 2 2
V(z,t) € [0, +00[X[0, +oo0], amg(ﬂ%t)‘ Sge

2

2. Soit a un réel strictement positif. Posons V¢ €]0, +00[, ho(t) = t*e .

hea est continue sur ]0, +oo] et tlir% ha(t) = 0. Ainsi h, est prolongeable par continuité en 0.

1 +o0

Ceci donne déja la convergence de / ha(t) dt. Montrons la convergence de / he(t) dt.
0 1
Vt € [1,+oo[,t < 2 donc Vi € [1,+00], —t2 < —t. Alors Vt € [1,+00], 0 < e <e et 0 < 12
Ainsi Vt € [1,400[,0 < ho(t) < te .
+o0 +oo
a + 1 étant strictement positif, I'(a + 1) = / t* et dt existe. En particulier / t* e~ " dt converge.
0 1

Les regles de comparaison sur les intégrales généralisées des fonctions positives montrent alors la convergence
o0

+
de / ha(t) dt. Ceci achéve de montrer que :
1

+oo
pour tout réel « strictement positif, / t* e_t2 dt converge.
0

A Exercice  Montrer en fait que cette intégrale converge si et seulement si « €] — 1, +00[. ¥
Soit z un réel positif. Posons : Vt € [0, 400, u(t) = e~ /1 + L.
e u est continue sur [0, 400

Rusons un peu pour éviter ’équivalent qui oblige a faire deux cas x = 0 et x # 0 ; le premier cas ne passant

pas dans le résultat précédent a cause du « strictement positif...

1 +oo
Observons que / u(t) dt converge. Montrons alors que / u(t) dt converge.
0 1

oVt e [l,+oof, 0 < u(t)= e Vitrt<e V' Vitat= \/1+$t1/2€_t2;

+o0 too
2 2 . PR P
° / 12 o=t qt converge car / /2 =t Q¢ converge d’apres ce qui précede, ainsi
1 0

+oo
/ VIt zt!/? et dt converge également.
1



3

Les regles de comparaison sur les intégrales généralisées des fonctions positives montrent alors la convergence
“+oo

de / u(t) dt. Ceci achéve de montrer la convergence de / u(t) dt.
1 0

tet’

Vitazt

Posons : Vt € [0, 400, v(t) =
e v est continue sur [0, +oo.

oVt € [0,+oof, 0 <v(t) = ———— < te V.

+oo
) / te " dt converge d’apres le début de la question.
0

Les regles de comparaison sur les intégrales généralisées des fonctions positives montrent alors la convergence

+oo
de / v(t) dt.
0

2
“+oo teft

—+oo
2
Pour tout réel x positif , / e V14 xtdt et —
0 0 vV 1+xzt

dt convergent.

3. a) Soient z et y deux éléments de [0, +o00] tels que = < y.

—¢2
Vt€[0,+00f, 0< 1 +at<1+ytdoncVte[0,+oof, VI+at</I+ytet0<e ™.
Alors Vt € [0, +00], e Vitat<e V1+yt.
+o0 +oo
e*tgx/lertdtg/ et V1+ytdt ou g(z) < g(y).

0

En intégrant il vient

N S—

V(x,y) € [0,+00[*, z <y = g(x) < g(y).

’ g est croissante sur [0, +00[. ‘

b. Fixons t dans [0, +oo[ et posons: Vz € [0, +oo|, l:(z) = f(x,t).

f étant de classe C? sur I'ouvert §2 qui contient [0, +00[x [0, 400, on peut affirmer que ¢; est de classe C? sur
[0, +o00].

of 0% f

%(az,t) et 0} (z) = w(x,t).

L’inégalité de Taylor-Lagrange appliquée a l'ordre 1 & ¢; permet d’écrire que :

De plus Vz € [0, +00], £(z) =

|z — 20/

Vo € [0, +ool, [li(x) — li(z0) — (z — z0) £(z0)] < Max 2 (u)].
0, +ocl, 16(0) — ulo0) — (2 =) o) € E0E )
. of |z — @o|? >’f
Ainsi Yz € [0 1) — ) = (z — x0) L (zo, )| < 0L L)l
st vr < [ ,+OO[’ f(-'lf7 ) f(l'O; ) (33 :I;O) ox (330, )‘ 2 uG[Min(zo,mz)i,}li/Iax(ro,z)] Ox? (U )
. . 82f t2 42
La majoration de 1. c¢. donne: Vu € [0, 00|, @(u, t)| < i .

2

62
Ainsi Vz € [0, +00], Max ! (u, t)‘ < 1 e~ Par conséquent :

w€[Min(zg,z),Max(zo,z)] @



2 42 2
- t t
(mo,t)’ < lz —zo7 17 et ==t |z — 202

of
ox 2 4 8

Va € [0, +oc, |f<x,t> ~ Feout) — (@ — o)

2
flz,t) — f(xo, t) — (x — xo) af(:co,t)‘ < %e_tQ |z — o>

Si xg € [0, +o0], V(z,t) € [0, +00[?, Pz

c. Soit zg un élément de [0, 4+oo[. Soit = un élément de [0, +-o0l.

t2 +o00 t2
< ge_tQ |z — 20]? et / — et |z — zo|* dt
0

€ [0tocl, 0. [F0) = fan,t) - (o = 0) P an.1) g

ox

converge d’apres la question 2.
Les regles de comparaison sur les intégrales généralisées des fonctions positives montrent alors la convergence

de /+°° ‘f(x,t) = f(zo,t) = (z = 20) gic(xo,t)‘ dt. De plus:
0

“+oo t2

too ) _ 2 +oo 5
/ ]f<x,t>—f<xo,t>—<x—xo>W(xo,w\dts/ R e e

+oo
Ainsi / ( flx,t) — f(zo,t) — (x — x0) (;f(xo,t)) dt est absolument convergente (donc convergente) et
0 €T

I’on peut écrire :

[ (500 = st - a0 Ean) ) e < [ |16 - 0.0~ (0 = a0) S v, .

Finalement :

too af |.27—£L'0|2 Foo _ 42
/0 (f(x,t)—f(xmt)—(x—xo)%(x(),t)) dt‘ < —s /0 t?2 et dt.

+oo +oo +oo (9f |a: _ JU0|2 +o00o S
flz,t)dt — f(xo, t)dt — (z — o) —(mp, t)dt| < —————— t“e”" dt car
0 0 0 Ox 8 0

Alors

toutes les intégrales convergent.

+o0 _ 2 +o0 5
Ainsi |g(x) — g(xo) — (x — xo)/ g(xo,t) dt’ < lz = zol” / t2e b dt.
0 ox 8 0
+oo _ 2 +o0 9
Vg € [0, +00[,Va € [0, +oc], |g(x) — g(x0) — (x — :co)/ %(zo,t) dt‘ < w / 2 e~ dt.
0 0

d. Soit 2y un élément de [0, +oo|. Soit  un élément de [0, +o00[ distinct de xg.

T of |z —wo|? [T 5 2 - o
g(z) — g(zo) — (z — o) a—(xg,t) dt| < —s t*e™" dt. En divisant par |x — x| il vient :
0 x 0
_ +oo o _ +oo
0< ’M_/ f(ato,t)dt‘ < M / t2€_t2dt.
T — Zo o Oz 8 0

_ +oo
Or lim <|x %ol / 12t dt) =0.
T—x 8 0

Alors, par encadrement, on obtient : lim
T—T0 Tr — X

+oo
Ainsi g est dérivable en zg et ¢'(zg) = / g—i(aro, t) dt.
0

9(x) = g(xo) _ /+°o g(mo,t) dt.
0 X



+00g

z,t)dt.
83;(1/’ )

g est dérivable sur [0, +oo[ et Vz € [0, +o0], ¢'(x) = /
0

af t _,2 1 T of
2 — t > / = _— t dt 2 .
Y(z,t) € [0, +o0[*, Iz (z,t) 5 ¢ e 0, donc Vz € [0, +o0[, ¢'(x) /0 o (z,t) 0

’ On retrouve ainsi la croissance de g sur [0, +00[. ‘
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Debul dy probleme

3. PROBLEME.

Deux biens C; et C, indéfiniment divisibles sont disponibles sur le marché.
On appelle "panier de biens” tout couple (z,y) de nombres réels appartenant a ’ensemble
D suivant :

D={(z,y)telsque 0<z, 0<y<5 20+3y< 19}

z,y désignent respectivement les quantités du bien C; et du bien Cy qui peuvent étre
physiquement consommés par un agent économique.

Sur le marché, le prix unitaire de chacun de ces deux biens est égal a 1.

On considére un consommateur ayant un revenu égal 4 8.

Les paniers de biens accessibles budgétairement par ce consommateur appartiennent donc
a I'ensemble B des couples (z,y) de D tels que z +y < 8.

Les préférences de ce consommateur sur B, sont définies de la facon suivante :

(z,y) est préféré ou indifférent & (2/,1/) si et seulement si (y—3) exp(z+2) > (y'—3) exp(z'+2)
L’application v définie sur B par :
u(z,y) = (y — 3) exp(z +2), pour (z,y) € B

s’appelle la fonction d’utilité du consommateur.

3.1. Propriétés de la relation de préférence.

1. Justifier les propositions suivantes :

a. (z,y) est préféré ou indifférent & (z,v).

b. Si (z,y) est préféré ou indifférent & (2',4/) et si (7, 4/) est préféré ou indifférent
a (2”9} alors (z,y) est préféré ou indifférent 3 (=", y").

¢. (z,y) est préféré ou indifférent & (2/,1/) ou (z/,1/) est préféré ou indifférent 3
(z,9)-



3.2. Courbes d’indifférence.

1. Représenter graphiquement ’ensemble B dans un repere orthonormé (unités 1 cm
sur chacun des axes) et déterminer les coordonnées des cing sommets du polygone
constituant le bord de B.

2. Dans ce qui suit, pour m réel, on désigne par A,, I'ensemble défini par :
Am = {(z,y) € B tel que u(z,y) = m}
a. Déterminer la fonction numérique f,, telle que, pour m fixé on ait, pour tout
élément (z,y) de Anm , ¥y = fin(2).

b. Etudier et représenter dans le méme repere que celui de la question 3.2.1, la
fonction y = fi,(z) pour m = -8, m =0, m = 8.

(e7?=0.14,e® =~ 0.05,e7* =~ 0.02,e7° =~ 0.007,e7® ~ 0.002,e~7 =~ 0.001 )

c¢. Déterminer mq pour que la courbe représentative de y = f,,(z) soit tangente
a la droite (T') d’équation :

2 19
y=-3r+5

3 3

Représenter y = fi,(z) sur le graphique.
(€®=~20.09,e? =~ 7.39,e = 2.72 ).

3.3. Recherche d’un élément maximal sur B pour la relation de préférence.

1. On admet que B est un fermé de R?. Montrer qu’il est borné.

2. Justifier I'existence d’un couple {zg, yo) de B préféré ou indifférent & tous les couples
(z,y) de B. )

3. On note 19)’ Pouvert de R? des couples solutions du systéme :

O<z
O<y<b
2r+3y <19
4y <8

Montrer que u n’admet pas d’extremum local sur 103

4. On étudie dans cette question le maximum de la fonction u sur B, sous la contrainte
224+ 3y =19

a. Montrer que ce probléme se raméne 3 déterminer le maximum de la fonction
g de la variable réelle, définie sur [2,5] par :

B 10 - 2z

g9(z) exp(z + 2)

b. Déterminer ce maximum aprés avoir justifié son existence.

Tournez la page S.V.P.
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5. Etudier de méme la recherche du maximum de la fonction u sur B, sous chacune
des quatre autres contraintes :

z+y=8 z=0, y=0, y=35
6. Déduire de ce qui précede la valeur du couple (zg, yo).

3.4. Etude de deux tests d’arrét.

On considere I'épreuve qui consiste a effectuer une série de sondages sur un ensemble de
consommateurs du bien Cj.

Toute personne interrogée se voit attribuer un numéro.

Pour tout ¢ de N*, le numéro X; affecté au i°™ consommateur interrogé est une variable
aléatoire.

Les variables (X;);en~ sont mutuellement indépendantes.

On définit deux tests qui conditionnent Parrét de Penquéte :

- Test I : le sondage s’arréte des que le numéro d’un consommateur est supérieur ou égal
au numéro du consommateur précédemment interrogé.

- Test II : le sondage s’arréte dés que la somme des numéros des consommateurs est
supérieure strictement & ’entier IV , avec N supérieur ou égal & 2.

Enfin, on note T} (respectivement T3) la variable aléatoire réelle discréte égale au nombre
de personnes interrogées, ’enquéte ayant été interrompue par le Test I (respectivement
le Test II).
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EDHEC 2001

Probléeme
On désigne par n et r deux entiers naturels vérifiant n > 2 et r > 3.

On considere une épreuve aléatoire pouvant aboutir a r résultats différents Ry, Rs, ..., R, de probabilités

respectives z1, Xz, ..., . On admet que, pour tout 7 de [1,7], 0 < z; < 1.
On effectue n épreuves indépendantes du type de celle décrite ci-dessus.

Pour tout ¢ de [1,7], on note X; la variable aléatoire qui vaut 1 si le résultat numéro ¢ n’est pas obtenu a

I’issue de ces n épreuves et qui vaut 0 sinon.

On désigne par X la variable aléatoire égale au nombre de résultats qui n’ont pas été obtenus a l'issue des

n épreuves.
1) a. Exprimer la variable X en fonction de X, Xo, ..., X,.

b. Donner la loi de X; pour tout i de {1,2,...,7}.

-

c. En déduire que 'espérance de X est E(X) = (1 —a)™.

=1

La suite de cet exercice consiste a rechercher les valeurs des réels z; en lesquelles E(X) admet un minimum

local.

2) a. Donner la valeur de 1 + x5 + - - - + , puis écrire E(X) comme une fonction, que on notera f, des

(r — 1) variables x1, ..., T,_1.

La fonction f est donc définie sur I'ouvert (J0, 1[)#1 de R™1L.
b. Montrer que f est de classe C? sur (]0, 1[) m

3) a. Déterminer les dérivées partielles d’ordre 1 de f.

b. Montrer que le seul point de R™! en lequel les dérivées partielles d’ordre 1 de f s’annulent simul-

. . 11 1
tanément est le point R= | —, —,---, — ).
rr r
4) Déterminer la matrice M, élément de M,._1(R), dont I’élément situé a l'intersection de la ligne i et de la
2
colonne j est R).
J 81‘18I] ( )

5) On pose A = I + J, ou I est la matrice unité de M,_1(R) et J la matrice de M, _1(R) dont tous les

éléments sont égaux a 1.

a. Montrer que J est diagonalisable.



b. Exprimer J? en fonction de J et . En déduire que les valeurs propres de J sont 0 et r — 1.
c. Montrer que le sous-espace propre de J associé a la valeur propre r — 1 est de dimension 1.

d. Utiliser une base de M, _1 1(R) formée de vecteurs propres de J pour montrer que A est diagonalisable
et qu’il existe une matrice P d’inverse ! P, telle que A = PD!P ou D est la matrice diagonale de M,._1(R)

dont les (r — 2) premiers éléments diagonaux sont égaux a 1, celui de la (r — 1)bmC ligne étant égal a r.
6) a. Déduire des questions précédentes que pour tout H non nul de M,_11(R), ‘tHMH > 0.

b. En posant *H = (hq,ha,...,hq_1), exprimer *HM H en fonction des réels h; et des dérivées partielles

d’ordre 2 de f au point R.
c. En déduire que f présente un minimum local au point R.

d. Donner la valeur de E(X) correspondant & ce minimum.




1) a. X est la variable aléatoire égale au nombre de résultats non obtenus a l'issue des n épreuves.

Pour tout élément ¢ de [1,r], X; est la variable aléatoire qui vaut 1 si le résultat numéro i n’est pas obtenu
a l'issue de ces n épreuves et qui vaut 0 sinon. Ainsi la somme X7 + Xo + -+ - + X,. est égale au nombre de
variables aléatoires de la suite (X1, Xs,...,X,) ayant pris la valeur 1 & I'issue des n épreuves; c’est a dire

au nombre de résultats non obtenus a 'issue des n épreuves. Finalement :

(X=X +Xp+ -+ X,.

b. Soit i un élément de [1,7]. Pour tout élément k de [1,n] notons BF I'événement le résultat R; n’est pas

obtenu a la k™€ épreuve.
Les événements B}, BZ, ..., B sont indépendants.

Alors P(X; = 1) = P(B'NB2N---NBY) = P(BY) P(B2) - P(BY) = (1—a;)(1—a;) - (1— ;) = (1— ;)"

’ Pour tout élément i de [1,7], P(X; =1)= (1 —x;)" et P(X; =0)=1— (1 —a;)". ‘

T T
c. X = Z X;. La linéarité de lespérance donne alors: E(X) = Z E(X;).
i=1 1=1

Or, pour tout élément i de [1,7], B(X;) = P(X; =1) = (1 — ;)™ Ainsi

E(X) = Z (1 — )™

2) a. Pour tout élément ¢ de [1,7], notons S; I'événement la premiere épreuve donne le résultat R;.

(51,532, ...,5;) est un systéme complet d’événements donc :

1’1+$2+"‘+l’r:P(Sl)+P(Sg)+“'+P(ST):P(SlLJSQU"'UST):1. Alors:

’x1+x2+~~+xr:1.‘

<

<
|

—

E(X)= (1—x)" = l-z)"+(1—-2.)".Orl—z, =21 4+22+ -+ 2,-1 donc:

r—1 r—1 n
EX) = Z (1—z)" + (Z xz> = f(z1,22,...,2,—1) ou f est la fonction définie par :

i=1 =1
r—1 r—1 n
Wit te) € (0,107, flt oo ste1) = S (1= )" + (Z m) -
i=1 i=1

b. f est une fonction polynoémiale donc

’ f est de classe C? sur (]0, 1[)"*. ‘




r—1 n
3) a. V(ti,ta,. .. t,1) € (10,1)"7, fta,ta, .o trn) = Z (1—-1t) (Z tz> donc
i=1
P n—1
Vk e [1,r —1], Y(t1,ta,.. ., t—1) € (10,1)" 7, 8tf (tr,t2,. .o tr—1) = —n(l — tg)"" 1+”<Zt> :

b. Notons S I'ensemble des points de (]0,1[)"~! ot1 les dérivées partielles d’ordre 1 de f s’annulent simul-

tanément.

Soit T = (t1,t2,...,t,—1) un élément de (]0, 1[)"~*

r n—1
TeSsVke 1,r—1,ﬁT:O@Vk€ Lr—1], —n(1—t)" 1 +n t; =0.
Oty

n—1
TeSeVke[l,r—1], (1 —ty)" (Zt) .

L’application x — z"~! étant injective sur [0, +oo] il vient alors :

r—1
TeSevVke[lr—1], 1-tp =)t
=1
r—1
TeSel-ti=)» tietl-ty=1—ty=-=1—t,_.
i=1
r—1
TGSC}l—h:(Zti) ettty =t =---=1_1.
=1
TES@l—tlz(T—l)tl etti=to=---=1%._1.
1
TeSeti=—-etti=tg=---=1t,_1.
T
1
TeSeti=tg=---=t,_1=—-
r

11 1
Observons que <, =y ) est bien élément de (]0,1[)""L. Ainsi:
r’r r

11 1

R = (, —yeeny ) est le seul point de (]0, 1[)"~* en lequel les dérivées partielles d’ordre 1 de f s’annulent
rr r

simultanément.

4) Soit T = (t1,t2,...,t,—1) un élément de (]0,1[)" L. Soient i et j deux éléments de [1,r — 1].

r—1 n—1
g)tf( )= -n(l—t;)" ' 4n (; tk> .
=1

n—2
62 r—1
e Supposons que i n’est pas égal a j : . (T) =n(n—-1) <Z i .

n—2
. . a f B r—1 1 B r—1 n—2
En particulier o, 01, (R)y=n(n—-1) ( 7‘) =n(n—1) ( " ) .



2 r—1 n—2
e Supposons que i est égal & j: 8168 gt (T) =n(n—1)(1 —t)" % +n(n—1) (Z tk> .
L k=1
02 f 1\"2 o\ r—1\""2
E iculi = -1(1—-- -1 — =2 -1 .
n particulier 9, 0L, (R)y=n(n—-1) ( r) +n(n—1) <k=1 7") n(n —1) ( " )
r—1 n—2
n(n—1 sii#j
" - o -1 () #
M= (R) et V(i,5) € [1,7 —1]7, (R) = .
6&' atj (i,j)e[[l,rfl]]Q 3ti atj r—1 n—2 o .
2n(n —1) sii=j
T
Ou encore:
2 1 .- 1
n—2 . . .
M:n(n—l)(r_1> 1
r |
1 .. 1 2

5) a. J est une matrice symétrique et réelle donc

’ J est diagonalisable. ‘

b. J = (s:;) avec s, ; = 1 pour tout (i, ) appartenant a [1,7 — 1]>. Alors J2 = (r; ;) avec, pour tout (4, 5)

appartenant & [1,r —1]%:

r—1 r—1
T’i,j:ZSi,k xsk,jzz Ixl=r—1=(r—1) s,
k=1 k=1
| 2=(r-1)J]

J? = (r—1)J =0pm, , @) donc P = X? — (r —1)X est un polynéme annulateur de J dont les racines sont

Oet r—1.

Les valeurs propres de J étant nécessairement racines de P on peut affirmer que les seules valeurs propres

possibles de J sont 0 et r — 1.

Supposons que 0 ne soit pas valeur propre de .J. Alors J est inversible. Comme J2 = (7 — 1).J, en multipliant
a droite par J~! on obtient J = (r — 1)I ce qui n’est pas trés raisonnable car r — 1 est supérieur ou égal &

2. Ainsi 0 est valeur propre de J.

Raisonnons de la méme maniere pour 7 — 1. Supposons que r — 1 n’est pas une valeur propre de J.
J — (r — 1)I est alors inversible. Comme J(J — (r — 1)I) = J? — (r — 1)J = O, _, (r), il vient en multipliant

a droite par (J — (r —1)I)™*:J = 0p,_, (). Ce qui est impossible.



Finalement 0 et » — 1 sont des valeurs propres de J et ce sont les seules possibles.

Les valeurs propres de J sont 0 et r — 1.

c. Toutes les colonnes de J sont identiques et non nulles, donc J est de rang 1. Ceci confirme que 0 est valeur
propre de J et montre en plus que le sous-espace propre de J associé a la valeur propre 0 est de dimension
r — 2 (penser au théoreme du rang appliqué & un endomorphisme de matrice J...). Le sous-espace propre de
J associé a r — 1 est alors de dimension 1 puisque la somme des dimensions des sous-espaces propres de .J

est r — 1.

Le sous-espace propre de J associé a la valeur propre r — 1 est de dimension 1.

d. J est symétrique et réelle. J admet exactement deux valeurs propres 0 et » — 1. Les sous-espaces propres

associés a ces deux valeurs propres sont de dimensions respectives r — 2 et 1.

Ainsi il existe une base orthonormale B’ = (Uy,Us, ...,U,—1) de M,_1 1(R) constituée de vecteurs propres

de J respectivement associés aux valeurs propres 0, 0, ..., 0 et 7 — 1.
Vk e [1,r —2],AUy, = [Uy + JU, = U et AU,y =IU,—1 +JU,—1 =Up_1+ (r = HU,—1 = rU,_;.

Alors B' = (U1, Us,...,U,_1) est une base orthonormale de M, _1 1(R) constituée de vecteurs propres de A

respectivement associés aux valeurs propres 1, 1, ..., 1 et 7.
Soit P la matrice de passage de la base canonique B de M,_11(R) a la base B'.

e P71 =1P car B et B’ sont deux bases orthonormales de M,_1 1(R).

1 0 - -+ 0
0o 1 :
o '!PAP = P 'AP=|: .. .. . | car B = (U,Us,,...,U._1) est une base (orthonor-
: 1o
0 - - 0 7
male) de M,_11(R) constituée de vecteurs propres de A respectivement associés aux valeurs propres 1, 1,
., letr
Ainsi

A est diagonalisable et il existe une matrice P, de M,._1(R) d’inverse ' P telle que A = PD'P ou D est la

matrice diagonale de M,_1(R) dont les (r — 2) premiers éléments diagonaux sont égaux a 1 et le dernier

égal a r.

6) a. Soit H un élément non nul de M, 1(R). Pour montrer que *HM H est strictement positif il suffit de
prouver que ‘ HAH est strictement positif car M = n(n—1) (%)n_Q Aetn(n—1) (%)n_2 est strictement

positif.



Wy
Wy
Posons H' ='PH = P~'H = .
h/rfl
h
hs
‘HAH ='HPD'PH ='(*PH)D'PH = 'H'DH' = (W 1,W4,...,h'r_1) : Z Ay
/
L
r—1

r—1
YHAH =Y Wi+ (r— 1)k = |H|>+ (-1,
k=1
Si H = Om,_, 4 (r) alors P 'H=tPH= Op,_, . (r) €6 done H = 0pq,_, () car P~ est inversible.

Ainsi H' n'est pas nul. Alors ||[H’||2 > 0 et (r —1)h/>_; > 0 donc tHAH > 0. Ceci achdve de montrer que
‘tHMH > 0.

] Si H est un élément non nul de M, _1 1(R) alors: 'tHMH > 0.

Remarque

11 convient sans doute de remarquer que la démonstration de ce résultat ne nécessitait pas une diagonalisation.

hy
ha
En effet soit H = . un élément non nul de M, _1 1(R).
hrfl

HAH — "HIH +'HJH = '"HH + 5" z hisijh; _||H||2+z z hi h; _||H||2+z hi z hy.

=1 J— =1 ]_
r—1 2
‘HAH = |H||* + (Z h,») . Ainsi *HAH > 0 car ||H||*> > 0. Donc tHMH > 0.
i=1

b. Une utilisation simple du produit matriciel donne :

hy
VH e M CUHMH = S hih;
= . (= r— 5.
: 11(R) ; 8t at
h'r‘fl

2
= (01&8 8ft (R)> et VH € M,_11(R), H # O0p,_, (&) = "HMH > 0. Le cours indique alors que :
1 Uy

’ f présente un minimum local au point R.




a m’; (-1 (fj ;)H(rg)".

7

r—1\"
La valeur de E(X) correspondant & ce minimum est r ( ) .
r

Remarque

Un léger doute nous envahit. Le (vrai) probléme a-t-il vraiment été traité ?
T

Quel probleme ? Sans doute trouver le minimum de E(X) = Z (1 — ;)" sous les contraintes x1 > 0,

k=1
z9>0,..,2,>0etx1+22+-- -+, =1.
Ce qui précéde nous a permis de montrer que si ce minimum existe et qu’il est atteint en (uy,us,...,u,)
. — n
alors il vaut r (Tr—l) etug = Uy =+ = Up_1 = % et donc u, = %

Est-ce de la suffisance de ne pas se suffire du nécessaire 7 Pas nécessairement ! Alors achevons de résoudre

le probléme.

S|

Posons VEk € [1,7], up = — (u1,ua,...,u,) est un élément de (]0,1[)" vérifiant :uy +ug + -+ u, = 1 et

i (1u,€)“r(rrl>n.

k=1

Soit (1,2, ...,x,) un élément de (]0,1[)" vérifiant : x1 + xo + -+ + z, = 1.

T n _ 1 n
Montrons alors que:z I—zp)" =7 (T ) .
T
k=1

@ :t — " est convexe sur |0, 1] car ¢ est positive sur |0, 1].

Ainsi si (y1, Y2, - - -, Yr) est une famille d’éléments de |0, 1] et si (a1, s, ..., a;) est une famille de réels positifs

dont la somme est 1 on a:

<

(Z ag yk) <) ag ()"
k=1

k=1
. . 1 oo
En appliquant ce résultat avec y, = 1 — x, et ay, = — (pour tout k dans [1,r]) il vient :
r

<71n27: (1—33k)> < %i (1 — )"

k=1 k=1
n
1 — 1 " r—1\"
0] - _ — [ = _ — - =1.
r (rz (1 zk)> <r (r 1)> ( " ) carxy+xo+ - +x. =1
k=1
Al 7"_1n<1i:(1 ). Ce qui d zrju )" > r—1y"
ors | —— - — . — .
" <3 T e qui donne TE) =T "
k=1 k=1
. . .. . . 1
On peut maintenant dire que E(X) est minimum si et seulement si x1 = x9 = -+ = &, = —-

r




