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hy
Soit A = (a1, as,as) un élément de (]0, +0o[)® et soit H = | ha | un élément non nul de Ms 1 (R).
hs
h? h3 2R3 h? h3  2h3
Un calcul simple donne: *HV? f(A)H = T:‘;’ + 6752’ + gg. Alors "HV?f(A)H > 0 car Talf’ a—g et Wg’ sont positifs.
Mieux, comme H n’est pas nulle, I'un de ces trois réels est strictement positif et ainsi tHVZf(A)H > 0.

VA € (]0,+00))®, VH € M31(R) = {Opg,, %)}, "HV?f(A)H > 0.

Remarque : on pouvait aussi remarquer que les valeurs propres de V2 f(A) sont strictement positives...

De toute évidence on a aussi:

VX € (]0,+o00)3, VH € M3,1(R), "HV?f(X)H > 0, non ?

3. (]0,4+00[)? est un ouvert de R?® comme produit de trois ouverts de R et f est de classe C! sur (]0, +oo])3.

Ainsi si f admet en un point A = (ay,az,a3) de (]0,+00[)® un extremum, alors le gradient de f en A s’annule donc

1 1 1
(—42, ——5 —92> = Ogs. C’est hautement improbable !
ay a3 az

’ f n’a pas d’extremum sur (]0, +oo[)3. ‘

4. Posons C = {X = (1,29, 23) € R® | 21 + 22 + 23 = 110} et VX = (x1, 22, 73) € R®, h(X) = 21 + 22 + x3.
Notons que h est de classe C! sur R? et que:VX € R3, VA(X) = (1,1,1).
f est de classe C! sur 'ouvert (]0,+00[)3 et h est une forme linéaire sur R?.

Le cours indique alors que si f admet en un point A un extremum sous la contrainte C alors V f(A) appartient &
lorthogonal de Ker h.

Rappelons que (Ker h)* est encore Vect(Vh(X)) ot X est un élément quelconque de R3.

Donc (Ker )= = Vect ((1,1,1)).

Cherchons alors les points A de C N (]0, +o0[)? tels que V f(A) appartienne & Vect ((1,1,1)), c’est & dire les points
critiques de f sous la contrainte C.

e Soit A = (ay,as,a3) un point critique de f sous la contrainte C.

A€ (]0,+00])%, a1 + a + ag = 110 et Vf(A) € Vect((1,1,1)).
Vf(A) = ( ! 12,12) € Vect((1,1,1)). Donc — 1 7i — 1

T 4,27 Aq2 2 T 9.2
4a7” a3 9az 4ay as 9a3

Ceci donne 4a% = a% = 9a§ puis 2a; = as = 3as car ay, as et az sont positifs.

2 11
Alors 110 = a; + a2 + a3z = a1 + 2a;1 + §a1 =3 ay. Ainsi a1 = 30, az = 60 et a3 = 20. Finalement A = (30, 60, 20).
e Réciproquement posons A = (30,60, 20). A appartient & (]0, +oo[)3. 30 + 60 + 20 = 110 donc A appartient & C.
1 1 1 1 1 1
De pl A)=\—T"23 "2 ooz ) =\ “2r00 3000 € Vect((1,1,1)) = (Ker h) ™.
¢ plus v f(4) ( 4% 3027 6027 9x 202) ( 3600° 3600 3600) ect((1,1,1)) = (Kerh)

Donc A = (30,60, 20) est un point critique de f sous la contrainte C.

’ A = (30,60, 20) est 'unique point critique de f sous la contrainte C. ‘




Soit X un élément de (]0, +o00[)> N C. Montrons que f(X) > f(A). Posons H=X — A. X = H + A.
Attention ici H est un élément de R3.

Commengons par montrer que [A, A + H| = [A, X] est dans (]0, +-00[)3.

Soit Y un élément de [A, X]. Il existe un réel A appartenant & [0,1] tel que Y = XA+ (1 — \) X.

Les composantes de A et X sont strictement positives et les réels A et 1— A sont positifs ou nuls sans étre simultanément
nuls. Alors les composantes de Y sont strictement positives. Y est donc un élément de (]0, +o00[)?.

[A, A + H] est contenu dans (]0, +o00[)® et f est de classe C? sur (]0, +oo])3.
Notons q4 la forme quadratique de R? associée & la matrice symétrique V2f(A).

La formule de Taylor appliquée & f a l'ordre 1 montre qu’il existe un élément 6 de ]0, 1] tel que:

F(A+H) = f(AV+ < VS(A), H >+ aaron(H).

A et X sont dans C donc h(H) = h(X) — h(A) = 110 — 110 = 0. Alors H appartient & Kerh. Or Vf(A) € (Kerh)*.

Alors < Vf(A),H >=0et ainsi f(X) = f(A+ H) = f(A) + 161,4+¢9H(H).

2
1 1 h
En posant H = (h1, hg, h3) on a f(X) — f(A) = 5 QA+9H(H) = 5 (hl hg hg)VQf(A + QH) hQ
hs3
1 M
En utilisant 2. on obtient alors f(X) — f(A4) = 3 (hyho ha)V2F(A+0H) | hy | 0.
h3

Ainsi VX € (0, +00[)3 NC, f(X) = f(A).

11
f admet en A = (30,60, 20) un minimum global sous la contrainte C qui vaut 360"




