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PROBABILITES

PREMIER CERCLE

Opérations sur les parties d’un ensemble

Soit (A;);es une famille de parties d'un ensemble E et soit B une partie de E.

o|BN (LEJIA> BU (QA) =[(BUA;) (U Ai>

. (ﬂAi>uB—ﬂ(AiuB) Ja=N4

el el

=JBn4)

el

nB=JinB)

el

Image réciproque d’une partie par une application
Soit f une application de E dans F.

e Si B est une partie de F:‘ fY(B)={z€E| f(x) € B} ‘

e Si By et By sont deux parties de F:‘ f Y B1UBy) = f~Y(B1)U f1(By) ‘ ‘ fYBi1NBy) = f~YB1)N f1(Bo) ‘

Plus généralement si (B;);c; est une famille de parties de F :

(UB)=Urm)

el el

et

(N B) =N )

el el

e Si B est une partie de F':

f71(B)=f1(B) |

e Si By et By sont deux parties de F:‘ By C By = f~Y(By1) C f7Y(Bo). ‘

Cardinal d’une partie

A est une partie d’un ensemble fini F.

[Card A< CardE| |CardA=Card E— CardA| [CardA = Card E donne A= E

Cardinal d’une réunion

Soient Ei, Fs, ..., E, n ensemble fini.

e F{UEyU---UE, est un ensembles finis.

| Card(Ey UE,U---UE,) =Y _ (—1)F!
k=1

>

1<y <ig<-<ip<n

Card(EZ-l N Ei2 n---N Ezk)

e Si Ey, E>, ..., E, sont ’ deux & deux disjoints H Card(EF1 UE,U---UE,)=Card Ey + Card B2 + - - - 4+ Card E,,

Cardinal d’un produit cartésien
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e n est un élément de N*. Si Fy, Fs, ..., E, sont n ensembles finis alors £ X Fy X --- X F,, est un ensemble fini et :

| Card(Ey x By x -+ x E,) = Card By x Card By x -+ x Card B, |

e 1 est un élément de N*. Si E est un ensemble fini alors E™ est un ensemble fini et :’ Card(E™) = (Card E)" ‘

p-listes

p est un élément de N* et E' un ensemble fini de cardinal n.L’ensemble des p-listes de F est fini et de cardinal

p-listes sans répétition

p est un élément de N* et E' un ensemble fini non vide de cardinal n.

L’ensemble des p-listes sans répétition de E est fini. Si p > n cet ensemble est vide.

Si p < n le cardinal de cet ensemble est :

nn—1n-2)---(n—p+1) = =)

Permutations

Le nombre de permutations d’un ensemble fini de cardinal n est n!

Nombre de parties d’un ensemble fini

e Le nombre de parties d’un ensemble fini de cardinal n est

e Le nombre de parties de p éléments d’un ensemble fini de cardinal n est 0 si p > n et

nn—1)---(n—p+1) n! (") & .
P! _(n—p)!p!_(p> Ps

Coefficients binémiaux n, p et k sont trois entiers.
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R.

Soient a et b deux réels (resp. complexes) et n un élément de N.

11

Formule du binome

) anfkr bk

Formule de Vandermonde

n, p et g sont des éléments de N tels que:n < p+q.

Min(p,n)

(v

k=Max(0,n—q)

q =
n—=k
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Quelques sommes classiques

e 1 est un élément de N*. Z (Z) =2" <Z) (_1)k =0 Z (21) -
k=0

k=0 0<2k<n

2 (2k1 1) -2

0<2k+1<n

1 2
e n et p sont deux éléments de N tels que:n > p. (p)+(p+ )+(p—2|9— >+...+<n>:(

p p

p

n+1)
p+1

Dans toute la suite (2,4, P) est un espace probabilisé.

o-additivité

Pour toute suite (Ay)n>n, d’éléments de A ‘ deux & deux incompatibles ‘:

+o0 +00 n
P( U 4.) =Y Plan) = lm, 3 P4
n=no n=no =nNo

Propriétés élémentaires des probabilités

A et B sont deux éléments de A.

P(@)=0| |P(A)=1-P(A)| | AC Bdome P(A)< P(B)| |P(B\A)=P(B)-P(ANB)]

| A C B donme P(B\A) = P(B) - P(4) |

Probabilité d’une réunion finie d’événements incompatibles

Aq, Ao, ..., A, sont n éléments ‘ deux a deux incompatibles ‘ de A:

| P(A1UAy U---UA,) = P(Ay) + P(As) + -+ + P(A,) |

Formule du crible ou formule de Poincaré

Ay, Ay, ..., A, sont n éléments de A :

n

k=1 1< << <ip <N

P(AJUA,U---UA,) =) (—1)kH > P(A;, NA;,N---NA;)

Probabilité d’une réunion ou d’une intersection

(An)n>n, €st une suite quelconque d’éléments de A.

n=ng k=ng n=ng

P(U )= (0 a)| | 2(0 4= () 4)

k):no

Limite monotone

(An)n>n, est une suite quelconque d’éléments de A.



+oo
o Si (Ay)n>n, est une suite croissante: P( U Ak) = liIil P(A,)
n——+00
k=ng

—+o0
o Si (An)n>n, est une suite décroissante : P( ﬂ Ak) = 1irJ£1 P(A,)
n——+0o
k‘:no

J.F.C.

Systéme complet ou quasi-complet d’événements

(A;)ier est un systeme complet ou quasi-complet d’événements de ’espace probabilisé (2, A, P).

Pour tout élément de B de A:| P(B) = P( U(B N Al)> = ZP(B NA;).
icl iel

Les probabilités composées

e On suppose que A1, Ag, ..., A, sont des éléments de A tels que: P(A4yNAsN---NA,_1)#0

| P(A1N 42N Ay) = P(A)) Pa, (42) Paynay (4s) -+ Painagn-na, - (4n) |

La formule des probabilités totales

(A;)icr est un systeme complet ou quasi-complet de I’espace probabilisé (€2, .4, P).

On suppose que Vi € I, P(A;) # 0. Alors pour tout élément B de A :

P(B)=> P(BNA;)=Y_ P(A)Ps(B)

i€l i€l

La formule de Bayes

(A;)ier est un systeme complet ou quasi-complet d’événements de ’espace probabilisé (2, A, P).
On suppose que Vi € I, P(A4;) #0.

Pour tout élément B de A de probabilité non nulle et pour tout élément k de I :

P(Ay) Pay (B) _  P(Ag) Pa,(B)
P(B) " P(A;) Pa,(B)

el

Ps(Ay) =

Fonction de répartition d’une variable aléatoire réelle discrete

Soit X une variable aléatoire réelle discréte sur (2,.4, P).

Vo € R, Fx(z) = > P{X =2z}) =) P{X =z}

z€X (Q)N]—o0,z] z<®

Variable aléatoire a valeurs dans N

X est une variable aléatoire réelle discrete sur (£2, .4, P) qui prend ses valeurs dans

e Soit k un élément de Z.
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| P(X=k)=P(X <k)—P(X <k—1)]et| P(X =k) = P(X <k +1)— P(X <F)]

| P(X =k)=P(X>k) - P(X>k+1)|et| P(X =k) = P(X >k—1)— P(X > k) |

Ent(z)
eVzcR, Fx(x)=P(X <z)= Y P(X=k).

k=—oc0

ot

Moment de l’indicatrice d’un événement

Soit A un événement de 1’espace probabilisé (2, A, P). | E(14) = P(A) et V(I4) = P(A)P(A)

Variable de Bernoulli

Soient X et Y deux variables aléatoires réelles sur (2, .4, P) suivant des lois de Bernoulli.

o B(X)=P(X =1) |et| V(X) = P(X = 1) P(X = 0)

e XY suit une loi de Bernoulli de parametre P({X =1} N{Y =1}) et ’ EXY)=P{X=1}n{Y =1}) ‘

Lois discretes usuelles

Nom Notation Parameétre(s) Valeurs Loi E(X) V(X)
De Bernoulli| X < B(1,p) p € [0,1] {0,1} PX=0)=1-p D pq
PX=1)=p
1 1 -1
Uniforme | X < U([1,n]) n € N* [1,n] P{X =k})=—- n—2&— 1 15
n
_ 2 _
Uniforme | X < U([a,0]) | (a,b) € (2)? [a, ] PUX = k}) = — i —~ ¢ ; bllb=a Jlr;) L
a<b
Binomiale X <= B(n,p) |neN,pel0,]] [0,7n] PH{X =k}) = (Z) PP np npq
Géométrique| X — G(p) p €]0,1] [1,+oof P{X =k})=pqg"! % ]%
(%) (%) N—n
Hypergéo- | X — H(N,n,p)| (N,n) € (N*)* | [Max(0,n — Ngq),| P{X =k}) = T;_ np npg
métrique n<N,pe[0,1]| Min(Np,n)] !
NpeN
k
De Poisson X = P(N) AeRY N PH{X =k}) = % e A A
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Lois continues usuelles

Nom de la loi Notations | Valeurs Une densité EX)| V(X)
L. b|(b-a)?
Uniforme X < U([a,b]) [a, D] a<b f@)=< b—a st € lab) a—2|— ( 12a)
0 sinon
e ™M siteo, 1 1
Exponentielle | X < ()\) R | A>0 | f(t)= { e sitel0dool |1 =
0 sinon A A
tU71 —t
c si t €]0, 400
Gamma X < v(v) R* v>0 | f(t)= L(v) v v
0 sit €] — o0,0]
tl/—l e_Tt .t 0
- €]0,
Gamma X< T(bv) | R iig sy = ey StEEel e,
0 sit €] — 00,0
1 t2
Normale X < N(0,1 R t) = e T 0 1
0.1 )= =
centrée réduite
Normale X < N(m,o?) R >0 JiG) LI 2
m,o o = e 2 m o
V2mo

Variance

e Soit X une variable aléatoire réelle discrete sur (€2, .4, P) possedant une variance. X(Q) = {zy; k € [no, +oo[}.

+o0o too
V(X) = B((X - B(X))") = B(X?) = (B(X))? = Y e} P(X =) = (B(X))* = > (e — B(X))* P(X = a)
k=ng k=no

e Soit X une variable aléatoire réelle & densité sur (2,.A, P) possedant une variance. Soit f une densité de X.

9 “+oo +oo
V) = B((X - BN)®) = BC) — (BOOP = [ epw - (8002 = [ (0= B2 (0

— OO — 00

Variance de Y =aX +b

X est une variable aléatoire réelle sur (2, A, P), a et b sont deux réels.

Si X possede une variance, aX + b aussi et : ’ V(aX +b) = a?V(X) ‘

Markov

e Soit X une variable aléatoire réelle discrete ou & densité sur (2, A, P) prenant ses valeurs dans [0, +o0o[ et admettant

une espérance.
E
VA €0, +ool, P(X = \) < ¥
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e Soit X une variable aléatoire réelle discréte ou & densité sur (92, A, P) admettant un moment d’ordre 2. Pour tout
réel € strictement positif :

BE(X?)
)

P(X|>¢) <

e Soit X une variable aléatoire réelle discrete ou a densité sur (€2, A, P) admettant un moment d’ordre r. Pour tout
réel € strictement positif:

E(X|"
P(x| > ) < ZET)

Bienaymé-Tchebychev

Soit X une variable aléatoire réelle discrete ou a densité sur (€2, A, P) admettant un moment d’ordre 2. Pour tout réel
¢ strictement positif :

V(X)
2

P(X - E(X)| > ¢) <

Variable aléatoire centrée (resp. centrée réduite)

Soit X une variable aléatoire réelle discréte ou & densité sur (92,4, P).

e Si X possede une espérance X — F(X) est une variable centrée.
X-FE(X) X-FEX)
V(X) o(X)

Espérance d’une somme de deux variables aléatoires

e X et Y sont deux variables aléatoires réelles sur (£2,.4, P) qui possedent une espérance.

est une variable centrée réduite.

e Si X possede une variance non nulle X™* =

Alors X + Y possedent une espérance et ’ EX+Y)=EX)+E(Y) ‘

e X1, Xs, ..., X, sont n variables aléatoires réelles sur (2, A, P) qui posséde une espérance.

Alors X + X5 + -+ 4+ X, posséde une espérance et ’ EXi+Xo+ -+ X,)=EX1)+E(X2)+ -+ E(X,) ‘

Croissance de I’espérance

Soient X et Y deux variables aléatoires réelles sur (€2,.4, P) qui possedent une espérance.

Si lon a presque strement X <Y (autrement dit si P(X <Y) =1) alors E(X) < E(Y).

Variance d’une somme de deux variables aléatoires indépendantes

X et Y sont deux variables aléatoires indépendantes sur (2,.4, P) qui posseédent une variance.

Alors X + Y possede une variance et ’ VIX+Y)=V(X)+V(Y) ‘

Covariance

X et Y sont deux variables aléatoires réelles discretes sur (£2,.4, P) possedant un moment d’ordre 2 ou une variance.

mwxszRX—ﬂme—ﬂnﬂ:ﬂxm—ﬂxww)
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Propriétés de la covariance

X, Y, et Z sont trois variables aléatoires réelles discretes sur (£2,.4, P) possedant un moment d’ordre 2.

V(e, B) € R?, cov(aX + BY,Z) = acov(X, Z) + Beov(Y, Z) ‘

V(a, B) € R2, cov(X,aY + BZ) = acov(X,Y) + Bcov(X, Z) ‘

. ’ cov(Y, X) = cov(X,Y) ‘

o cov(X, X) = V(X) |

e Si X (resp. Y) est constante (ou quasi-constante) : cov(X,Y) = 0.

V(a,b,c,d) € RY, cov(aX +b,cY +d) = accov(X,Y) ‘

. ’ Si X et Y sont indépendantes : cov(X,Y) =0 ‘

Variance d’une somme de n variables aléatoires indépendantes

X1, Xo, ..., X, sont n variables aléatoires réelles discretes sur (€, A, P) possédant un moment d’ordre 2.

e X; + X5+ -+ X, possede une variance et | V(X; + Xo + -+ X)) = Z V(X;)+2 Z cov(X;, X;) |
i=1 1<i<j<n

e Si X1, Xs, ..., X,, sont indépendantes :] V(X1 +Xo4 -+ X)) = V(X1) + V(X)) 4+ V(Xp) \

Matrice de covariance

X1, Xo, ..., X,, sont n variables aléatoires réelles sur (2,4, P) possedant un moment d’ordre 2. et A = (cov(X;, X;))

est la matrice de covariance de (X1, Xa,..., X,,).
aq
Q2

Si ay, as, ..., a, sont des réels et U = . alors:’ Vien X1 +ag Xo+ - +ap, Xp,) = UAU ‘
Qp

Coefficient de corrélation

Soient X et Y deux variables aléatoires réelles sur (2,4, P) ayant une variance non nulle.

XY
e Le coefficient de corrélation du couple (X,Y) est le réel noté px y et égal a cov(i,).
’ o(X)o(Y)

o | lpxv| <1|et|px,y|=1sietseulement si ¥ est une fonction quasi- affine de X.

o Posons U = aX +bet V=cX +d avec a et ¢ dans R* et b et d dans R. |pyv| = |px.v].

Soit X une variable aléatoire réelle & densité sur (2, A, P) et f une densité de X. Fx est la fonction de
répartition de X. = est un réel. a et b sont deux réels tels que a < b.

xT +oo
[ P(X=2) =0 Fﬂ@zﬂX<@zﬂX<@:/.th mx>@=mx>@=/ oL

.P@<X<®:Pm<X<m2Pm<X<w:Pm<X<m2/v@&:Fﬂw—&W)
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Fonction affine d’une loi normale

a et b sont deux réels. a est non nul. | X < N (m,0?) donne Y =aX +b< N(am +0, (|a|0)2)

Fonction de répartition d’une variable aléatoire qui suit la loi normale centrée réduite

Soit @ la fonction de répartition d’une variable aléatoire X suivant une loi normale centrée réduite.

o P(X <0)=P(X >0) = 0(0) = 1/2]

e Pour tout réelx:’@(—x)zl—@(m) ‘ou’P(Xg—x)zl—P(Xga:):P(X>x)‘

e Pour tout réel x positif:’ P(X|<z)=2P(zx)—1 ‘ et ’ P(X| > z)=2(1-®(x)) ‘

D’une loi normale a la loi normale centrée réduite

Soit @ la fonction de répartition d’une variable aléatoire suivant une loi normale centrée réduite. X est une variable

aléatoire a densité de fonction de répartition Fx.

X —-m

Si X < N(m,0?) alors

Stabilité et lois binémiales

e Soient X et Y deux variables aléatoires réelles ’ indépendantes ‘ sur (Q, A, P).

g g

< N(0,1) et VYzeR, Fx(gc):<1><x_m)

Si X < B(n,p) et Y < B(m,p) alors X—|—Yf—>B(n—|—m,p)‘

e Xy, Xo, ..., X,, sont n variables aléatoires réelles de Bernoulli sur (2, 4, P), | mutuellement indépendantes | et

de parametre p alors: X; + Xs + ... 4+ X, est une variable aléatoire réelle suivant une loi binémiale de parametres n
et p

Stabilité et lois de Poisson

Soient X et Y deux variables aléatoires réelles ’ indépendantes ‘ sur (22,4, P).

Si X5 P(\) et Y P(u) alors X+Y P+

Stabilité et lois gamma

e Soient X7 et Xo deux variables aléatoires ’ indépendantes ‘ sur (2, A, P) qui suivent respectivement une loi gamma

de parametres b et vy, et b et vs.

X1 + X5 suit une loi gamma de parametres b et v + vo.

e Plus généralement X;, Xo, ..., X,, sont des variables aléatoires réelles ’mutuellement indépendantes‘ sur
(Q2,A,P).

’Si Vi€ [L,n], X; = T(b,y;) alors X1+X2+~--+X"c—>F(b,y1+u2+---+z/n)‘

e X1, Xo, ..., X,, sont des variables aléatoires réelles ’ mutuellement indépendantes ‘ sur (€2, A, P) suivant une loi

exponentielle de parametre .

X1 4+ Xo + -+ 4+ X, suit une loi gamma de parametre % et n.
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Stabilité et lois normales

e Soient X; et X, deux variables aléatoires | indépendantes | sur (€2, .4, P) qui suivent respectivement une loi normale

de parametres m; et o%, et mo et 0%.
X1 4 X5 suit une loi normale de parametres my + mo et a% + 0’% .

e Plus généralement soient A1, Ag, ..., A, n réels non tous nuls et X7, Xo, ..., X, n variables aléatoires réelles

mutuellement indépendantes ‘ sur (Q, A, P).

On suppose que pour tout élément i de [1,n], X; suit une loi normale de parametres m; et o;. Alors:

A1X1+/\2X2+---+A,LX”<—>N(A1m1+A2m2+~~-+/\,,,m,,,,/\%af+/\§a§+-~-+/\$La§)

Approximation d’une loi hypergéométrique par une loi binémiale

On peut approximer la loi hypergéométrique de parametres IV, n et p, par la loi bindmiale de parametres n et p lorsque
N est sensiblement supérieur & 10 n.

Approximation d’une une loi binémiale par une loi de Poisson

On peut approximer la loi binémiale de parametres n et p par la loi de Poisson de parametre np lorsque n > 30,
p<0.1et np<15.

Approximation d’une loi binémiale par une loi normale

2
On peut approximer la loi bindmiale de parametres n et p par la loi normale de parametres np et ( np(l — p))

lorsque n > 20 ou 30, p pas trop petit (!), np > 10 et ng > 10.

Approximation d’une loi de Poisson par une loi normale

On peut approximer la loi de Poisson de parametre A par la loi normale de parametres A et (\[\)2 lorsque n > 10.

DEUXIEME CERCLE
Majoration de la probabilité d’une réunion

(Q, A, P) est un espace probabilisé.

e Si Ay, Ay, ..., A, sont n éléments quelconques de A :’ P(AyUAU---UA,) < P(4;)+P(A2)+---+ P(4,) ‘

o Soit (A;,)n>n, une suite d’éléments de A telle que ’ la série de terme général P(A,) ‘ converge :

+oo +o0
P(U 4) <Y PlA)

n=ng n=ngo

Espérance d’une variable aléatoire a valeurs dans N.

Soit X une variable aléatoire réelle discrete prenant ses valeurs dans N.

X possede une espérance si et seulement si la série de terme général P({X > k}) est convergente.
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+o00
En cas de convergence :| E(X) = Z P{X > k})
k=0

Variable aléatoire réelle discréte de variance nulle.
Soit X une variable aléatoire réelle discrete sur (2,4, P) qui posséde une variance.

La variance de X est nulle si et seulement X est presque stirement constante.

Loi géométrique.

e Si X suit une loi géométrique de paramétre petsig=1—p:|VkeN, P(X > k) = ¢"

e X, Xs, ..., X,, sont n variables aléatoires sur (€2, .4, P) mutuellement indépendantes et qui suivent la loi géométrique
de parametre p.

Min(X1, Xa,...,X,,) suit la loi géométrique de parametre 1 — ¢™.

Loi de Pascal.

r est un élément de N* et p est un élément de |0, 1[. On pose ¢ =1 —p.

Une variable aléatoire réelle X sur ({2, A, P) suit une loi de Pascal de parameétres r et p si:

-1
-1

k
X(Q) = [[T’, —FOO[[ et Vke [[’I"7 —|—OO[[, P({X = k}) = <r )pr qkir = Cz:i pr qkir

On écrit alors X < P(r,p). Dans ces conditions:| E(X) = L VX)=r %
b

Stabilité et loi de Pascal.

Soient X; et X5 deux variables aléatoires | indépendantes ‘ sur (9, .4, P) qui suivent respectivement une loi de Pascal

de parametres r1 et p, et ro et p.

X1 4 X5 suit la loi de Pascal de parametres r1 + ro et p.

Loi exponentielle.

X1, Xo, ..., X, sont n variables aléatoires sur (£2,.4, P) mutuellement indépendantes et qui suivent la loi exponentielle

de parametre A.

Min(X1, Xa,...,X,,) suit la loi exponentielle de parametre n A.

Densités pour Y =aX +bet Y = X?

Soit X une variable aléatoire réelle a densité sur (2, A, P) et f une densité de X définie sur R.

e Si g est un réel non nul et b un réel, Y = aX + b est une variable aléatoire réelle a densité admettant pour densité

1 —b
la fonction | g:x — — f(m )
|al a

o Y = X? est une variable aléatoire réelle & densité admettant pour densité g définie sur R par:

Vo e]—o0,0], gla) =0 et Va e ]0,+ocl, g(x)=%(f(x/5)+f(—x/5))-
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Densités et intégrales classiques

+o0 +oo 2 +oo +oo
/ e 2 dt = 2r / e 2t = Tﬂ / eV dt = /7 / e dt = vr
—0o 0 0

— 00

r(N - [T W¥n €N, VA retar— M
5)= L t=+/7 n €N, €]0, +o0], ; t"e t_/\nJrl
X < N(0,1). X possede un moment d’ordre n pour tout élément n de N.

X 2k)!
Yk € N, mag(X) = E(X) = D o1 vl € N, s (X) = B(XHH) =0,

Loi du khi-deux

e Si X <= N(0,1) alors Y = X2 — I'(2, 3).

e Si Xy, Xo, ..., X,, sont n variables aléatoires ‘ mutuellement indépendantes | qui suivent une loi normale centrée
réduite alors T = X7 + X3 4 -+ + X2 — (2, 2).

Simulation d’une loi exponentielle ) est un réel strictement positif. X est une variable aléatoire
réelle.

1 1
Si X suit la loi uniforme sur [0,1] : EBY In X et Y In(1 — X) suivent la loi exponentielle de parametre .

LES THEOREMES LES MOINS EVIDENTS DU COURS DE PROBABILITES

Espérance conditionnelle et systeme complet.

Th. 1 | Soient X une variable aléatoire discrete infinie sur (2,4, P) et (4;);c;r un systéme complet (ou quasi-
complet) d’événements de (2, A, P).

On pose: I' ={i € I | P(A;) # 0}. X posséde une espérance si et seulement si:

1. Pour tout élément ¢ de I’, E(X|A;) existe (ce qui assure l'existence de E(|X||A4;)!!);

2. Y E(IX|| A;) P(A;) existe.
i€l’

Si B(X) existe: B(X) = Y E(X|A;) P(A;).
iel’

%% L’énoncé proposé dans le programme est grossierement faux. L’énoncé proposé par le “Précis” de Bréal
(édition 2004) est simplement faux... qu’on se le dise.

Cor. | X et Y sont deux variables aléatoires discretes sur (€2,.4, P).
X)) ={zpieltet]’={iel|P(X =ua;)#0} Y possede une espérance si et seulement si:

1. Pour tout élément ¢ de I’, E(Y|{X = «;}) existe;

2. Y E([Y|[{X =2;}) P{X = x,}) existe.
i€l

Si E(Y) existe: E(Y) = Z EYNHX =z}) PUX = x,}).
iel’
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Théoréme de transfert pour une variable aléatoire discrete infinie.
Soit X une variable aléatoire réelle discréte infinie. On pose: X(Q) = {zx , k € [no, +oo[ }.
g est une fonction numérique de la variable réelle dont le domaine de définition contient X (12).

go X possede une espérance si et seulement si la série de terme général g(zy) p({X = x}) est absolument convergente.
En cas d’existence :

“+o0
E(goX)= Y glan)p({X =z}) = Y glo) P{X =a})
k=ng z€X(Q)

Espérance de Z=g(X,Y).

Th. 2 | Soient X et Y deux variables aléatoires réelles discretes finies sur (€2, A, P).

On suppose que X () = {z1,22,...,2,} et Y(Q) = {y1,92,...,Yq}
Soit g une fonction de R? dans R dont le domaine de définition contient X (Q) x Y ().

Alors Z = g(X,Y) est une variable aléatoire réelle discrete finie et :

:ZZQ zi,y;) PUX =2} n{Y = y;})

i=1 j=1

Th. 3 | Soient X et Y deux variables aléatoires réelles discretes sur (92, A4, P).
On suppose que X () = {z;,i € I} et Y(Q) = {y;,j € J}, I et J étant deux intervalles de N (ou de Z).

Soit g une fonction de R? dans R dont le domaine de définition contient X () x Y(Q). Z = g(X,Y).

e Z possede une espérance si et seulement si Z Z lg(zi,y;)] P{X =z} N{Y =y,}) existe.
i€l jeJ

e Si Z possede une espérance :

=3 glwiy) PUX =2} 0{Y =y;}) = D> gzi,y;) PUX =2} n{Y =y;})

i€l jeJ jeJ iel

Théoreme de tranfert pour les variables aléatoires a densité

Th. 4 | Soit X une variable aléatoire réelle a densité prenant ses valeurs dans un intervalle I d’extrémités a et b

avec: —oo < a < b < +oo.

Soit f une densité de X et ¢ une fonction définie et continue sur I éventuellement privé d’un nombre fini
de points.

b
poX possede une espérance si et seulement si / ©(t) f(t)dt est absolument convergente. En cas d’existence
a

b
E(poX) = / o(0) £ (1)t

%% On se gardera bien de dire que si ¢ est une fonction continue et X une variable aléatoire a densité, alors

o X est une variable aléatoire a densité.
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Somme de deux variables aléatoires a densité indépendantes

Th.

5

14

X et Y sont deux variables aléatoires réelle ’ indépendantes ‘ de densités respectives fx et fy.

+oo
Sih:x — / fx (@) fy(x —t)dt (resp. x — / fx(x—1t) fy(t)dt) est définie et continue sauf peut-

étre en un nombre fini de points alors X + Y est une variable aléatoire a densité admettant h pour densité.

h est la convolée de fx et fy ou le produit de convolution de fx et fy.

0. 0.0 Le programme dit que: en cas d’utilisation du produit de convolution, la preuve de sa
légitimité n’est pas exigible des candidats. Rien que du bonheur!!

Th.

6

X et Y sont deux variables aléatoires réelle | indépendantes ‘ de densités respectives fx et fy.

On suppose que fx ou fy est bornée.

Alors X +Y est une variable aléatoire & densité et h:z — / fx(@) fy(xz—t)dt

—+oo
(resp. = — / fx (@ —1t) fy(t)dt) en est une densité définie sur R.

Caractérisation de la loi exponentielle par ’absence de mémoire

Th.

7

@ X est une variable aléatoire & densité sur (2, A, P).

X suit une loi exponentielle ’ si et seulement si ‘:

V(z,y) eRT xR, P(X >2)>0 et P(X>z+y/X >z)=PX >y)

On parle de processus sans mémoire.

Loi faible des grands nombres

Th.

8

(Xn)n>1 est une suite de variables aléatoires réelles suivant la méme loi ayant une espérance m et une
variance o2 (o > 0).

On suppose que les variables aléatoires réelles de cette suite sont deux & deux indépendantes.

X1 +Xo+---+
n

Alors la suite de terme général ™ converge en probabilité vers la variable aléatoire réelle

certaine égale a m.

Deux énoncés du théoreme de la limite centrée.

Th.

9

(X1n)n>1 est une suite de variables aléatoires réelles mutuellement indépendantes suivant la méme loi
ayant une espérance m et une variance o2 (o > 0)

On pose pour tout élément n de N*, S, = X; + Xo +--- + X,,.
Sp— E(Sp,)  Sn—E(S,) S, —nm
V(s | o5 Vi

aléatoire réelle suivant une loi normale centrée réduite.

La suite de terme général S, = converge en loi vers une variable

I ) _ USRS
Ainsi, pour tout réel z: ngrfoo Fs: (z )7nll>rfoo P(S; <z)=®(x) = [m \/ﬂe T dt.




Th. 10
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(X1n)n>1 est une suite de variables aléatoires réelles mutuellement indépendantes suivant la méme loi
ayant une espérance m et une variance o2 (o > 0)

14 X1+ Xo+--4+X
On pose pour tout élément n de N*, F,, = ! 2t °.

n
F,—-E(F,) F,—-E(F, F,—

m . .
= converge en loi vers une variable
V(F, a(Fy) =
( n) n N
aléatoire réelle suivant une loi normale centrée réduite.

La suite de terme général F,; =

v 1 2
Ainsi tout réel z: lim Fp+(z) = lim P(F) <z)=®(z) = —e 2 dt.
insi, pour tout réel «: lim Fr, (x) m (Fr <x) (x) [m 5 ¢




