Exercice principal 560

1. Question de cowrs 1 Définition et propridbés des endomorphismes symétriques 4 un espace euclidien.
9, Dans cette question, £ désigne Vespace vectoriel B® que Pon munit du produit sealaire usuel pour lequel la
base canonique {81, €2, €3} est orthonormée,
Soit u Vendomorphisme de B® défind par :
W{ry, o, xy) & Qa: w(ry, Fa, By) = {11 + 2o + Zrg 1y — 22,201 + 224).

a} Trouver ks matrice de » dans la base canonigue et en déduire que u est symétrigue.
b} Déterminer une base de Kerw, puls montrer que {ufe; ), u{es}) est une base orthogonale de Im w.
¢} Déterminer Ia matrice du projecteur orthogonal sur Im « dans In base canonigque de B3,

Dans la suite de 'exercice,( £, {,}) est un espace euclidien et on note | || 1a norme euclidienne associée au produit
sealaire ().

3. Soit F un sous-espsce vectoriel de £, o un vecteur de E et y = pp{z) la projection orthogonale de o sur F.

Montrer que pour tout z € F, on a1 |z — 2] 2 |z — gl avec égalité s1 et seulement 51 z = p.

4. Soit u un endomorphisme symétrique de (E, . }:g O note p le projectenr orthogonal sur Tm o

a} Montrer gue Ker u et Im = sont supplémentaires et orthogonaax.

b} Soit x € £. Justifier 'existence d'un vecteur 3 € F tel que ufye} = plz) et tronver parmi les vectewrs y € K
vérifiant w{y) = plz}, celui qui a la plus petite norme ;| on le note w{x).

¢) Montrer que v est lindaire, puis caleuler uev el novon,

) Caleuler pla) et v(z) pour 2 = (1, 1,1}, lorsque u est Pendomorphisme de B? de la question 2.

Exercice sans préparation 560

Boit X une variable aléatoire possédant une densité de probabilité continue sur B et nulle hors de Pintervalle
1—1,+1kL
1. Montgrer que X posstde une varianos, qui est strictement comprise entre 0 et 1.

1

2. Montrer que toute valeur de Uintervalle ouvert 10, 1] est effectivement possible pour la variance de X
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