LYON 2001 DEUXIEME PROBLEME

Rappel: Pour tout élément n de N*, I’"équation z € C et 2™ = 1, admet exactement n racines complexes

distinctes qui sont
2w

avec 0= —
n

Définitions : Soit E un espace vectoriel sur C.
e On note idg 'application identique de F.
e Pour tout endomorphisme f de E, on note f° = idg, et pour tout entier naturel k, f¥*1 = f¥o f.

e Soit p € N*. On dit qu'un endomorphisme f de F est cyclique d’ordre p s’il existe un élément xg de F

vérifiant les trois conditions suivantes :
* fP(x0) = o,
* la famille (zo, f(zo), ..., [P~ (o)) est génératrice de E,
* la famille (zo, f(0), ..., [P (20)) est constituée d’éléments deux & deux distincts.

La famille (xo, flxo)y. ..,y fpfl(xo)) est alors appelée un cycle de f.

Partie I: Etude d’un exemple

Dans cette partie, E est un espace vectoriel sur C de dimension 3, et B = (e, ea, e3) est une base de E. On

considere I'endomorphisme f de F dont la matrice associée dans la base B est :

1 2 2
A= 1 1 2
-2 -2 -3

Vérifier que B’ = (e1, f(e1), f(e1)) est une base de E et déterminer la matrice associée a f relativement

a cette base.
Montrer que f est cyclique d’ordre 4 et que (e1, f(e1), f2(e1), f3(e1)) est un cycle de f.

Q3 | Montrer que f* = idg.

Au choiz Q4 ou Q4’

Montrer que f est diagonalisable en déterminant une base de E constituée de vecteurs propres de f.
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Q4’ | a) Soit A une valeur propre de f est u un vecteur propre associé. Calculer de deux manieres f*(u) et

en déduire que A* = 1. Qu’en déduire pour le spectre de f?

b) Montrer que —1, i et —i sont des valeurs propres de f et que f est diagonalisable. Construire une base

de E constiuée de vecteurs propres de f.

Partie II: Cas général

Dans cette partie, E est un espace vectoriel sur C de dimension n (n € N*), et on considére un endomorphisme

f de E cyclique d’ordre p. Soit (a:o, f(zo), ... fp_l(aco)) un cycle de f.

Montrer que p = n.

Montrer que fP = idg. En déduire que f est bijective.

On note m le plus grand des entiers naturels k tels que la famille (aco, f(zo), ..., fk_l(xo)) est libre.
a) Montrer que f™(zo) est combinaison linéaire des m vecteurs xg, f(xo), ..., f™ 1(zo).

b) Montrer, par récurrence, que pour tout entier naturel k supérieur ou égal & m, le vecteur f¥(zg) est

combinaison linéaire des m vecteurs g, f(x¢), ..., f™ (zo).
¢) En déduire que m = n et que la famille (xo, f(zo), ..., f"’l(:vo)) est une base de FE.

On note ag, as,...,a,—1 les n nombres complexes tels que :

f*(20) = aozo + a1 f(2o) + az f(z0) + -+ + an—1f" ' (20).

a) On considere 'endomorphisme g de E défini par g = agidg + a1 f + asf?> + -+ +an,_1 L.
Montrer: Vk €N, g(fk(xo)) = R ().
En déduire: f" =apidg +arf +asf>+ - +an_1f" L

b) Déterminer la matrice M associée & f relativement a la base (330, f(zo), ... f"‘l(xo)) a l'aide des coeffi-

cients ag, a1, ...,0p_1-

¢) Montrer: VA € C, rg(f — Xidg) = n — 1 (on pourra utiliser la matrice précédente).
En déduire que les sous-espaces propres de f sont de dimension 1.

On suppose dans cette question que f est cyclique d’ordre n ( et dim(E) = n).
Soit (aco,f(xo)7 . .7f”_1(:r0)) un cycle de f.

a) Montrer que si un nombre complexe A est valeur propre de f, alors A" =1



b) Déterminer la matrice associée a f relativement a la base (2o, f(20), ..., f" *(z0)).

¢) Montrer que f est diagonalisable en déterminant une base de E constituée de vecteurs propres de f.

CORRECTION

Partie I: Etude d’un exemple

1. E est de dimension 3 donc pour montrer que la famille de trois vecteurs (e1, f(e1), f%(e1)) est une base

de F il suffit de montrer que c’est une famille libre.

1 2 2 1 -1
f(€1) =e1 + ey — 2es. f2(€1) = f(f(el)) = —e1 — 2e9 + 2e3 car 1 1 2 1 = -2
-2 -2 -3 —2 2

Soient «, (3 et v trois éléments de C tels que: ae; + Bf(e1) +vf%(e1) = 0g. Montrons que a = 3 =~ = 0.
aey + fB(e1 + ez — 2es) + y(—e1 — 262 + 2e3) = 0p done (a + f —y)er + (8 — 2y)e2 + (=26 + 27)ez = 0.
La liberté de (e, e2,e3) donne alors a+ 5 —v=0—2y=-20+2y=0.

Ainsiy = 8 =2vet a+8—~ = 0. Nécessairement 3 =y =0et « = -+~ = 0. Finalement « = § = v = 0.

Ceci acheve de montrer que:

(e1, f(e1), f*(e1)) est une base de E.

Cherchons la matrice de f dans cette base.

f(el) = 0.61 + lf(el) + 0.f2(61) et f2(61) = 0.61 + Of(@l) + 1.f2(€1).
1 2 2 —1 —1

f(fQ(el)) = f(—e1 — 2e9 + 2e3) = —ey + ey car 1 1 2 -2 | = 1
-2 -2 =3 2 0

f(fQ(el)) = —e; + ey =—e1 — (61 + e9 — 263) — (—61 — 2e9 + 263) = —e; — f(el) — fz(el).

0 0 -1
La matrice de f dans la base (eq, f(e1), f2(e1)) est: [ 1 0 —1
0 1 -1

2. Montrons que f est cyclique d’ordre 4.
o f3(er) = —e1 + ez alors f(e1) = —f(er) + fle2) = —(e1 + €2 — 2e3) + (2e1 + ez — 2e3) = e1.
e (e1, f(er), f*(e1), f3(e1)) est une famille génératrice de E comme sur-famille de la famille génératrice

(e1, f(e1), f*(e1)) de E. En effet E = Vect (eq, f(e1), f%(e1)) C Vect (ey, f(e1), f*(e1), f*(e1)) C E donne
Vect (e1, f(e1), f2(e1), f3(e1)) = E nest-il pas?



o (e1, fler), f3(e1), f3(e1)) = (e1, 1 + €2 — 2e3, —e1 — 2e2 + 2e3, —€1 + €2) ;
la famille(e1, f(e1), f%(e1), f3(e1)) est donc constituée d’éléments deux & deux distincts.

Les trois points précédents permettent de dire que:

f est cyclique d’ordre 4 et (el,f(el),fz(el),f?’(el)) est un cycle de f.

3. Pour montrer que f* = Idg il suffit de prouver que ces deux endomorphismes de F coincident sur la base

(el,f(el),f2(el)) de E. Pour cela il suffit de prouver que f*(e;) = ey, f3(e1) = f(e1) et fS(e1) = f?(e1).

f*(e1) = e1 résulte de Q1 et permet d’écrire que: f(f*(e1)) = f(e1) et f2(f*(e1)) = f?(e1); alors fP(er) =

fler) et fS(e1) = f2(ey1). Ainsi:

4. Observons que f* —idg = Og(p)y- Ainsi X 4 _ 1 est un polynéme annulateur de f dont I’ensemble des

racines est {1, —1,4,—i}.

Les seules valeurs propres possibles de f sont 1, —1, i et —i.

0 0 -1
Notons B’ la base (el,f(el),fz(el)) de E et A’ la matrice de f dans cette base. A'=11 0 -1
01 -1
Soit z un élément de E de coordonnées («, 3,7) dans B5'.
« ! -y =« v=—«
fey=ac=A |8 ]=|08 @{Q—WZ/B@{B:ZQ Sa=0=v=0&2=0g.
v Y B—v=n 20+ a = —a
Donc 1 n’est pas valeur propre de f.
@ a -y =—-« a=r
fe)=—zc A8 |=-1|08 <:>{04—7=—6<:>{ e
gl gl f—v=— f=

Alors —1 est valeur propre de f et le sous-espace propre associé est SEP (f, —1) = Vect (el + fQ(el)).

Observons que Vect (e1 + f?(e1)) = Vect(eq — €1 — 2e2 + 2e3) = Vect(—2e3 + 2e3) = Vect(ez — e3).

. v = —ia

« a —y =i

flx)=izc Al B | =i|p @{a—vziﬂ@ B=Ya-7)=—i(a+ia)=(1-1i)a.
v v Bov=iy (1—i)a+ia =i(—ia) = a
7= i ,

. ‘ v = —ia

@) =iz e 5:“‘”‘“:’{5<1i)a'

a=a

Alors i est valeur propre de f et le sous-espace propre associé est SEP (f,i) = Vect (61+(172‘)f(61) —if? (61)).
Orep + (1—1d)f(er) —if?(e1) = e1 + (1 —i)(e1 + e2 — 2e3) —i(—e; — 22 + 2e3)) = 21 + (1 +i)eq — 2e3.

Par conséquent SEP (f,i) = Vect (2e1 + (1 +4)ex — 2e3).
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Remarquons alors que si X est un élément de Mj3;(C), A’X = —iX & A’X = iX puisque A" est a
coeflicients réels.
¥ = —ia v =i«
Ainsi f(z) = —iz & ¢ _ N . Alors —i est valeur propre de f et le sous-espace
B=(1—-14i)a B=(1+1a

propre associé est SEP (f, —i) = Vect <61 + (1+9)f(er) + if2(61)> = Vect (261 +(1—i)ex — 263).

f admet trois valeurs propres distinctes et E est de dimension 3 donc:

’ f est diagonalisable. ‘

Comme SEP (f,—1) = Vect (e3 —e3), SEP (f,i) = Vect (261 +(1+14)es —263) et SEP (f, —i) = Vect (261 +

(1 —4)ey — 263) :

(62 —e3,2e1 + (1 +1i)ea —2e3,2e1 + (1 —i)eq — 263) est une base de E constituée de vecteurs propres de

f respectivement associés aux valeurs propres 1, i et —i.

Partie II Cas général

1. (w0, f(x0),-.., [P (o)) est un cycle de f donc c’est une famille génératrice de E. Cette famille

génératrice est de cardinal p et E est de dimension n, par conséquent :

p=n.

2. Soit x un élément de E. (o, f(x0),..., P (x0)) est une famille génératrice de E donc il existe un

Slément (Ao, M1, -, A1) de CP tel que:z = 5 Ae f*(a0).
k=0
p—1 p—1 p—1 p—1
o) = f7 (z A fk(a:o>> 2N e (R 0) = 5 A o) = 5 A f((a0)).
k=0 k=0 k=0 k=0

Or fP(xg) = xo. Ainsi fP(z) = pil e fF(zg) = .
k=0

Finalement Vz € E, fP(z) =z = Idg(x) donc:

fofPl = fP=1dg. De méme fP~lo f = fP =1Idg. Ainsi:

’ f est bijective et f~1 = fP~1, ‘

3. a. Par définition de m, (mo, f(zo),. .., fm’l(xo)) est libre et (aco, f(zo), ..., fm(xo)) est liée.

m
Par conséquent il existe un élément non nul (Ag, A1, ..., Ay ) de C™F tel que: Y Ay f¥(20) = 0p.
k=0
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m—1

Supposons A, = 0. Alors Y. A\, f¥(zg) = Op. La liberté de la famille (xo,f(xo), R fm_l(mo)) donne
k=0

A=A =-=Xxp_1=0.

Ainsi Ag = Ay = -+ = A\, = 0 ce qui induit une légere contradiction.

m—1
A
On peut donc affirmer que A, n’est pas nul et écrire: f™(xo) = Z (—)\k> f*(z0).
k=0 m

f™(z0) est combinaison linéaire de (2o, f(zo), ..., f™ *(20)).

b. Montrons par récurrence que, pour tout élément k de [m, +oo[, f¥(xg) est combinaison linéaire des m

vecteurs zo, f(xo), ., /™ *(z0).

e Nous venons de montrer que la propriété est vraie pour k = m.

e Supposons la propriété vraie pour un élément k de [m, +oo[ et montrons la pour k + 1.
L’hypothese de récurrence permet de dire que f*(zo) appartient & Vect (zo, f(zo), ..., f™ ! (z0)).
Alors: f*1(zg) € f (Vect (zo, f(x0), ..., f™ Hwo)) = Vect (f(z0), f2(20), - - ., [™(20)).

De toute évidence f(z) appartient & Vect (zo, f(z0), ..., ™ *(z0)) si i appartient & [1,m —1]. f™(xo)

appartient également & Vect (g, f(wo), ..., f™ (xzg)) d’apres a.
Ainsi Vi € [1,m], fi(xo) € Vect (2o, f(x0), ..., [™  (z0)).

Alors Vect (f(z0), f2(x0), ..., [™(@0)) C Vect (zo, f(x0),..., ™ Hzo)). Comme f*T'(zx) appartient a
Vect (f(zo), f2(x0),- .-, [™(x0)), f5T (o) appartient & Vect (zo, f(z0), ..., ™ *(20)).

fFH1(z0) est combinaison linéaire des m vecteurs xg, f(2q), ..., f™ (o) et ainsi s’achéve la récurrence.

Pour tout entier naturel k supérieur ou égal & m, le vecteur f*(z) est combinaison linéaire des m vecteurs
m—1
Zo, f($0)7 ey f (1’0)

c. Nous venons de voir que pour tout élément k de [m, +oof le vecteur f*(zo) est combinaison linéaire des

m vecteurs xg, f(xo), ..., f™ (zo). Ceci vaut également pour k dans [0, m — 1].

Ainsi tous les éléments de la famille génératrice (o, f(zo), ..., fP~!(x)) sont combinaisons linéaires de la
famille (2o, f(z0), ..., ™ ' (z0)).

Alors E = Vect (zg, f(w0), ..., P (z0)) C Vect (zo, f(z0), ..., f™ o)) C E.

Ainsi Vect (zo, f(z0), ..., f™ *(z0)) = E.

La famille (xo, flxo),...\ f m’l(xo)) est donc une famille génératrice de E. Rappelons que par définition de

m elle est libre.

(20, f(20), ..., f™ ! (x0)) est donc une base de E de cardinal m. Comme FE est de dimension n :



m =mn et (zo, f(x0),..., " (o)) est une base de E.

4. a. Soit k un élément de N.

o(FF@0) = 3 ar P (M e0) = 3 ar £ o) = 3 ae 4 (f (o)) = £ (Z as f‘(rvo))

=0 =0 =0 =0
n—1
Rappelons que, par hypothese, f™(zg) = Z ag f¥(xo).
=0

Ainsi g(f*(z0)) = f*(f"(20)) = fF (o) = f*F(x0) = ™ (fF(20)).

VE €N, g(f*(@o)) = f" (o) = f"(f*(0)).

Ceci permet en particulier de dire que les deux endomorphismes g et f™ coincident sur les éléments de la

base (zo,f(xo), .- -afnil(ﬂfo)) de E. Alors g = f™.

’f"zao IdE+a1f+a2f2_|_...+an71fn—1_‘

b. Vi€ [0,n—2], f(f(w0)) = 0.2+ 0.f(z0) + -+ -+ 0.f (o) + 1.f T (wo) + 0. fF2(wo) + - + 0. (z0).

On a également : f ("~ (x0)) = f™(x0) = ao o + a1 f(xo) + a2 f*(x0) + - + an—1 [~ (20).

0 - - 0 a
1 al
La matrice de f dans la base (xo, f(zo), ..., f”’l(xg)) est donc: |

c. Soit A un élément de C. Posons pour tout élément k de [0,n], ex = f*(z0).

(eo,el7 . ,en,l) = (:L‘o,f(xo), .. .,f”_l(xo)) est une base de E. De plus Vk € [0,n — 1], f(exr) = ext1-
Alors Vk € [0,n — 1], (f = A 1dg)(ex) = (f — X Idg)((f*(w0)) = f* (@0) — A fF(20) = ent1 — Aex.
(61 —Xeg, 2 — Ne1, ..., En_1 — Aep_2,€y — )\en,l) est donc une famille d’éléments de Im(f — A Idg).

(el — Xeg,e2 — Nep, ..., en_1 — Aep—2) également. Pour prouver que la dimension de Im(f — A Idg) est

supérieure ou égale a n — 1, montrons que cette derniere famille est libre.

Soit (A1, A2, ..., Ap_1) un élément de C™~! tel que: Ay (€1 —Aeg) + A2 (e2—Ae1) +-++ A1 (€n_1—Aep_o) =
Og.

—AAeg + ()\1 — )\2/\) er + (/\2 — )\3)\) ey + -+ ()\n_g — /\n—1>\) €n—o+ A_1€n_1=0g.



La famille (eq,eq,...,e,—_1) est libre il vient donc :

“MA= A =A== A3 A= = — A A= A1 =0

Ceci donne sans difficulté \{ = Ay =--- = \,_1 = 0.

Ainsi (61 — Aeg, €2 — Aep, ..., ln_1 — )\en_g) est une famille libre de Im(f — A Idg), de cardinal n — 1.

Par conséquent dimIm(f — A Idg) > n — 1.

(VAEC, rg(f —Aldg) >n—1.]

Soit A une valeur propre de f et SEP (f, A) le sous-espace propre associé.

dim SEP (f,\) = dimKer(f — AIdg). En appliquant le théoréme du rang on obtient :
dim SEP (f,A) =dim E —rg(f — A1dg) =n —rg(f — A\1dg).

rg(f — A Idg) > n — 1 donne alors dimSEP (f,A\) <n—(n—1)=1.

Ainsi SEP (f, A) est de dimension au plus 1.

Or par définition SEP (f,\) est de dimension au moins 1. Alors dim SEP (f,\) = 1.

’ Les sous-espaces propres de f sont de dimension 1. ‘

5. a. f est cyclique d’ordre n donc f™* = Idg (d’aprés Q2). X™ — 1 est alors un polynéme annulateur de f.

Toute valeur propre de f est alors une racine de ce polynéme. Ainsi:

’ Si un nombre complexe A est valeur propre de f, alors A" = 1. ‘

b. f™(x0) = 20, f™(20) = apxo+ a1 f(xo) +az f2(w0) + -+ +an—1 [ (20) et (zo, f(20),..., " o)) est

une base de E. Alorsag=1eta; =as=---=a,_1 =0.

0 0 1
1 D0
La matrice de f dans la base (xo, f(zo), ..., f"‘l(mo)) est donc: | :
i o
0 0 1 0
c. Soit A un élément de C tel que \" = 1.
Soit « un élément de E de coordonnées (g, a,...,a,—1) dans la base (xo, f(zo), ..., f"’l(xo)).
0 - - 0 1 o o
1. © 0 o a
f@y=xzs o . . 1 ol =2
. 0 .

o --- 0 1 0 Qp—1 Qp—1



fl@)=Ax & a1 =g et Vk € [0,n — 2], ap = Aagy1.

1
flx) =Xz a,_1 =Xy et Vk € [0,n — 2], apy1 = — ag.

A
1
flx)=Ax e an_1 = et Vk € [0,n — 1], o = E o0
1 1 1 1
fx) =Xz < Vke[0,n—1], Oék:ﬁoéoetaof*Oén—1fX)\n_1a0:)\7ao:Oéo'
1
f(z) = x < VEke]0,n—1], ak = 3, Qo.

Alors )\ est valeur propre de f et le sous-espace propre associé est la droite vectorielle engendrée par

1

1 1 _
To+ f(zo) + 2 (zo) +--- + T F" (o)
j 26 1 Lo L o
Posons Vk € [0,n — 1], \p = €' et tp, = 20 + — f(20) + w5 [“(w0) + -+ —— [ (0).
Ak )‘k )\Z
Ao, Al,- -+, An_1 sont les n solutions de I’équation A € C et A" = 1.
Aoy A1y -y An—1 sont (les) n valeurs propres distinctes de f et (to,t1,-..,tn—1) est une famille d’éléments de
FE constituée de vecteurs propres de f associés a des valeurs propres distinctes.
(to,t1,...,tn—1) est alors une famille libre de cardinal n de I’espace vectoriel E' dont la dimension est n.
(to,t1,...,tn—1) est donc une base de F constituée de vecteurs propres de f. Ainsi

’ f est diagonalisable. ‘




