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PROBL}\EMéifI*

Soit n un entier supérieur ou égal a4 2. On désigne par [, la matrice unité de M, (C).

On consideére un n-uplet (ag,ai,...,a,—;) de C" et le polynéme P = X" +q, (X" '+ + a1 X + ag.

/0 N |
1 . (0) -y
On note C la matrice de M,,(C) définie par C = 0
: (0) o0 0 —Gnon
\() B T R,

On dit que C est la matrice compagnon du polynéme P.
On note By = (e, ...,€,) la base canonique de C™.

On note id 'application identité de C™ et on appelle f 'endomorphisme de C™ tel que C soit la
matrice associée a f relativement & la base By.

On note f% = id et, pour tout entier naturel k, f5**! = fko f.

1.a. Exprimer, pour tout 7 € [1;n — 1], f(e;) en fonction de e;4;.
En déduire Vj € [[1,77, - 1ﬂ, fj(el) = €j+1 et f”(el) = *-(01061 + @16y + -+ a”_len).

o

2. Soit g 'endomorphisme de C™ défini par g = f* 4+ ap_1 "' + -+ + a1 f + agid.

a. Vérifier : gley)=0.
b. Montrer . VieN, gofi=fiog.
c. En déduire : Vie[L;n], g(e) =0.

d. Montrer que le polynéome P est annulateur de I’endomorphisme f.
Application 1 : Déterminer une matrice A € M;s(C) telle que A% = A3 + 2A4? + ;.

e. Etablir que toutes les valeurs propres de C sont des racines du polynome P.
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. Soit Q = ag + ;. X + -+ 4+ 0,1 X" un polynéme non nul et de degré inférieur ou égal a n — 1.

On note @Q(f) endomorphisme de €™ défini par Q(f) = apid +arf + -+, 1 f* L
Calculer Q(f)(ey). ' ’

. En déduire qu'il n’existe pas de polynéme non nul, de degré inférieur ou égal a n — 1 et

annulateur de f.

. Soit A une racine du polynéme P.

Il existe donc un unique polynéme R € C[X] tel que P = (X — A)R.
Vérifier que (f — Aid) o R(f) =0, ou 0 est I'endomorphisme nul de C".

. Conclure que toutes les racines du polynéme P sont des valeurs propres de C.

. Montrer que, pour tout nombre complexe z, la matrice (C — zl,,) est de rang supérieur ou égal

an — 1. En déduire que chaque sous-espace propre de C' est de dimension 1.

b. En déduire que C est diagonalisable si et seulement si P admet n racines deux a deux distinctes.
0001
L . 1000 . .
5.a. Application 2 : Montrer que la matrice A; = 010 0 de My4(C) est diagonalisable..
\O 010
( 000 4
o . 100 -8 , . .
b. Application 3 : Montrer que la matrice 4, = 010 3 de M4(C) n’est pas diagonalisable.
\0 0 1 2
6. On note B = 'C la matrice transposée de C.

. Montrer que, pour tout nombre complexe t, la matrice (B — t1,,) est inversible si et seulement si

la matrice (C —t1,) est inversible.

. En déduire que les matrices B et C ont les mémes valeurs propres.

c. Soit A une valeur propre de B. Déterminer une base du sous-espace propre de B associé & A.
d. On suppose que le polyndéme P admet n racines Ar,..., A, deux a deux distinctes. Montrer que
1 1 - 1
by )V
. . . ‘ . . . /\2 )\2 e /\2 . .
B est diagonalisable et en déduire que la matrice V' = 1 2 n | est inversible.
/\?—1 )‘g.-—l o /\;rlzfl
7. Soit E un C-espace vectoriel de dimension n et u un endomorphisme de F admettant n valeurs
propres i, ..., U4, deux & deux distinctes.
L’endomorphisme u est donc diagonalisable et on note £ = (1,...,£,) une base de E constituée
de vecteurs propres de u respectivement associés a pi1,. .., tin.
a. Soit a =€, + &5+ -+ -+ &,. Montrer que la famille B, = (a,u(a), e u”“l(a)) est une base de E.
b. Montrer qu’il existe un polynéme P, = X" +b, ;X" '4+...4+b, X +by tel que la matrice associée

4 u relativement & la base B, = (a, u(a),... ,u"‘l(a)) soit la matrice compagnon du polynoéme P;.

4/4



9-2- 2013 J.F.C.

CORRECTION

1. a. Par définition méme de la matrice C on a,

l pour tout élément ¢ de [1,n — 1] : f(e;) = ei41- l

b. Montrons par récurrence que pour tout élément j de [0,n — 1], f7(e1) = ej41.

La propriété est vraie pour j = 0 car f0 = id.

Supposons la propriété vraie pour un élément j de [0,n — 2] et montrons la pour j + 1.

Par hypothese f7(e1) = ejy1. Alors fit1(e1) = f(f/(e1)) = f(ejt1) = flejr141) dapres a..

Ainsi s’achéve la récurrence. Donc Vj € [0,n — 1], f(e1) = e;41. En particulier:

Vje[l,n—1], fi(e1) = ejt1-

Remarque On a alors By = (e, es,...,e,) = (e1, fler),..., "t er)).
Par définition de la matrice C': f(e,) = —age; —a1e3 — -+ — Gp2€n—1 — Ap_1 €n.

Donc f™(e1) = f(f"*(e1)) = f(en—141) = flen) = —(a0er +area+ -+ an_2€n_1 + an_1€y).

n—1
fer) = —-(ao e1tajes+ -+ ap_sep_1+an_1 en) = - Z ajejq1.
7=0
n—1 )
2. a. gler) = f*(er) + an—1 "7 er) + -+ a1 fler) +apid(er) = ™ (er) + Z a; f'(e1).
=0

n—1 n—1
En utilisant 1. on obtient: g(e;) = — Z a;ejq1 + Z a;ej+1 = Ogn.
§=0 j=0
g(er) = Ogn.
n—1 n—1
b. Soit 4 un élément de N. go f* = (f” + Z ag f") o fl= iy Z ap fETE
k=0 k=0

n—1 n—1
Alors:gOfisz”-i-Zakak:in (fn+zakfk> :fi°9‘
k=0 k=0

(VieN, gofi=flog]|
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c. Soit ¢ un élément de [0,n — 1].
fi(er) = esr1. Donc gleiy1) = g(f(e1)) = (go f5)(er) = (fog)(er) = (Fi(g(er)) = f*(0cn) = Ocn.

Alors Vi € [0,n — 1], g{esy1) = O¢n. Ou:

[ Vi€ [Ln], gles) = Oc-.

Remarque P est également un polynéme annulateur de C donc de sa matrice compagnon.
d. Ainsi 'endomorphisme g coincide avec endomorphisme nul de C™ sur la base Bp.
Ces deux endomorphismes sont donc égaux. Par conséquent g = Oz(cn).

Org=f"+an1f"t+---+a1 f+aoid = P(f). Finalement P(f) = Oz(cny-

n—1
P=X"4+a, 1 X" '+ -+ X +a=X"+ Z ar X* est un polynéme annulateur de f.

‘ k=0
0 00 01
10 000
Application 1: Posons A= |0 1 0 0 2
00101
00010

A est la matrice compagnon du polynéme Py = X5 4+ (—0) X* + (1) X3+ (—2) X2 4+ (-0) X + (-1)!
Py =X®—X®-2X?—1et P4 est un polyndme annulateur de A. Alors A% — A% — 242 — I5 = 0,(0)-

Par conséquent A° = A% + 2 A? + I,

0 0 0 01
1 0 0 00
A=10 1 0 0 2 | estune matrice de M;(C) telle que A5 = A3 +2A? + I;.
0 061 01
000 1O

e. P est un polynéme annulateur de f donc les valeurs propres de f sont des racines de P. Or 'ensemble

des valeurs propres de f est aussi I’ensemble des valeurs propres de C. Ainsi

[ les valeurs propres de C sont des racines de P. !

n—1 n—1 n
3. 2. QUf)er) =) o filer) =) ajen =y aie
j=0 =0 =1

n—1 n
Q(f)(e1) = Z Qjeji1 = Z Qi1 €;.
=0 =1
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b. Reprenons le polyndme @ de la question précédente. Observons que c’est un polynéme non nul de degré
inférieur ou égal & n — 1 quelconque .

Supposons que ¢ est un polyndme annulateur de f. Alors Q(f) = Og(cr). En particulier Q(f)(e1) = Oc-.

n

Donc Z a1 e; = Ogn. Comme la famille By = (e, es,...,e,) est libre: Vi € [1,n], ;-1 = 0.

i=1
n—1
Alors @) = Z ay X* est le polynéme nul ce qui contredit ’hypothése.
k=0

‘ Il n’existe pas de polynéme non nul, de degré inférieur ou égal & n — 1 et annulateur de f. ‘

¢. Soit A une racine de P.

P(f) = (X =N R)(f) = (X = X)(f) o R(f) = (f = AId) o R(f). Comme P(f) = Og(cny:

(f = AId) o R(f) = Oz(cny-

d. Reprenons les hypotheses du c.
P = (X —X)R et P est de degré n donc R est un polynoéme de degré n — 1.

En particulier R est un polyndéme non nul de degré inférieur ou égal & n — 1. Alors R n’est pas un polyndéme

annulateur de f.

Ainsi R(f) # Ozcn) donc il existe un élément a de C” tel que R(f)(a) ne soit pas le vecteur nul.
Posqus b = R(f)(a). b est non nul.

De plus: (f — Aid) (6) = (f — Aid) (R(£)(a)) = ((f = Aid) o R(f))(a) = 0z (cr)(a) = Ocr.

b n’est pas le vecteur nul et ( f- /\id)(b) = Oc» donc A est une valeur propre de f donc également de C.

l Toutes les racines de P sont des valeurs propres de C. l

Remarques 1. On pouvait également raisonner par 'absurde. On supposant que A n’est pas valeur propre
de f on obtient Pexistence de (f — Aid)™" qui permet d’obtenir (par composition) R(f) = O cny donc une

contradiction.

2. Notons que 2. e. et 3. d. montrent que ensemble des valeurs propres de C est 'ensemble des racines

de P.
4. a. Soit z un élément de C. Pour tout élément k de [1,n] notons Hj, la k*™® colonne de C' — z I,.

Pour montrer que C' — z I, est de rang au moins n — 1 il suffit de montrer que la famille (Hy, Ha,..., Hp_1)

est libre non 7
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Notons encore (E1, o, ..., E,) la base canonique de M1 (C). VE e [1,n—1], Hy, = -2 Ey + Epq1.

n—1
Soit (21,22,...,2,_1) un élément de C"~1 tel que Z 2 Hy = Opq, 1 (0)-
k=1
n—1 n—1 n—1 n—1
OMn,1(C) = Z Zk Hk = Z (Zk (—m) Ek + 2 Ek+1) = - Z (Zk Z'Ek) + Z (Zk Ek+1).
k=1 k=1 k=1 k=1
n—1 n n—1
Om,1(0) = —Z (21 = By,) +Z zk—1 Ey) =—21$E1+Z (—zp 2 + 25—1) Ex) + 2n—1 En.
k=1 k=2

(B, By, ..., E,) étant une famille libre on obtient: —zy z = 0, Vk € [2,n — 1], =2z & + 241 = 0 et 2,1 = 0.
Ne reste plus qu’d démontrer par une petite récurrence descendante que Vk € [1,n — 1], zx = 0.

La propriété est vraie pour n — 1. Supposons la vraie pour k dans [2,n — 1] et montrons la pour k — 1.
Par hypothése 2z = 0. Or —z2; x + zx—1 = 0 donc zx_1 = 0. Ce qui achéve la récurrence !

Ainsi Vk € [1,n — 1], 2 = 0. La famille (Hy, Ha, ..., H,—1) est donc libre et C — z I, est au moins de rang

n—1.

Pour tout nombre complexe z, la matrice C' — z I, est de rang supérieur ou égal & n — l—l

Soit A une valeur propre de C' donc de f. La dimension du sous-espace propre SEP (C, ) de C associé & A

est la méme que la dimension du sous-espace propre SEP (f, A) de f associé a A.
Ainsi dim SEP (C,A) = dim SEP (f, A) = dimKer(f — Aid) = dim C"* — rg(f — Aid) = n —rg(C — A [,,).

Or rg(C — A1,) 2 n—1donc n—rg(C — A],) < 1 Ainsi dimSEP (C,A) < 1. Or la dimension d’un

sous—espace propre est toujours supérieure ou égale & 1. Par conséquent, SEP (C, A) est de dimension 1.

Chaque sous espace propre de C est de dimension 1. }

b. Les sous-espaces propres de C' étant de dimension 1, la somme des dimensions des sous-espaces propres
de C est égale au nombre de valeurs propres distinctes de C' c’est & dire au nombre de racines distinctes de

P.

Rappelons que C est diagonalisable si et seulement si la somme des dimensions de ses sous-espaces propres

est n. Alors:

C' est diagonalisable si et seulement si P admet n racines deux & deux distinctes.

5. a. Application 2: Notons que A; est la matrice compagnon du polynéme P4, = X* — 1.

Or P4, admet quatre racines distinctes dans C: 1, —1, ¢ et —i. Ainsi:
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A est diagonalisable.

O OO
—_o o O

OO = O
OO O =

b. Application 3: Notons que A» est la matrice compagnon du polynéme Py, = X* -2 X3 -3 X248 X —4.
1 est racine de Py,. De plus Py, = (X — 1)(X? = X2 -4 X +4) = (X - 1)(X*(X - 1) — 4(X - 1)).
Alors Pa, = (X - 12 (X2 -4)= (X -1)2 (X -2) (X +2).

P4, n’a que trois racines distinctes dans C: 1, 2 et —2 donc

0 0 0 4
1 0 0 -8 , . .

Ay = 010 3 n’est pas diagonalisable.
0 01 2

6. a. Le cours indique que si M est une matrice de M, (K) (K= R ou K = C) alors *M est inversible si et

seulement si M est inversible.
Pour tout nombre complexe t: B —t1, ='C —t'I, =¥(C —t1I,).

Ainsi B — t I, est inversible si et seulement si C — ¢ I, est inversible.

pour tout nombre complexe t, B — ¢ I, est inversible si et seulement si C — ¢ I, est inversible.

b. Soit A un complexe. Ce qui précede permet de dire que B — A I, n’est pas inversible si et seulement si

C — A1, est n’est pas inversible.

Alors A est valeur propre de B si et seulement si A est valeur propre de C.

B et C ont les mémes valeurs propres. !

U
u
c. Soit A un élément de C et soit U = | . | un élément de My, (C).
Un
A 1 0 e . 0
0 =X .7 :
Notons que B — A1, = -
.
0 0 —A 1
—ag —ay e e —Qp_2 _)\ — Qp_1
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-\ 1 o --- oo 0 Uy 0
0 -A ‘ : u2 0
UeSEP (B,\) | = =~ = = : =
: 0 : :
0 () ~A 1 Up—1 0
_ao _al PR e _an_2 ——A — an—l u‘ﬂ 0
UeSEP (B,)\) <= Vke[l,n—1], “Augtugt1 =0 et —apui—a1 ua—+ - —n-2Un—1—{(A+an_1) tn = 0.

n—1
UeSEP (B,\) <= Vke[l,n—1], upt1 = Aug et Y apupt1 + Aup, =0.
k=0
n—1
U€ESEP (B,)\) <= Vke[l,n], ug = ¥ lus et > (ap Xu)+ AN 1y =0.
k=0

n—1
U € SEP (B,)\) <= Vk € [1,n], uxr = \*"1uy et (Z ap AP +)\") u1 = 0.
k=0

U € SEP (B, \) <= Vk € [L,n], ux = A~ uy et P(A)uy = 0.

1
. A
OrP()\):O.DoncUESEP(B,/\)<:>Vk€|[1,n—1]],uk:/\’“_lul<:>U€Vect( X2 )
1
A

Une base du sous-espace propre de B associé & la valeur propre A est: ( A2 )

Aﬁ—l
d. P admet n racines distinctes Ay, As, ..., An. Or les valeurs propres de B sont les valeurs propres de C' qui
sont les racines de P.
Ainsi B admet n valeurs propres deux a deux distinctes A1, A, ..., A,. B est alors diagonalisable.
1
Ak
2
Posons pour tout k dans [1,n], Uy = Ak
—1
My

Pour tout k dans [1,n], (Uy) est une base du sous-espace propre de B associé A la valeur propre Ay.

Comme B est diagonalisable, M,, 1 (R) est somme directe des sous-espaces propres de B donc (U, Us, ..., Uy)
est une base de My, ;(R) constituée de vecteurs propres de B respectivement associés aux valeurs propres

AL, Agy ey Ape

Notons V' la matrice de passage de la base canonique de M,, 1(R) & la base (Uy,Us,...,U,).
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1 1 . 1
A1 Ao e Ap
2 2 2
V' est inversible comme matrice de passage et V = M Ay A par définition méme de
)\;1,—1 A;L—l . AZ_I
Uy, Us, ..., Uy
1 1 e 1
A Ao o A
2 2 2
B est diagonalisable et la matrice V = M Ay A est inversible.
)\?._1 )\;{wl N /\Z.—l

7. a. Vi € [1,n], u(e;) = ps&; donc Vi € [1,n], Vk € N, u*(g;) = uFe;. Alors:

VkeN, uf(a) =uf(e; +ea+ - +&,) =ub(er) +uf(en) +- - +ub(e,) = pher +pbes -+ ke,

1
us
Pour tout k dans N, la matrice de u”(a) dans la base £ est S, = | .
K,
E étant de dimension n, la famille B, = (a,u(a),...,u"(a)) est une base de E si et seulement si elle est
de rang n ou si et seulement si la famille (Sp,S1,...,S5,—1) est de rang n.
(So,S1,...,8n-1) est de rang n si et seulement si sa matrice dans la base canonique de M,, 1(C) est de rang
n.
_ 1 1 ce 1
Lo oo !
_ 1 ope g - pg? o '
Or cette matriceest W = | . . . ) et sa transposée est Hy T
1 2 e n—1 :__ :_ :_
Bn Ko, ' M?l u?l ceeopnl
Comme les complexes p1, {2, ..., fbn sont deux & deux distincts, d’aprés 6. d. cette derniére matrice est
inversible. Alors W est inversible donc W est de rang n.
Ceci achéve de montrer que B, est une base de E.
l Sia=¢; +&+ - +epalors B, = (a,u(a),...,u" *(a)) est une base de E. ‘
b. Déterminons la matrice de u dans B,. Constatons que Vk € [0,n — 2], u(u*(a)) = u**(a)!
De plus u(un_l(a)) = u"(a). Soit (co,c1,-..,cn—1) la famille des coordonnées de u™(a) dans la base B,.
Posons Vk € [0,n — 1], by = —cg. Alors u(u™"1(a)) = u"(a) = —boa — by ufa) — -+ - — bp_1 u" " (a).
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0 0 —bo

1 (0) D=
Ainsi la matrice de u dans la base B, est: 0 ’

: (0) .00 —bp—2

o -+ - 0 1 —=by

C’est la matrice compagnon du polyndéme P; = X™ 4+ b,—1 X"t 4 -+« 4+ b1 X + b.

1l existe un polyndme P; = X™ +b,_1 X"t +---+b; X + by tel que la matrice associée & u relativement

4 la base B, = (a,u(a),...,u" !(a)) soit la matrice compagnon du polynéme P;.




