295

EML__MATS

BANQUE COMMUNE D’EPREUVES

Concepteur : EMLYON Business School

1°® épreuve (option scientifique)

MATHEMATIQUES

Lundi 3 mai 2010 de 8 heures a 12 heures

La présentation, la lisibilité, I'orthographe, la qualité de la rédaction, la clarté ef la précision des
raisonnements entreront pour une part importante dans 'appréciation des copies.

Les candidats sont invités a encadrer dans la mesure du possible les résultats de leurs calculs.

lls ne doivent faire usage d'aucun document : l'utilisation de toute calculatrice et de tout matériel
électronique est interdite. Seule I'utilisation d’une régle graduée est autorisée.

Si au cours de I'épreuve, un candidat repére ce qui lui semble étre une erreur d'énoncé, il la signalera sur
sa copie et poursuivra sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu’il sera amené a prendre.

PROBLEME 1

Définitions et notations

e p désigne un entier naturel supérieur ou égal a 3.

e On note M,(C) Pensemble des matrices carrées d’ordre p & coefficients complexes, My ,(R) 'ensemble
des matrices-lignes & p colonnes & coefficients réels, M,(R) I’ensemble des matrices carrées d’ordre p &
coeficients réels, I, la matrice diagonale de M,,(C) et de M,(R) dont les coefficients diagonaux sont
tous égaux a 1.

e On note, pour toute matrice carrée A d’ordre p et tout (i, 7) € {1,...,p}?, (A); le coefficient de A
situé a la ligne 4 et & la colonne j.

¢ On note, pour toute matrice-ligne L de My ,(R) et tout j € {1,...,p}, (L); le coefficient de L situé
* & la colonne j.

e On dit qu'une suite (An)n>1 de matrices de Mp(R) converge vers une matrice A de M,(R), et on
note A, — A, sietseulement si: V(i,5) € {1,..,p}%, (An)iy — (A

n — +co n — +oo .
¢ On dit qu’une suite (L, )n»1 de matrices de M; ,(R) converge vers une matrice L de M, ,(R), et on
note L, — L,sietseulementsi: Vje{l,..,p}, (L,); — (L);.
n o0

n — +oo — +
e On admet que, si la suite (A,)n»1 de matrices de M,(R) converge vers la matrice A et si la suite
(Bn)nz1 de matrices de M,(R) converge vers la matrice B, alors la suite (A,Bp)n>1 de matrices
converge vers la matrice AB.
e On admet que si la suite (Ay)n>1 de matrices de M,,(R) converge vers la matrice A et si L est une
matrice-ligne de M, ,(R), alers la suite (LA, ),>1 de matrices converge vers la matrice LA.
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V(’:]) € {17 "'7p}2’ (A)i,]' 20
. . . . P
¢ On appelle matrice stochastique toute matrice A de M,(R) telle que : Vi€ {1,...p}, Z (A)i; = 1,

7=1
et on note ST, 'ensemble des matrices stochastiques de M,(R).

Partie I : Résultats généraux sur les matrices stochastiques - Illustrations

1. a. On note V la matrice-colonne a p lignes dont tous les coefficients sont égaux a 1.
v(i,5) €{1,..p}" (A)i; 20

Mont :
ontrer, pour toute A € M(R): A€ ST, < { AV = V.

b. En déduire que toutes les matrices de ST, ont une valeur propre commune.

2. Démontrer : VA,Be S8T,, AB¢e ST,

1 0 0 1 0 0 1 0 0
3. Onmnote: A;=11/2 1/2 0 |, A,=(0 1/2 1/2], A4s={1/2 1/2 0
1/3 1/3 1/3 0 1/2 1/2 0 1/2 1/2

a. Justifier, sans calcul, qué A, est diagonalisable dans M3(R). Donner la dimension du sous-espace
propre pour A; associé a la valeur propre 1.

b. En utilisant éventuellement les matrices Ay et Az :
(i) Montrer qu'il existe dans ST3 au moins un élément non diagonalisable dans M3(C) ;

(ii) Justifier si Paffirmation suivante est vraie ou fausse : « Pour tout élément A de ST, le
sous-espace propre pour A associé & la valeur propre 1 est de dimension 1 ».

4. Soient A € 8T, et A une valeur propre de A dans C.
I
On note X = : | un vecteur propre pour A associé¢ & la valeur propre A.
Zp
On note 7 un élément de {1,...,p} tel que : Vk € {1,...,p}, |z&] < |-
a. Montrer ; [Az;| < |zl

b. En déduire : |A| < 1.

Partie II : Suites de moyennes de puissances de matrices stochastiques

Soit A € 8T ,. On note A® =1,.
1. a. Etablir: Vne N, A" € S87,.

1n——1 .
b. Montrer : = k .
ontrer : Vn € N*, nZA e ST,

k=0

Dans la suite de cette partie II, on suppose qu'il existe r € {1,...,p — 1}, P € M,(R) inversible,
D € M,(R) diagonale dont les coefficients diagonaux (D);; sont égaux & 1 si ¢ < r et distincts de 1 si
izr+1,telsque: A= PDPL, '

1 n—1
On note, pour tout n e N*: M, = - ZD" et B, = PM,P~L.

e k=0

2/4




On note A la matrice de M,(R) diagonale dont les coeflicients diagonaux (A);; sont égaux a 1sii < 7
et nuls sinon, et on note B = PAP™L.

-1
1 1 si z=1

. Dé g <1l: = k .
2. Démontrer, pour tout z € R fixé tel que |z| < 1 - E z® - { 0 si z#l

3. Montrer: M, — A etendéduire: B, — B.

n — 40 n — +00

4. a. Montrer : Vn € N*, B, € §T,.
b. En déduire : B € ST,

Partie III : Aspect probabiliste

On dispose d’un objet noté T et de trois urnes numérotées 1, 2 et 3.
A chaque instant n (n € N), T est dans une des trois urnes et une seule.

On note, pour tout n € N, X, la variable aléatoire égale au numéro de l'urne dans laquelle se trouve
P'objet & l'instant n et L, la matrice suivante de My 3(R) : L, = (P(Xn =1) P(X,=2) P(X, = 3))

On suppose connues la loi de X et la matrice A de M3(R) définie par :
V(i,5) € {1,2,3}%, (A)ij = Prxo=i(X1 = )

On suppose : Vn € N, V(4,7) € {1,2,3}%, Px,—)(Xn+1 = J) = Pxo=i) (X1 = 7).
1. Montrer: A € 8T;.
2. Montrer: Vn €N, L,.1=L,A puis: Vn E N, L, = LjA".

1 0 O
On suppose dorénavant A = A;, définie dans la partie .3, et onnote D; = {0 1/2 0
0 0 1/3

3. Déterminer une matrice P, € M3(R), inversible et & coefficients diagonaux tous égaux a 1, telle
que Ay = PLD P! et calculer P!

4. Déterminer la limite de la suite (D?),31, puis la limite de la suite (A])n>

5. Déterminer la limite de la suite (Ly)n>1. Expliquer ce résultat par des arguments probabilistes,
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CORRECTION

Partie I: Résultats généraux sur les matrices stochastiques - Illustrations

Remarque  Dans la suite nous noterons [1,p] Uensemble {1,...,p}.

Pour toute matrice C de Myp1(R) ou de M, 1(C) et pour tout i dans [1,p] nous noterons (C); le coefficient

de C situé sur la i®™° ligne.

1. a. Soit A une matrice de M,(R).

V(i,j) € [1,p]°, (A)ij >0 V(i,j) € [1,p)%, (A)i; >0

AeST, = 2 = ) P
vie L, 3 (A =1 vie[Lol ¥ ((4)ix1)=1
=1 j=1
V(i,5) € [L,p]°, (A)i; >0 o 2
pesy o | R @ {:}{vu,y)em,pﬂ )y >0
vie Lol 2 (g (V);) = (V) AV =V

V(,L?]) € [[lap]]2’ (A)i,j 2 0
AV =V

Pour toute matrice A de My(R), A € ST, <= {

1. b. Soit A un élément de ST,. V n’est pas nul(le) et AV = V. Donc 1 est valeur propre de A et V en

est un vecteur propre associé.

1 est une valeur propre commune & toutes les matrices de 7.

2. Soient A et B deux éléments de ST .

D
e Soient ¢ et j deux éléments de [1,p]. (AB);; = Z ((A)lk (B)kd‘).
k=1

OrVk e [1,p], (A)ir = 0et (B)r,; =0 car A et B sont des éléments de ST .

Donc Vk € [1,p], (A)ir (B)x,; = 0. Ainsi (AB);; = Z ( ik B)kd) > 0, et ceci pour tout (3,7) dans

[1, 2]
¢ AV =V et BV =V car A et B sont des éléments de ST, donc (AB)V =ABV)=AV =V.

Ceci acheve de montrer que AB est un élément de ST,

Le produit de deux éléments de ST, est un élément de ST .
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3. a) A; est une matrice triangulaire inférieure donc ses valeurs propres sont ses éléments diagonaux c’est
1 1
adirel, - et =-
273

Aj est une matrice de M3(R) ayant 3 valeurs propres distinctes donc A; est diagonalisable et ses sous-espaces

propres sont de dimension 1.

A; est diagonalisable et le sous-espace propre de A; associé & la valeur propre 1 est de dimension IJ

: 0 0
Remarque Notons que SEP (A;,1) = Vect(V), SEP (Al, %) = Vect( (1 ) ), SEP (Al, %) = Vect( (O) ).
2 1

3. b. (i) e Les coefficients de A3 sont des réels positifs ou nuls.

1
1 0 0 1

e AsV=1[1/2 1/2 0 1] =
0 1/2 1/2) \1

[T )
+ o+
N k=t DN
Il
TN
—
N~——
I
<

Donc As est un élément de ST3.
e A; est une matrice triangulaire inférieure donc ses valeurs propres sont ses éléments diagonaux.

1
Ainsi les deux valeurs propres de As sont 1 et 7

z
Cherchons les dimensions des sous-espaces propres de Az. Soit X = (y) un élément de M3 1(C).
z
==
1 0 0 x T
X €SEP (A3,1) = Az X =X < [ 1/2 1/2 0 yl=|y| =< Q/2z+(1/2)y=y.
0 1/2 1/2) \z z (1/2)y+ (1/2) 2 = 2

1
X € SEP (43,1) — {z . Ainsi SEP (43,1) = Vect({ (1)) Alors dim SEP (A43,1) = 1.
1

0
X ¢ SEP <A3,%)<:>A3X:%X<=></2 1/2 0
/

X
) ;
0 1/2 1/2 2
r=(1/2)z =0
X € SEP (Ag,%><:> (1/2)z+(1/2)y = y(:}{ o
(1/2)y+(1/2) 2 = O

Y
o 1 . 1
Ainsi SEP (Ag, 5) = Vect(( )) Alors dim SEP <A3, 5) =1.

0
0
1
1 1
dim SEP (Ag, 5) + dim SEP (Ag, 5) =2 # 3. Az n’est pas diagonalisable dans M;3(C).

Az est une matrice de ST3 qui n’est pas diagonalisable dans M;3(C).
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' 1l existe an moins un élément de S73 non diagonalisable dans Mj3(C), par exemple As.

3. b. (ii) e Les coefficients de A sont des réels positifs ou nuls.

1
1 0 0 1
i)

Donc As est un élément de §73. 1 est donc valeur propre de As.

+

NSRRI N
+
DO — D]
Il
TN
i
~—
Il
=

z
e Soit X = (y) un élément de Mj 1 (R).

z
r=2x

1 0 0 z z
XeSEP(A2,1)<:>A2X=X¢><o 1/2 1/2) (y)= y)<=> (1/2)y+(1/2)z=y.

0 12 1) \e) Az (1/2y+(1/2)z =2
X € SEP (A43,1) <= z = y. Ainsi SEP (A4,,1) est Phyperplan de M3 ;(R) d’équation y — z = 0 dans la

base canonique de Ms3 1 (R). Par conséquent SEP (A4,,1) est de dimension 2.

L’affirmation << Pour tout élément A de S§T3, le sous-espace propre pour A associé  la valeur propre

1 est de dimension 1 >> est fausse .

4. a. AX = XX donc Vk € [1,p], (AX)r = A(X)g. En particulier (AX); = A (X); = Az,

p p

p p
Alors: Al o] = [Azs| = |(AX)i] = |3 (D K S @Wigesl =Y [(Aigllas| = Z Jiij|z5] (les
=1 =1 =1 i=1
coefficients de A sont des réels positifs ou nuls).

P
Or Vj € [L.p], |o] < |2l et (A)iy > 0. Donc: M |zi] < D (A)ig 2] = |zl Z Jig = |zil x 1= |z,
j=1 j=1

Azi| < |@i-
T
T3
4. b. X = | . | n’est pas nul(le) donc |z;| n’est pas nul car |z;| = 11\</I;?§ |zk].
: ~ \p
Tp

Alors |A| |z:] = |Azi| < |zs] et jz;] > 0. Par division on obtient: |A\| < 1

<L

Les valeurs propres dans C des éléments de ST, ont un module inférieur ou égal & 1.
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Partie IT : Suites des moyennes de puissances de matrices stochastiques

1. a. Montrons par récurrence que pour tout élément n de N, A™ appartient a ST .

e I, est une matrice de Mp(R) dont les coefficients sont des réels positifs ou nuls. De plus I, V = V.

Ainsi I, est un élément de ST,. Alors A° appartient & ST, et la propriété est vraie pour n = 0.

e Supposons que pour un élément n de N, A" soit un élément de ST .

A et A" sont alors deux éléments de ST,. D’aprés I 2. leur produit est un élément de ST .

Alors A"t appartient & ST,. Ceci achéve la récurrence.

Pour toute matrice A de 8T, et pour tout élément n de N, A™ est une matrice de ST:]

1. b. Soit n un élément de N*.

e Pour tout k dans N, A* appartient & ST ,. Donc pour tout k dans N, A* est une matrice de M, (R) dont

les coefficients sont des réels positifs ou nuls.

n—1

Alors Z A* est une matrice de M, (R) dont les coefficients sont des réels positifs ou nuls.

k=0
1 n—1
Il en est de méme pour — Z Ak,
™ k=0

e Pour tout k dans N, A* appartient & ST . Donc pour tout k dans N, A*V = V. Alors:

St

n—1 n—1 —
(%;M)vz ;)(Ak _;Ll-z_: nV)

1
Ceci achéve de montrer que — g A¥ appartient a STp.
n
k=0

n—1

k=0

1
Pour toute matrice A de ST, et pour tout élément n de N*, ~ Z AF est une matrice de ST .

Exercice  Montrer que ST, est un convexe de M, (R) et retrouver le résultat précédent.

2. Soit « un réel tel que |z] < 1 et soit n un élément de N*,

n—1 n siz=1 =l 1 siz=1
k . k
¥ =< 1—-2z" . Ce qui donne encore: — =4 11-2" :
— ad siz#1 d nz — d siz#1
k=0 l-z k=0 nl—zx

=
Doncsiz=1: lim <— Z > = 1! Supposons que z ne vaut pas 1. Alors z € [-1,1[, donc |z} < 1

n—r-+oco
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1S | 1=z 1l4jz® 11+1 1 2
< |= - = < — < — = — .
0< néx n l-z "n l-z " nl-z nl-z
1 2 1=
Comme lim [ = = 0 il vient par encadrement lim [ — E z* ) =0.
n—+oo \n 1 —z n—+oo \ 1 —

Finalement: lim lnil ry _J1 siz=1
in mn.nwl)-i-oo nkwom =40 sio£l’

n—1
]' i =
Pour tout réel z tel que |z| < 1: lim <_ § : :r:k> — { 1 siz=1

0 siz#1"

3. Soit n un élément de N*. Soit (4,7) un élément de [1,p]*.

e Supposons i et j distincts. Notons que pour tout k dans N, D* est une matrice diagonale.

n—1 n—1 n—1 - .
1
Alors: (Mp)i; = <% E Dk> = E (D*)iy = % E 0 = 0. Par conséquent ngl?f—loo(Mn)i’j =0.
k=0 i, k=0 k=0

Soit encore lim (Mp)i; = (A);;.

n—>-+00

e Montrons maintenant que lim (My);; = (A)i;.
n—-+oo

Pour tout k dans N, (D*);; = ((D)i,i)k (car D* est diagonale).

1 n—1 1 n-—1 1 n—1
Alors: (My)s; = (; z Dk) =5 (Dk>i,i = Z ((D)H)k
k=0 0 k=0 k=0

D est semblable & A donc D a les mémes valeurs propres que A. Or D est diagonale donc ses valeurs propres

sont ses élément diagonaux. Ainsi le spectre de D est Pensemble {(D);;; ¢ € [1,p]}.

Les valeurs propres de A dans C ont un module inférieur ou égal & 1. Ainsi pour tout 4 dans [1,p], (D)

est un réel dont la valeur absolue est au plus 1.

Rappelons que par hypothese (D);; = 1si4 € [1,7] et (D);; # 1 sinon.

152 k 1 siie]l,r]
) & 3 A . H R— 1 - V. p— b
Plus de doute alors, d’apres ce qui précede: nhm (Mp)i; = nhm (n kE - ((D)m) > = {O sino :

Soit encore lim (My);; = (A)s,.

n—-400

Finalement V(i, j) € [1,p]*, lim (Mp)i,; = (A),; et ainsi la suite (Mp)n>1 converge vers A.

n—-+Fo0

I La suite (My)n>1 converge vers A. l

Posons Vn € N*, U, =P et V,, = P~1.
La suite (Upn)nz1 converge vers P et la suite (V,,)n»1 converge vers P71,

D’apres ce qui est admis la suite (Up, Mp)n»1 converge vers P A,
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Toujours en utilisant la méme propriété, on peut alors dire que la suite ((Un M) Vn> ,, Gomverge vers
n

(PA) P ;

Notons que Vn € N*, (U, M,,)V,, = P M, P~ = B, et que B = P A P~'. Plus de doute:

‘ la suite (Bp)n»1 converge vers B—l

1 n—1
N’en restons pas 13 et observons que Yn € N*, B, = PM,P™* =P <E 2 Dk> P
k=0

1 n—1 ln—l 1n—1
: * B, =~ pPpDtPp =2 PDPhHYr == AF,
Donc:Vn € N*, B, n};( ) n};( ) n};

1 n—1
La suite (— Z A’“) converge vers P A P71,
n k=0

n2l

4. a. Soit n un élément de N*. Nous venons de voir que B,, =

T3

n—1
Z A®. Alors d’apres IT 1. b., B,
k=0

appartient & ST, car A appartient & S7 .

‘vneN*,BneSTp.‘

4. b. Rappelons que B est une matrice de M,(R) et que ¥(i,5) € [1,p]°, Bij = lim (Bn)i;.

n—-+oo

De plus pour tout élément n de N*, B, appartient & ST .

o V(i,5) € [1,p]?, ¥n € N*, (B,):; > 0. En passant 4 la limite il vient : ¥(3, §) € [1,p]?, Bi; > 0.

P . V4
o Vi € [1,p],¥n € N*, > (Bn)i; = 1. En passant & la limite il vient:Vi € [1,p], > B;; = 1.

j=1 Jj=1

Ceci acheve de montrer que:

{ B appartient & ST p.

Remarque Pour le second point il était tentant de passer & la limite sur B,V =V sauf que le préliminaire

n’évoque pas cette possilbilité |.

Exercice Montrer que toute suite convergente d’éléments de ST, a sa limite dans ST, (et qu’ainsi ST

est un fermé de M,(R)).

Partie ITI: Aspect probabiliste
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Remarque Nous ne serons pas plus royaliste que le ”roi concepteur” et nous ne souléverons pas de difficulté

au niveau des probabilités conditionnelles sur la nullité de la probabilité de I'événement qui conditionne...
1. e Pour tout (i,7) dans [1, 3]]2, A; ; est une probabilité donc A; ; est un réel positif ou nul.
e Soit ¢ dans [1, 3].

Rappelons que P x,—; est une probabilité et que ((X1 = j)) est un systéme complet d’événements.

jel1,3]

3 3
Alors Z A,‘)j = Z P(Xg:i) (Xl = ] P(Xo =i) U X1 = j = P(Xo:i) (ﬂ) =1.

Donc Vi € [1, 3], Z A;; = 1. Ceci achéve de montrer que:

Jj=1

2. Soit n un élément de N. Soit j un élément de [1, 3].

((Xn = i))ie[[l 9 est un sysﬂéme complet d’événements. La formule des probabilités totales donne :

3
PXpi1=§)= Z (P(Xn =1) Pix,=)(Xnt1 = j))-

=1
Or Vi € [1,3], Px,=)(Xns1 =J) = Prxo=i)(X1 = J) = A j.

Alors: (Lpt1); = P(Xp41 =13) = ((Ln)1 Ai,j)'

1

(P =) 44) =

3
=

Finalement Vj € [1,3], (Lny1); =

Mo I

((Ln)z Ai,j). Ce qui signifie que L,41 = L, A.

i=1

[\m €N, Lpt1 = L, A.

Montrons par récurrence que VYn € N, L, = Lg A™.
¢ La propriété est vraie pour n = 0 car 4% = I;.
e Supposons la propriété vraie pour un élément n de N et montrons la pour n + 1.

Lpy1 =Ly A= (Lo A™) A= Ly A", Ce qui achéve la récurrence.

Vn € N, Ln:LoA”.y

3. Nous savons déja que les valeurs propres de A; sont 1, 1/2 et 1/3, que ses sous-espaces propres sont de

dimension 1 et que A; est diagonalisable.

1
Nous savons également que SEP (A;,1) = Vect(V) = Vect(| 1 |).
1
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0 1 0 0 0 0 1 (0
Observons que: 4, (O) = (1/2 1/2 0 (0) = ( 0 | = 3 019.
1 1/3 1/3 1/3 1 1/3 1

0
Alors (0) est un élément non nul de SEP (Al, %) qui est une droite vectorielle.

1 :

Ainsi SEP (Al, é) = Vect( (
x

Déterminons SEP (Al, %) Soit X = (y

z

1 1 1 0 0 T x
X € SEP (Al,-2—> = A4 X = §X — | 1/2 1/2 0 y | =01/2) |y .
1/3 1/3 1/3 z z

OO

) un élément de M3 1 (R).

z=(1/2)z z=0

X € SEP (Al,%> =< (1/2)z+(1/2)y =(1/2)y — < 0+1/2y=(1/2)y
W/3a+ 1/ + UHz= 12z Lo+ 1/3)y+1/9z=(1/2):
o= .

1 0 z=0
X € SEP <A1,§> — { (1/3)y = (1/6) » S {Z:2y.
0
Alors SEP (Al, %) = Vect( (é) ).

1 0 0

1

B = ((1) ), Ba = ((1)) et Bz = ((0)) sont respectivement des bases de SEP (A4;,1), SEP (Al, 5)
. 1 2 1

et SEP <A1, %) .

Rappelons que : M3 1(R) = SEP (4;,1) ® SEP (Al, %) & SEP (Al, %)

1 0 0
Alors B=" B UBUB} = ( < 1) , (1) , <O) ) est une base de Mj 1 (R) constituée de vecteurs propres
1 2 1
1

de A; respectivement associés aux valeurs propres 1, 3 et 3

Notons P; la matrice de passage de la base canonique de M3 1(R) & la base B.

1 0 0
P = (1 1 D) , P1 est inversible et P ' AP = Diag(1,1/2,1/3) =
1 21

Notons que A = Py D, Pfl.
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P =

est une matrice de M3(R), inversible et & coeflicients diagonaux tous égaux a 1, telle

— =
N = O
— OO

que A= P, D; Pt

x x’
Soient X = | y | et X' = | y' | deux éléments de M 3(R) tels que P; X = X'.
z 2
1 00 x x' T=u=
1 10 yl=1y j.Donc z+y=1
1 21 z z' z+2y+z=2

z=a z=ua
Ce qui donne aisément:{ y = —x +9y' = -z’ + 3 L Ainsi S y=—2' + ¢
z=—z—2y+z2 = -2 -2(-2' +y) + z=zx' -2y '+ 2

1 0 0
Pl=(-1 1 o).
1 -2 1

4. Dy = Diag(1,1/2,1/3). Donc Vn € N*, D} = Diag (1, (1/2)", (1/3)™).

Ceci permet d’affirmer que:

Or lim (1/2)"=0et Lim (1/3)" =0 car|(1/2)[<1et|(1/3)| <1,

n—+oo

S no T
Ainsi nll)r—lr-loo D7 = Diag(1,0,0).

La suite (D7), converge vers

OO =
o OO
OO o

Ay =P Dy P! done Vn € N*, AP = (P, D, P[Y)* = P, D P[?

O O =
o OO
o OO

|
} Posons Vn e N*, R, = P et S, = Pl_l. Posons encore Z/)\l =
|

T)n>1 converge vers Py Dy.

i

(Rp)nz1 converge vers Py et (D7),»1 converge vers l/)\l donc (R,

Comme (Sp)ns1 converge vers Py, ((R, D}) Sn) converge vers (P 1/7\1) Pt

nzl

Ce qui signifie que (P, D} P["),>1 converge vers P D; P! ou que (AP)n>1 converge vers Py D, Pt
e 1 00 100 10 0 1 00 1 1 00
PD,P =111 0 00 0 -1 1 0fj=(1 00 =[10 0
1 21 000 1 -2 1 1 00 —21 100

1 00

La suite (A7)n»1 convergevers [ 1 0 0 |.
1 00
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5. Vvn e N*, L, = Lo AT. Posons:Vn € N*, H,, = Lo.

La suite (H,)n>1 converge vers Lg, la suite (A}),>: converge vers donc la suite (Hy, AT )n>1

o
o oo
o oo

100
converge vers Lo | 1 0 O
1 0 0

1 0 0 100
Ainsi la suite (Lo AT)n»1 converge vers Lo | 1 0 0 |. La suite (L,)n>1 converge vers Lo { 1 0 0
100 100
1 00 1 0 0
Lo|1 0 0)=(PXe=1)P(Xo=2P(Xo=3) (1 0 0
1 0 0 1 00
100
Li {1 0 0] =(PXo=1)+P(Xo=2)+P(Xo=3)00)=(100).
1 00

Ea suite (Lyn)n»1 converge vers (10 O)J

lim P(X,=1)=1, lim P(X,=2)=0et lim P(X,=3)=0.

n-—>+00 n—-o00 n—-+40co

‘ Donc la suite (Xp)n>1 converge en loi vers la variable certaine égale & H

Observons que pour obtenir lim P(X,=1)=1, lim P(X,=2)=0et lim P(X, =3) =0il suffit

n-—>+00 n—r+o0 n—r-+400

d’obtenir lim P(X,=1)=1.
n—-+o0

1 0 0
Rappelons que A1 = 1/2 1/2 0 et que VYn € N, V(Z,]) € {[1,3]]2, P(Xn:’i) (Xn+1 = _]) = (Al)z,j
1/3 1/3 1/3

Pix,=1)(Xnt1 =1) =1, Px,=1)(Xnt1 =2) =0, Px,=1)(Xns1 =3) =0
Alors: { Pix,=2)(Xny1 = 1) =1/2, Px,=0)(Xn41 =2) =1/2, Pix,=2)(Xn41 =3)=0

Pix,=3)(Xnt1 =1) = 1/3, Pix,=3)(Xn41 =2) =1/3, Px,=3)(Xn41=3) =1/3
Notons que 'urne 1 est ”absorbante” car si & un instant n ’'objet est dans cette urne il y reste aux instants
suivants (presque sirement...). Donc si presque siirement il se trouve & un instant dans 'urne 1, presque

stirement il y restera et nous aurons lim P(X, =1)=1.
n—+00
C’est le cas si au départ il est dans 'urne 1.

Supposons maintenant qu’au départ 'objet soit dans 'urne 2. La probabilité pour qu’a Pinstant suivant il
ne soit pas dans 'urne 1 est 1/2. La probabilité pour qu’il ne soit pas dans I'urne 1 au cours des n premiers
instants (n € N*) est (1/2)™. La probabilité pour qu’il ne soit jamais dans I"urne 1 est nli}rf(}()(lﬂ)" donc 0.
Donc presque stirement 4 un instant l'objet se trouvera dans I'urne 1 et ainsi ngr}_loo PX,=1)=1.
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Supposons maintenant qu’au départ U'objet soit dans I’urne 3. La probabilité pour qu’a 'instant suivant il
reste dans l'urne 3 est 1/3. La probabilité pour qu’il soit dans 'urne 3 au cours des n premiers instants
(n € N*) est (1/3)™. La probabilité pour qu’il reste toujours dans l'urne 3 est nEIJrrloo(l/B)” = 0 donc 0.
Donc presque siirement a un instant 'objet se trouvera dans 'urne 1 ou dans 'urne 2. Comme dans le cas
précédent si a un instant il se trouve dans 'urne 2, presque sirement & un instant 'objet se trouvera dans
Purne 1. Ainsi si 'objet se trouve au départ dans I'urne 3, presque siirement & un instant ’objet se trouvera

dans I"urne 1 et nous aurons encore lim P(X,=1)=1.
n——+0o0




