LYON 1999 PREMIER PROBLEME

’ Probléme qui ne nécessite que peu de connaissances en algebre bilinéaire. ‘

sinon. Ainsi, par exemple, A3 =

o~ O
= O =
S = O
)
=+
b
'S
|

a) a et b sont deux réels. On suppose b non nul. Préciser la dimension du R-espace vectoriel des suites

réelles (uy)ren telles que Vk € N, upio = augs1 + bug et en donner une base.
b) a et 8 sont deux réels: sin(a) + sin(8) =77

Montrer que Ag est diagonalisable.

Déterminer une matrice inversible P de M3(R) et une matrice diagonale D de M3(R) telles que A3 = PDP~1.

Soit 8 €]0;7[. On désigne par Sy 'ensemble des suites réelles (si)ren telles que so = 0 et pour tout
entier naturel k, sgyo — 2cos sgq; + s = 0.

. . . . . sin k6
Montrer que, si la suite (sg)ren appartient & Sp, alors pour tout entier naturel k : s, = 31,79~
sin

En déduire que Sy est un espace vectoriel réel de dimension 1.
Ty

Soit A une valeur propre réelle de A,, et X = un vecteur propre associé a \.
Tn

On note m le plus grand des réels |z1], |xal,..., ||

o \r1 = To
a) Montrer : { eVk e [2,n—1], A\xp = xp—1 + Tpt1
o A\T, = Tp_1

Montrer pour tout entier k de [1,n] : |A||zx| < 2m, et en déduire |A] < 2.

b) On suppose |A| < 2. Montrer qu’il existe un unique 6 €]0, 7| tel que A = 2cosf .

. , . L. Vk e [1, =
Montrer que la suite (sg)ken de Sy déterminée par s; = xq vérifie: {. € [L,n], si =

OSn+1 = 0
o vy . pr
En déduire qu’il existe un entier p de [1,n] tel que 6 = 1
n

sin 6,
pr sin 26,

Pour tout entier p de [1,n], on note §, = g Ap =2cos0, et X, = .

n

sin nd,

¢) Soit p € [1,n]. Montrer que A, est valeur propre de A,, et que X,,, est un vecteur propre associé a \,.



2

d) Montrer que {1, Aa,..., A\, } est Pensemble de toutes les valeurs propres de A, et que (X1, Xo,...,X,)
est une base de M,, 1(R).

Soit U, la matrice de M,,(R) de terme général u, , = sin npiﬂl’ (p,q) € [1,n]>.

Montrer que U, est inversible et déterminer la matrice D,, de M,,(R) telle que: D,, = U,; LA, U,.
a) Montrer pour tout couple (p,q) de [1,n]”: XX, =N XX,

En déduire que pour tout couple (p,q) de [1, n]]2 tel que p # ¢, on a: Z sin k), sin kf, = 0.
k=0

n
b) Montrer, pour tout p de [1,n], Zcos 2k6, = 0.
k=0

n+1
2

n
En déduire que, pour tout entier p de [1,n], on a: Z sin? k0, =
k=1

n+1 2

¢) En déduire U? = I, puis A, = —— U, D, U,.
) n+1

Remarque Je ne ferai pas, dans ce qui suit, I'identification des éléments de M,, 1(R) aux éléments de R™
proposée par le texte car elle n’apporte rien ici. Le produit scalaire utilisé sera donc le produit scalaire
canonique de M, 1(R).

Je conserveral le parti pris de ne pas parenthéser les expressions du type sin k6.

1. A3 est une matrice symétrique et réelle donc | Az est diagonalisable | ... A,, aussi.

Cherchons les valeurs propres de As. Soit A un réel. Déterminons une réduite de Gauss de A — Al3.

-2 1 0
Az — M3 = 1 =X 1 . Les opérations L; < Lo et Ly «— Ls 4+ AL; donnent successivement :
0 1 -
1 =X 1
0 )\2 A |. Les opérations Ly <+ Lz et Ly « L3 + (\* — 1)Ly donnent
/\ 0 A
1 —-A 1 1 =) 1
successivement : | 0 1 )\ et |0 1 =
0 1-X2 0 0 AN —=1)+A
1 —
0 1 —)\ est alors une réduite de Gauss de Az — AIs.
0 0 —-XA-2)

Ainsi A3 — M\I3 est non inversible si et seulement si —A\(A\? —2) = 0; c’est & dire si et seulement si A vaut 0,

V2 ou —v/2.

Les valeurs propres de A3z sont donc: \/5, 0et —v2 |

x
Cherchons les sous-espaces propres de As. Soit X = | y | un élément de M3 1(R).
z



y=0
AsX =0 dzx+2=0 ©y=0et z=—=z.
y=0
Le sous-espace propre de Ag associé & la valeur propre 0 est la droite vectorielle de M3 1(R) engendrée
1
par 0
-1

Soit & un élément de {—1,1}. Notons que:e? = 1.
y=evz y=ev2z y=ev2a
A3X:5\/§X<:> x+z:€\/§y<:> z=x =3
2 V2

=ev2 2r =eV2 =——x=—Fc¢cr=¢cV2zx
Y V2 2z T fy Y 2 -2

A3X=5\/§X<:>z:xety:5\/§x.

Le sous-espace propre de Az associé & la valeur propre v/2 (resp. —1/2) est la droite vectorielle de Ms1(R)
1 1
engendrée par [ v/2 | (resp. | —v2 |).
1 1
1 1 1
B = V2l o], —v2 est une famille de M3 1(R) constituée de trois vecteurs propres de A
1 -1 1

associés a trois valeurs propres distinctes \/5, 0 et —\/5; B est donc une famille libre de trois vecteurs de

M3 1(R) qui est de dimension 3.

1 1 1
Ainsi B = V2L, o], —v2 est une base de M3 1(R)
1 -1 1

Notons P la matrice de passage de la base canonique de M3 1(R) & B et posons D = P~'A3P. D’apres ce

qui précede :

1 1 1
P=[+v2 0 —=v2 | estinversible |comme matrice de passage,| D =
1 -1 1

et| A; = PDP~! |,

Exercice Déterminer P~'. Trouver une matrice orthogonale Q telle que : A5 = QD*Q.

V2

0
0 0
0

G

est diagonale

o OO

2. Le cours nous indique que I'ensemble Sj des suites réelles (si)ren telles que pour tout entier naturel ,
Sk42 — 2cos 8 spy1 + s = 0 est un espace vectoriel sur R de dimension 2.
L’équation caractéristique attachée aux éléments de Sj est 22 — 2cosf = + 1 = 0. Cette équation admet

deux solutions complexes et conjuguées : e’ et e=?. Ainsi ((cos k0)ken, (sin k@)keN> est une base de Sj.

Soit (sg)ren un élément de Sg. (sk)ren est encore un élément de Sj. Par conséquent il existe deux réels a et

0 tel que, pour tout élément k de N: s, = acoskf+ Gsinkf. On a alors 0 = sg = et s1 = acos+ 3sinb;

1
donca=0et f =8 —
sin @



sin k6
sin 6

Alnsi si (sg)nen est un élément de Sy :| Vk € N, s, = 51

En particulier (s;)ren appartient a la droite vectorielle de Sj, engendrée par la suite (sin k6)en.
Réciproquement soit (si)reny un élément de cette droite. Il existe un réel 3 tel que Vk € N, s, = § sin k6.
Par conséquent (si)ren appartient & S et so = 3 sin(00) = 0; donc (sg)ken est un élément de Sp.

Finalement Sy est la droite vectorielle de Sy engendrée par la suite (sin kf)ien. Sp = Vect ((sin k&)keN).

Ainsi ’ Sy est un espace vectoriel réel de dimension 1 ‘

T
T3
3. a. A est une valeur propre de A, et X = : un vecteur propre de A,, associé a .
Ty
0 1 0 -0 xr1 xr1 Ty = )\(El
0 1 To To T+ X3 = A2
A, X = AX donc =A ; soit encore ¢ 7 .
n 0 0 Tp—1 + Tpy1 = ATy
S A N T e O N
0o --- 0 1 0 Tp Tp Tn—1 = )\{L'n

o A1 = 2o
Ceci donne enfin : o Vke{2,...,n—1}, dAzp =21 + Tpp1
o AT, =T, 1

Observons que ce systéme est exactement équivalent a: A, X = A X.

Notons que m = 1¥ka§ |xk| est strictement positif car X n’est pas nul.
IRXM

[Allz1] = [Ax1| = |x2] < m < 2m et |A|an| = [Azn]| = |2h—1] < m < 2m.
De plus si k appartient & {2,...,n — 1} : |A|ag| = [Axk] = |2r—1 + Tog1] < |2p—1| + |Zh41] < m+m = 2m.
Finalement ’ pour tout entier k de {1,...,n}, |A|zg] < 2m ‘

Ainsi Max (|A||zk]) < 2m donc |A| Max |zx| < 2m. Ceci donne encore |A|m < 2m donc |A| < 2 car m est
1<k<n 1<k<n

strictement positif.

Par conséquent ’ si A est une valeur propre de A: |\ < 2 ‘

Exercice Soit A = (a;;) un élément de M,,(C).

Pour tout élément i de [1,n] on pose D; = {z € C | |z — ai| < Z la;j|}. Montrer que I'ensemble des
1<5<n
i
valeurs propres de A est contenu dans D1 U Dy U ---U D,, (disques de Gershgorin). Retrouver le résultat

précédent.

b. Posons pour tout élément ¢ de ]0, 7[, u(t) = 2cost. u est continue et dérivable sur |0, 7[.



vt €]0, 7], v/ (t) = —2sint < 0. Ainsi u est continue et strictement décroissante sur l'intervalle |0, 7[.
u définit alors une bijection de ]0, 7| sur ]tlim(2 cost), }iH{l)(Q cost)[=] — 2,2[.

Comme X\ est élément de | — 2, 2], | il existe un unique élément 0 de ]0, 7| tel que A = u(6) = 2cosé. ‘

sin k6
D’apres la question 2, la suite (sg)ren de Sp déterminée par s1 = x1 est définie par:Vk € N, s = 21— 7
sin
Montrons alors & laide d’une récurrence faible que:Vk € {1,...,n}, s = .
La propriété est vraie pour k = 1 car s; = 1. Supposons la vraie jusqu’a k, k élément de {1,...,n — 1} et

montrons la pour k + 1. sx4+1 = 2cos s — Sk—1.
Sik=1:s541 =53 =2c0os0 s1 — g = AS1 = A\T1 = Tg = Tj41;
Si k > 2, d’apres hypothese de récurrence : sp11 = 2c0s0 s, — Sk—1 = 2c0s0 xp, —xp_1 = xx41. Ceci acheve

la récurrence.

Finalement ’ Vk e {l,...,n}, sp=ax ‘

Spn+1 =2cos0 s, — sp—1 =2cosl x,y —Tp_1 = ATy — Tp—1 = 0. .

i 1)6
Rappelons que s,11 = xlw. Ainsi 27 x sin(n + 1)0 = 0. Donc 1 = 0 ou sin(n + 1)0 = 0.
sin
Supposons x1 nul. La suite (si)ren est alors la suite nulle. Donc Vk € {1,...,n}, x5 = s = 0. Ce qui

donne X = 0!

21 n’étant pas nul sin(n+ 1)0 lest. (n+ 1)6 est alors un multiple de 7. Il existe un élément p de Z tel que:

T
(n+1)8 = pr. Alors 0 = er et comme 6 appartient & |0, 7[: p appartient & {1,...,n}.
n
11 exist tier p de {1 }tel que § = 2%
existe un entier p de {1,...,n} tel que § = ——
P K n+1
c. Soit p un élément de {1,...,n}. Notons déja que X, n’est pas nul car sa premiere composante sin ), est

différente de 0 (6, €]0, 7[). Deés lors montrons que A, X, = A\, X,,.
e sin20, = A, sinb,

Il suffit de prouver que:q o Vke {2,...,n—1}, sin(k —1)8, +sin(k + 1)0, = A\, sinké,
e sin(n—1)§, = A\,sinnb,

e )\, sinf, = 2cosf,sinb, = sin26,,.

o Sipest dans {2,...,n — 1}, \,sink6, = 2cos ), sin kb, = 2sin kb, cos b, = sin(kb, + 0,,) + sin(kb, — 6,,).
Apsinkd, = sin(k — 1)6,, + sin(k + 1)6,.

o )\, sinnf, = 2 cos 0, sinnb, = 2sinnb, cos b, = sin(nb, + 0,) + sin(nd, — 6,).

Apsinnd, = sin(n + 1)8, + sin(n — 1)6, = sinpr + sin(n — 1)6, = sin(n — 1)6,,.

Ceci acheve de prouver que: A, X, = A, X,

Donc ’ pour tout élément p de {1,...,n}, A, est une valeur propre de A4, et X, un vecteur propre associé |




d. Pour tout élément p de {1,...,n}, A, = 2cosf, = 2cos (ﬂ) = u( P )
n

+1 n+1
s 2w nm , N .. .
Comme , s e sont n réels deux & deux distincts de ]0,7[ et que w est injective sur cet
n+1 n+1 n+1
intervalle, A1, Ao, ..., A\, sont n réels deux a deux distincts.
Ainsi A\, Ag, ..., A, sont n valeurs propres deux & deux distinctes de A,, qui est une matrice d’ordre n et qui

a donc au plus n valeurs propres deux a deux distinctes.

Par conséquent ’ {A1,A2,..., A} est I'ensemble des valeurs propres de A, ‘
(X1,Xs,...,X,) sont n vecteurs propres de A, associés & n valeurs propres deux & deux distinctes donc
(X1, Xo,...,X,) est une famille libre de n vecteurs de M,, ;1 (R) qui est un espace vectoriel de dimension n.

Finalement ’ (X1,X2,...,X,) est une base de M,, 1(R) ‘

4. U, n'est autre que la matrice de passage de la base canonique de M, 1(R) & la base (X1, Xs,...,X,).

Donc ’ U, est inversible ‘

Comme (X7, Xo,...,X,,) est une base de M,, 1(R) constituée de vecteurs propres de A,, respectivement as-
M O - 0
sociés aux valeurs propres A1, A, ..., A, :| Dy, = U, A, U, est la matrice diagonale
SR
0 0 X\

5. a. Soit p et ¢ deux éléments de {1,...,n}.
A,, est une matrice symétrique donc: < AX,, X, >=< X,,, AX, >.

Ainsi < A\p X, X >=< X, \; Xy >. Clest a dire A\, < X, Xy >= A\ < X, X, >.

Par conséquent :’ ' XXy = N\ X, X, | Ceci donne encore: (A, — \;) < X, X, >=0.

Des lors si nous supposons p # g, Ap et Ay sont dictincts et : < X, Xy >= 0; X, et X, sont donc orthogonaux.

’ (X1, X2,...,X,) est une base orthogonale de M,, ; (R) ‘

Remarque Ce n’est pas un scoop. A, étant une matrice symétrique réelle, ses sous-espaces propres sont

orthogonaux et donc la base (X1, Xs,...,X,) est orthogonale non ?
Soient p et g deux éléments distincts de {1,...,n}.
sin 0,
n sin 29q
> sinkf, sinkf, = (sin6,,sin26,,...,sinnb,) . =X, X, =< X,,X, >=0.
k=1 :
sinnb,

Donc | Y(p,q) € {1,...,n}*, p#q= Y sinkf, sinkf, =0 |
k=1




b. Soit p un élément de {1,...,n}. > cos(2kf,) est la partie réelle de: Y. e!k%). Or ¢¥(2%) est différent
k=0

k=0
de 1 car 20, = % n’est pas un multiple de 27 puisque p appartient a {1,...,n}; ainsi:
3 itk 3 ( i(20, ) 1 — (e!30))mtt
1 — ¢i(20p)
k=0 k=0

Remarquons alors que : 1 — (¢/2%))nF1 = 1 _ ¢i@P™ — (. Ainsi: Y €!k0) = 0.
k=0

Finalement | Vp € {1,...,n}, > cos(2k6,) =0
k=0

o1 - 2k9 1
Soit p un élément de {1,...,n}. Z sin”(kf),) = Z L= cos(2k6,) g ~3 Z cos(2k0,).

k=1 k=1
Ceci donne encore : i sinz(kep) = g — % Y cos(2k0,) + % = n—2|— 1.
k=1 k=0
Donc | Vp € {1,...,n}, z”: sinz(kﬁp) =
c. Posons U2 = (v,). Soient p et ¢ deux éléments de {1,...,n}.

n n
k k
Upg = Z UpkUkq = Z sin 5_;1 sin oy q7r Z sin k6, sin k0.
k=1 k=1

1 1
Ainsi vpq vaut 0 si p et ¢ sont distincts et nt s’ils sont égaux. Donc U2 = n;r I,
- 2 1 2
En particulier : (m Un) U,=1,donc U, " = "

2
Alors D, = U7 A, U, donne A, = U, D,U;* = UnDn(?Un)
n

2

Finalement :| 4,, = U,D,U,

Remarque On pourra pour compléter ce probleme visiter ou revisiter HEC 90 MI et ESSEC 96 MI.




