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’II LA METHODE DU MAXIMUM DE VRAISEMBLANCE |

Ceci n’est pas au programme mais c’est trés courant.

X est une variable aléatoire réelle et H I’ensemble de ses valeurs. 8 est un parameétre réel associé & X que I'on souhaite

estimer.

(X1,X2,...,X,) étant un n-échantillon indépendant de X nous allons donner une méthode pour construire un esti-
mateur de 6 c’est & dire une variable aléatoire T, = T(X1, Xs, ..., X,) fonction de (X1, Xa, ..., Xp).

Supposons que X est une variable aléatoire réelle discrete.

Si (z1,%3,...,%,) est une réalisation de (X1, Xs,...,X,), c’est & dire un élément de H™, par indépendance on a:

Observons que P{X; =z} N{Xs =z} N...0{X, = 2,}) = P(X1 = 21) P(X2 = 22) ... P(X,, = %,,) est une
fonction de 6.

On pose: L(w1, %2, ..., 2n,0) = P(X1 = 21) P(Xy = 32) ... P(X, = 2,) = [[ P(X = k)
k=1

6 — L{z1,13,...,2,,0) est la fonction de vraisemblance (L comme likelihood).

L’idée consiste alors & | trouver la valeur § qui rend maximum la fonction 8 — L(xy,x2,...,%Xn,0) |

C’est, & dire la valeur de 8 qui assure la plus grande probabilité d’obtenir ces observations ; c’est a dire encore qui rend
le plus vraissemblable la réalisation de Pévénement {X; =z} N {Xa =22} N...N{X, = z,}).

Clairement § dépend de zy, 2, ..., Tn. 6 est une fonction de T1, L2y ey Ty
Ainsi 6 = ©(z1,Z2,...,%n) OU @ est une fonction de n variables.
La seconde idée est alors de poser Ty, = ¢p(Xy,Xs,...,X,) et de vérifier que T, est un estimateur

raisonnable de §.

Le plus souvent on ne travaille pas sur § — L(x1, za,. .., Iy, 0) mais sur son logarithme pour se ramener 3 une somme.
Notons que les valeurs de 6 qui rendent maximum 6 — L(z1,%3,...,Zs,0) sont les mémes que celles qui rendent
maximum 6 — In (L(a:l, Lo, ..., Tn, 9))

n
Si X est une variable aléatoire & densité de densité f: L(xi,z2,...,Zs,6) = H flzg).
k=1
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Exercice IJ LPC et CC ‘ % | Construire un estimateur du parametre A d’'une variable aléatoire suivant une
loi de Poisson de parameétre A en utilisant la méthode du maximum de vraisemblance.
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Construire un estimateur du parametre A d’une variable aléatoire suivant la loi exponentielle de
parametre A en utilisant la méthode du maximum de vraisemblance.

Montrer que cet estimateur est asymptotiquement sans biais et convergent.
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Q1. Construire un estimateur de I’espérance m d’une variable aléatoire suivant une loi normale de
parametres m et o2 (| o est donné |) en utilisant la méthode du maximum de vraisemblance.

Q2. Construire un estimateur de la variance o2 d’une variable aléatoire suivant une loi normale de paramétres m et

a’() en utilisant la méthode du maximum de vraisemblance ; on pourra étudier
n
1 (2 —m)?
v—ln (—— e‘—’iv—)

L’estimateur obtenu est-il sans biais 7 convergent ?
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AN
|Exercice | f estréel nonnul. V¢ € ] —o0,1[, f(t) =0 et Vi€ [1,+oof, f(t) = 'e—tf};'f]g
Q1. Montrer que f est une densité de probabilité si et seulement si # est strictement positif. Ce que nous supposerons
dans la suite.

Q2. X est une variable aléatoire sur ({2, 4, P) de densité f. Etudier T = % In X.

Q3. Utiliser la méthode du maximum de vraisemblance pour construire un estimateur de 6
n
(prendre (z1,%2,...,%,) € ([1,+0o)" et étudier § — In(H f(zr)))

k=1
L’estimateur obtenu est-il sans biais 7 convergent 7
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Exercice .. Et si on estimait un paramétre vectoriel la méthode du maximum de vraisemblance ?

X est une variable aléatoire réelle suivant une loi normale de paramétres m et o. On se propose donc d’estimer
simultanément m et o2donc le parametre vectoriel (m, o?).

Dés lors on se donne (z1, T2, ..., %n) € R™ et on considére :

7
1 (e =m)?
L(xl;xz,..,,xn,m,az): (” ( e 2.7 ))
= V2mo?

Le but est de trouver (m, ¢?) pour que cette quantité soit maximale.

+4  On pose alors:

V(m,v) e Rx R**, w(m,v) =In <L(x1,x2, ey En, T, (\/’17)2)>

Q1. Montrer que R x R** est un ouvert de R?,
Q2. Montrer que ¢ est de classe C! sur R x R**,
Q3. Montrer que ¢ admet un point critique et un seul (m*, v*) avec:

| 1
| = 1+ 2y + +z, ot ot = = (24 — *)2
n n
k=1
Q4. Montrer que o(m”™,v") —g In(27) — = Inv" — g

(Int <t —1..)
Proposer un estimateur de m et un estimateur de 2.

R X ®R%- Jo -saf;td%&uﬁkd& Rdoc Wx IR eXun cucl o iR
- {g-wit

%t Vinvi€ RxT, @iw, 0]z %UT — (X2
O ’ é-:( m e ?

%

V‘“‘“C‘&&‘ﬁ r @lnul 2:{ L& un) . ““""L} Z{_ Jhum. 2y o (et)
, v €= iy

bik Re ﬁ“"ﬁ} U6 (8} —> ~ L& qm) - (“:‘;‘L e¥r dediawe 8¥u IRpm® wu die

oo dodam € pew® mmm@,”ﬁ& e de B Clpu R nte®

i‘wﬂ - Yebrde é;m C e Wx® &% peed de ved ) %J%%ﬁé/,

. 83 pu. ExiRY ebaa
L




l‘.L

¢ eleen) | T em | e
“““‘i("‘“ Z‘i e i) - & v T wig“‘ )

af - R | ;
S Oavze ap Mzt z_‘u’i :

R T2 3= 06 2 L2t 0]t (Foniton)

4= gt 8= X gt " K=y
“ -
ﬁ(h Viz0 <D Z—“ivil S R W I TR
‘@ €= “odn

| ﬁiﬁ%‘%&m\mﬁ%&ﬁ'@vm &w;ﬂ& (% o) ox :

L S L FETER N 6} J® =
m

.
pe;

7 o [y LRI
gﬁ 4((“ i Z_§ Lanj - “e’iss“- m&;z,i_}

L TS A L] P -{cm\- ‘“&um - :0- Z‘.(q.m.*) -n any-n Q(V-)_ A oxuy®
Jy¥

1 dac @ (w®, un): -_‘aﬁ(ml- Aé(v‘)- ®.

Jo\\h- ne,Ww¥ . Q(n.wn P %)= Z_( 1tamj- LRy ("“‘"' )* nlmynbv®,n

‘ Nwl)
8
M.—“ w gy, L EY ) u A AT )] & T ouenjt
ke planl g Cu o d 2.(!;. shueerls 2LW R < AT )] & Z s

W
Am.m N U N I T RS LN 70 nt) - odiowds tas que Dowvig
EFTITIRG I UL w w ts = i) A kg

}c 'eba dise que- ye ¢ Z(q«) 0)

W “ ‘— N Y ~
me—»%i(u u"l“‘z_Cu vt L- \'22“4 nwié g &..zq v
ez "= ¢ (L /é-‘ e
. L m wm*

Ol< -{u\m"‘zwv«m *b o oy MM‘?MM
M & MM Tumutav bz m (W wt uatﬁuﬁ&me‘m Llwyjzo

Bac VOewe RAY | Qouuig prud, o, @ ﬁw““ wgovuii (alick ] e (% 00

Kﬁm&@&w Chwimna @ﬁm&u & = K : BitKeddha ei' cmaﬁ;aiw; do & -
““
*"'\ ;Zi xﬁ. ‘R %"n

R gt




— J.F.C. Td-Esti.

oo [SJ 5

F e

Construire un estimateur du parameétre p (p €]0, 1[) d’une variable aléatoire suivant une loi binémiale
de parametres r et p en utilisant la méthode du maximum de vraisemblance.

L’estimateur obtenu est-il sans biais ? convergent ?
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