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Question 1 ESCP 2012 MARHABEN
A est une matrice inversible de M, (R) telle que A? = ¢A.
Quand la matrice A est-elle diagonalisable sur R 7

Montrer que A est orthogonale.
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Question 2 ESCP 2012

Soit X une variable aléatoire suivant la loi normale centrée réduite. Soit g une fonction de classe C* sur R. On suppose

que X g(X) et ¢'(X) admettent une espérance.
a) Montrer que E(¢'(X)) = E(X g(X)).

b) En déduire les valeurs des moments de X.

o] Poss VCIR, @iH: — e @ ubuc dowdz’ de X et (0 aF do dane 8% R.

ﬁ'n'
¥ e =t == e ¢ = HpLe).
een, @l ﬁﬁ Hy
X ped nor el dosm IR, g'el +>bgee) satBhiuenw ik, E(f i) e ELRGI)

eoutedr . - -
e atie deComfeladhe oo que ; | gl @ Leidh et J  tatpdinat

$o ‘. teo
abdumef consguley ;B (glnn)s | Qerteidter & (agau)= [ eqeieteldh

soib ACIR, 1“’
J. chwg(e)dt L [gwrew], - iqmwmdk A1 1-G(0) Plo] ffglﬂl-ce{eldb.

Pieis-tle)

qd(’m\-dn&cm: AT
A ‘ \
j:g’(ew(t)dt = Q(AT@(8)-g(0) ¢ o) 1-&#%“'@((46*- U] &G ow

0 [ -]
jﬁa'("‘l"“dh ~GCALQ(R) + Jlol @l fjﬁf’%“’l@(ﬂd" (¢,
qeeal = J24Ue prerdv + gloreta - el 0),
0
o] . .
jareml = - gtewidr +qEI@ j,; (qeeieidi- 4

jﬁ’(u@((—ldi' et j:?fi ) Q(emircaw.@' dac AH j:?lmmudfem Hj}ﬁmwﬂﬂ"
ot e Gh R ole 4 oo . Moy C3mehe Gua AN GIMPA) e ws &-‘..‘kia&“a
% tog . Nhow € L,

J2quecretadr e |° quipiedy couqat dac ars | Vecteceisre A J gtk
o Wil {hie 6 oo - Ras (4) madhe qro A QO & te WZ e

& -0 e wous o €.



Suppoor L #0. Maw  queipee ~ L. 1wl v Itl= 1L
Bt

ebpactae pu (o +oC.

u&;ﬁwj il .Ldfdme».%a d ¢ |y 2L

fo

Ry jo \gctrce) db dwe«&o; - dac {_an-/@(u &du&aq. (o cheds
“$w

Cehndite Qo de \L&lﬁfi@(ﬂd“ . Ami L=o0.

W whaomel mcdogue diwe €=¢. Ros e foicdt tade A v too
dawe (1) ebves <o daw (¢) W 09

j 8:(6(?((-!&4 = ~‘§f°"("°)*i € gty b er@’(H@(H&F cd‘co/@co) +f68(fl(0{fldi-
Ew &&Jﬂd’w dﬁ.u,oe%@f\d'e; a dittal § g'c (—Hé(ﬁd#j GRCHQ(HCN-

dac E(a’ucn : E (Kﬁcm -

lu

. e " -*ll . ' - i«w v
by it BeN. L (Zﬁ&m?mi: e {é Le L?: t i_ Ck) } o pu

*hra Yiota W Mipta &Iy %l
LU Gz L0n peese . U (£'x‘gm)zo. Mo
U
1 et = o(5k|
L {3} £=)
y Vel rel, e'@(eryoet S %o
¥ j ‘du d)wm:a.%e

g@gwc‘% oo COm pan i b nm@%%mey«a da {aedtiv pait e—
mdhed €& Omer e & j vipuidie

gehpote iR X xisx’ e topadd &k ae k. B ris e Pul el padie
MR K ﬁé‘?\'yau 3mrwe pe IR A ﬁd‘mau |
t Coutngice do j el die Ao oy Lo Coutngoe ahf( "eleulde

+o
A’W\ j tﬂ@(m'dn QW%Z. \&C,"A@F\/ '&(\i&e q_ﬁm_ X om@hw‘ W
-P dude & mqm.&e tm&;m&ae@a‘@_ .



Pow feuk Fi.é\\t A poncde un wowet™ d'ade. & QUL noy M&“WWW-
WLEIw, mg (k)= &R

b Rebwpads e | t‘e(!l&kf ‘@(udwju Ocelde - ju%(ﬂduf ‘@eide=o
sc hatapal wg@lzo. Yrew, mypm(xl:-o

Soik rEINF . Puoow VEER g oe) ™ gebdedame B i IReF VbR, g'c )= Covap 7
Ve IR, kqlel= €'t oF gloel= (erel) 2P,

ARy E(Aqx) Q;oa\-e & veed w0 (X)), eF E-(G’(xneaou}k oo (LP-3) My (X)

Ao d'q\w: Q4 uyr(xls ELXRGUKI): E(a’ml: (Lr-1)mgp  (X)-

P
YOCINT, mpp (Xlx (Sra) My (X)) . Soik relW”

e M (K)e My (KL R wp (Kb My (XD

?'*' (eeltle-1)
2v A ¢V
=== Wylklz ~—— YWr, (K]} oy (K12 LY
ﬂz\”]' (&r- c.ll tr-e (ﬁp“ er (U.“ - L
'n
dac et [0 w ), ot ele .
(z»il €t
May ¥rEW, 20! Wy (X)= _m:mﬁl Moo CKI= o (&) 4.
(it (Lxo)! /
\
VEEIV, Mye(Rle &0 VrEIN, Wy (K)z0 .
' !

Nchoer quadndme e ¥e €T,

Ty (K1z (Led(lv-g)- 4= 7\' (48-4) -

=t




k,v T
J.F.C.

Question 3 ESCP 2012
f est une fonction T-périodique sur R, avec T > 0, dérivable sur R.
On suppose que T s’annule en p points distincts 21, 2o, ..., 2, de [0,7 tels que 21 < 3 < -+- < &p.

Montrer que f' s’annule en au moins p points distincts de [0, et distincts de z1, 2, ..., Zp.
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Question 4 ESCP 2012 P. KONIECZNY

Pour tout n dans N*, on note P, le polynéme XX -1)(X-2)...(X —n).

a). Montrer que pour tout n dans N*, P}, posséde une racine et une seule dans 10,1]

P! ~ 1
P“—ZEQ _ ];O —— En déduire_lim_r,,

n—r—+00

que nous noterons r,,.

b) Montrer que Vn € N*, Vz € R — [0,n],
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Question 5 ESCP 2012

Soit X, Y deux variables aléatoires indépendantes, suivant la méme loi géométrique de parameétre p.

Déterminer la probabilité de I’événement {3X = 2Y}.
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Question 6 ESCP 2012

Soit X une variable aléatoire définie Sur un espace probabilisé (Q, A4, P) et & valeurs dans N.

On pose Vk € N, p;, = P(X =k) et on suppose que Vk € N*, p, = (a + —Z) Pr—1 0ou a et b sont deux réels réels tels
quea<0etb>0.

La variable aléatoire X peut-elle suivre :

a) une loi exponentielle ?

b) une loi de Poisson ?

¢) une loi binomiale ?

d) une loi géométrique ?
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Question 7 ESCP 2012 G. BURNEL et L. CHICHEPORTICHE

On considére un certain jeu de casino et on note X la variable aléatoire égale au gain du casino 3 chaque partie jouée.
Un joueur joue une partie et il note X, la variable aléatoire égale & la somme qu’il perd.

Pour mesurer sa malchance, celui-ci observe les pertes X1, X, ..., Xn, ... des joueurs suivants, en supposant que
(Xn)nen est une suite de variables aléatoires indépendantes de méme loi que X.

Il s’intéresse a l'indice du premier joueur qui perd plus que lui, autrement dit & la variable aléatoire N du plus petit
indice n tel que I’événement {X,, > Xy} soit réalisé.

a) Justifier que P(N >n —1) = =
b) Le joueur a-t-il raison de penser qu’il est vraiment malchanceux ?

Non le joueur n’a visiblement pas de raison de penser qu’il est malchanceux mais les candidats qui ont eu & traiter cet
exercice si (encore que...). Il mangue visiblement une hypothése...

Pour Vanecdote I'un de mes deuz éleves ci-dessus a eu 20 & son épreuve et autre 11...
1 o
Supposons que le résultat soit juste. En Uappliquant pour n=2 il vient P(X; < Xo) = 5" En considérant que X1 — Xg

et Xo — X1 ont méme loi et en remarquant que P(X; < Xo) + P(Xo < X3) + P(X1 = Xy) = 1 4l vient rapidement
P(Xl = Xo) =0.

(Nous supposerons, pour traiter cet exercice, que V(4,j) € N2, i £ j = P(X; = X;) = Oj

douaregoace tode b v oo ddcfoue patde vudall chlctoie pu (2,8, 9)-
P
Lowme 4 .- Ve€W® V(A A, Ayl e B, 1 (A0R U umy) ¢ Zf) -

— Rokiow @ et ‘cutéw MQVV‘

- Blekdos poupso
- SCA"C’OW L {8 ‘w'ud': wase Pm s Qﬁmﬁ' ' ds W J 'k(kt(lu €e. ‘M‘a 1

Soit (Mo, b,y by ) €-T. f000 B B0 A0--0 8.

P bpphEe ds Cowte |, P8BS 1 (A)+0(Rys -4 Nn,)-):o(m. "
PIBU Aypy) = PIBITO IR ) =P (BARAp, ) < PBITE () £ S:HN‘:H- P(A,,.\ ZPW)
P . -
bic V(AsDAL.. .00 1 < I 0(hg). Cecs mﬁquw_’m«a
=0
: S, VAK=K;) . vchoe Su= U {xe=xg)
PG w dus &'"QE Paos 0‘&‘;\“'-: & e “\ilgﬂ‘o(\'4ﬂL
d‘é;d‘
ume 2 3% PSu)=
iy veek  Pe)= Peens.)- Lesne 4
%~ 3"‘ W Nt a-\
0005l =P OhRz=x 1] = PLY U dKeaxd) .<~Z_ P(Vix: -k 3)« L LK K)o
0 ${cjgw-1 3=t =0 = 120 REL S
=0

Mow 0¢RCS.)¢o. 9(8.)-0 .
Ve, rech= beaaB)icens] o vee®, casics,.



Rog Ve, P(c)= P(CnE).

e 3. & O eV e yewgledion do Fq»d] P( Ao SBgigp - <Kﬂ.,~,,)-—-.-
Nerou 8, davouldo der pormdedinue-y o, w-13. Roppdo quo caud 08, -

010 (ANT )= 9( U Ko, Chog <o <"%-33)ﬂ3)

0ce,
J= P( U {axﬂm éf‘am&'"! M‘hm‘})ﬁ&}} = '( U {Kﬂlo/ <AWH<'“< &Th-ll}) :
Vee, Vew,
P weagpatidllde” Uvted 4. % P Kra $Keg) < <Aaguy ) -
T€g,

&CH’ T € ’G. . 1, RN“I:"'/ K‘"( ba'u:&f'&dﬁjﬁ—— .
¢ KTty , Kroqy, ey Kn..-.,MStt@a'fMﬁer
3 Pou e dawe Tou- 0,4, o ubuo ol que A¢

Ruy Kot < Zoggy € (K ) = P U8 Chy ¢ KA,

Ouc 4= 2 P Koo <Boty (- CXB(u-yy )= 2. P(Ay €<Kq ¢ €AoY 2(cd, Mxocx,z-.-«,._)
gm UG@A.

| d= ol 00 Xo <Ky< (X, ] - [Ty I’(&gcx,z---cx\.-‘)::?-! '

e ﬂUA V@ ¢ %“' p((‘r(“(l(u'(u C--- {(Kgt., }: L

w!

sl N S EIC A N7 B TR ) BN P YR N

NG que (M) u- e wolie A dacdonet aon 48 Lé ok SINY
AR YK, -y inH)xo\ w & olie .

Rog  {Nywah- ('\ b‘l)l’(o}-lﬁt { Xg ¢ Ko Yo
i<,

{NYw-Y = {M‘Kg\f\&&‘ﬂgﬁ\ {\H“|\ o)



NG oug ., ¢' auowlle dan muidlhar de O3,4-0.

AN D - = 0::’ '{Xﬂ;)ﬁ"'\a‘ﬁ‘(u-n Kol

-1

PNy w-th= B(NMINT )= P((ﬁ\eja. {0ty S agw &€ Koy €45) 08, ) -

W”)“*‘h "( U (‘N(ﬁé&m(-“'sxflu-llSﬂo?ﬂg))-
06:"" J'ucehpmw .

E‘P (&'(ﬂ‘&(ll"" <CAGl - W)

sl POV (""“'“"“"(wdm"'Mm:v&&..

h-|

PN w-) = Z— *L: Cmdé._, th:(’u-nI\.[t --'-: LI
TEd,., W

PN w-4) =

€ pobal\m

_lﬂ SO A c(wu‘.e. de. w Qeuum Quad & (eﬁ' nole ‘m,m
tow ou! Y pade &l - <
KuleXdac par gcu\‘twﬁo;ielw ma@ﬁ.&&tya {
I Mal}-"l toud cdle po dq@u\\e\ )



J.F.C.

Question 8 ESCP 2012 Obtenue par A. GAY

A et p sont deux réels. On suppose A n’est pas nul.

On considere la suite (P,)nen de polynémes définie par: Py € Ry[X] et Vn € N, Poy1 = AP, + u Pl
Q1. Montrer que (F,)nen est une suite d’éléments de Ro[X].

Q2. n est fixé dans N et Q est un élément de Ry [X]. Existe-t-il Py dans Ry[X] tel que P, = @7
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J.F.C.

Question 9 ESCP 2012

A et B sont deux matrices de M, (K) telles que VM € M, (K), AMB = 0,4, x)-

Montrer que A est nulle ou B est nulle.

Soit (Ey,E, .., L) le Bae canaique de Tug(K). Posoy Az (agg) el B~ (bi);)-
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Question 10 ESCP 2012 S. LY et N. KARPIEL

Une urne contient n boules numérotées de 1 & n. On tire 3 boules simultanément et X, Y et Z sont les variables
aléatoires égales au numéro des boules obtenues avec X <V < Z.

Q1. Trouver la loi de Y.

Q2. Montrer que Y et n+ 1 —Y ont la méme loi. Calculez EY).
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Question 11 ESCP 2012 I. KARDASZEWICZ DENE Vo en 26141

(Xk)ren+ est une suite de variables alétaoires indépendantes sur (2, A, P) qui suivent la méme loi exponentielle de
parameétre a.

Soit = un réel strictement positif. Trouver la loi de la variable aléatoire N, égale & Min{k € N* | X}, > z}.

Déterminer lim P(N, > E(N,)).
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Question 12 ESCP 2012 J. KY 94'33 VO en Joio.
X est une variable aléatoire a densité de densité z — L 1 Tpo,1g (®) - . .
In21+4¢ Vig QUSsy ER egerciCe

Montrer que Y = % — Ent <%> et X ont méme loi. "éP°V‘¢! en loo) (3.38).
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Question 13 ESCP 2012 E. MESKHI

Soit X une variable aléatoire admettant une densité f nulle sur | — 0o, 0[ et continue sur [0, +00[. On suppose que X

posseéde une espérance.

+o0 +oo
Montre que lim (w / f@®) dt) =0 et que E(X) :/ P(X >¢)d ¢.
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Question 14 ESCP 2012 T. PILEWICZ

On considere une suite (X,)n>1 de variables aléatoires indépendantes sur (Q, A, P) ayant toutes la méme loi.
YneN P(X,=1)=pet P(X, =—-1)=¢g=1-—p ol pest un réel appartenant & ]0, 1] et différent de %
Pour tout n dans N*, A, est Yévénement {X; + X5 +--- + X, = 0}.

Q1. Calculer pour tout n dans N*, P(As,) et P(Aap_1).

K2
Q2. Donner la nature de la série de terme général P(A,) (on rappelle que nl~+v2rn (g) ).
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