EXERCICE 54 JF.C.

'Exercice ! N1 | Diagonalisation d’un endomorphisme de ”faible” rang. HEC 2007 MIII E

exercice.

1. On considere R* muni de sa base canonique (e1, e, €3).

111
Soit t I’endomorphisme de R®, dont la matrice associée T relativement & cette base s’écrit: 7= (0 1 0
010

Calculer les valeurs propres de £. Déterminer les sous-espaces propres de ¢ associés, et donner une base de chacun

d’entre eux.

L’endomorphisme ¢ est-il diagonalisable 7 Est-il bijectif 7

L’objet des questions suivantes est une généralisation des résultats précédents.

2. Soit n un entier de N*. On considere Iespace vectoriel R?"*+! muni de sa base canonique (e1, ez, ..., e2n+1)-
Soit ¢t 'endomorphisme de R+ défini par:

e pour tout entier i de [1,2n + 1], aveci #n+1: t(e;) =e1;

et(epr1)=er+er+ - +eapta-

a) Déterminer la matrice T' associéev & Pendomorphisme ¢ relativement & la base (e1, e, ..., €an11)

b) Déterminer le rang de ¢, ainsi que la dimension du noyau de ¢.

¢) Justifier que 0 est valeur propre de ¢. Déterminer la dimension du sous-espace propre associé a la valeur propre 0,

ainsi qu'une base de ce sous-espace.
3. Montrer que Im(t o t) C Im(t), oit Im u désigne I'image d'un endomorphisme u de R2*+!

4. Soit  'endomorphisme défini sur Im(t) par : pour tout z de Im(t), £ (z) =t (z).

2n+1
Etablir que B = (el, Z e¢> constitue une base de Im(?).
i=1 )
Ecrire la matrice associée 3 f relativement & la base B
5. a) Soit A une valeur propre non nulle de ¢, et z un vecteur propre associé & A. Montrer que z appartient & Im(t).

b) En déduire toutes les valeurs propres de t. L’endomorphisme ¢ est-il diagonalisable ?
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. EBEXERCICE 23 JF.C. . 1

n € [2,+oo] et J est la matrice de Mp(R) dont tous les coefficients sont égaux & 1. Diagonaliser J.

B - B

a et § sont deux réels. A = 6 ' 7| est un élément de M, (R). Diagonaliser A.
: . B
B - B a
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EAERC\CE 9% JF.C.
{ Exercice ] N1 | Diagonalisation d’une matrice de rang 1...

n € 2,400 et V(i,5) € [1,n]?, ai; = % La matrice A = (a; ;) de M,(R) est-elle diagonalisable ?
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EXERCLCE 24 JF.C. p. g

| |N1| Diagonalisation d’une matrice de My (R).

( Exercice

1 0 -+ 01
0 1 " 11
n est un entier supérieur ou égal 4 3. A = .. o . | estun élément de M,(R). Diagonaliser A.
0 - 0 1 1
1 1 1 1
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EXERCQICE 25

JFC. p

, Exercice } Diagonalisation d’une matrice de M,(€) D’aprés l’oral ESCP 1996 1.17,
n est un élément de N supérieur ou égal & 4. a et b sont deux complexes non nuls.

a b - b a

a 0 -+ 0 a
A est la matrice de M, (C) égale d | + © ], A est-elle diagonalisable ?

a 0 --- 0 a

a b -~ b a

On pourra donner une méthode directe et une méthode qui utilise 'image d’un endomorphisme associé.
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4 BEXERCI\CE 2¢

I Exercice | Réécriture d’un exercice de I’oral ESCP 2009.

Soit n un entier supérieur ou égal & 3. Soit A la matrice de M, (R) définiepar: A= | . -. - : :
g -+ -+ 0 n-1
1 2 - n-1 n
(n—1)n(@2n-1)

Pour simplifier les écriture on pourra poser ¢, = 5

Q1. Justifier en une ligne que A est diagonalisable.
Q2. a) Montrer que A est de rang 2. En déduire que 0 est valeur propre de A.
b) Donner une base du sous-espace propre de A associé & la valeur propre 0.

Q3. E=R", B=(ej,es,...,en) est la base canonique de R™ et f est 'endomorphisme de E dont la matrice dans la
base B est A.

n—1
a) On pose u = e, et v = Z key (oul n —1!1). Montrer que B’ = (u,v) est une base de Im f.

k=1

b) Montrer que Im f est stable par f.
c) Soit g 'endomorphisme de Im f défini: par Yz € Im f, g(z) = f(z). Trouver la matrice M de g dans la base 5'.
d) Trouver les valeurs propres et les sous-espaces propres de g.

Qf. Utiliser tout ce qui précede pour diagonaliser A.
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EXERCICE 27 JF.C.

| Exercice | |N1*| Matrice compagnon.

ag, @1, ..., Gp—1 Sont n nombres complexes (n > 2).
0 v o e 0 _—ao
1 - —ai
On considere la matrice A=} o . . : de M, (C).
: . .0 —an—o
0 -+ 0 1 —apn

n—~1
Montrer que les valeurs propres de A sont les racines du polyndéme P = X" + 5. ar X* et donner une condition
k=0
nécessaire et suffisante pour que A soit diagonalisable.

On aura intérét & passer par la transposée de A.

Théme abordé dans LYON MI 2006 Pb 2, oral ESCP 2000 2-11. Apparait aussi dans oral ESCP 2004 2.2, 2011 2.10
(ou presque).
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EXBRCICE &= JFC. p. i

| Exercice | |IN1| ESCP 1995 1.17

n=2p~ 1 avec p élément de [2,+o0]. E =C" et B=(ej,es,...,e,) est la base canonique de E. (a1,a2,...,a,) st
une famille d’éléments non nuls de C. u est 'endomorphisme dont la matrice dans la base B est:

Gnp

(0) o On
as (0)
ai
Clest & dire que A = (ai;) avec Gn—p+1,6 = ak, pour 1 < k < n et 0 autrement
Q1. Calculer u(ey) pour tout élément k de [1,n].
Q2. Montrer que e, est un vecteur propre de u. On pose D, = Vect(ep).

Q3. k est un élément de [1,p — 1]. Montrer que le P, = Vect(ex, én+1-%) €st stable par u. Montrer que la restriction
ug de u & Py est un endomorphisme diagonalisable de Fj.

Q4. Montrer que u est diagonalisable.

0 0 2
Q5. B= (0 1 0) . B est-elle diagonalisable ? Et la matrice B?.
0 0 0

1
(0) 1
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