EXERCICE 34 JF.C. p i
LExercice l Matrice circulante again. Oral ESCP 1996 1.1.
Q1. Soit A = (ap 4) la matrice de M, (R) telle que:V(p,q) € [[1,n]] Upg = {(1) sig=p+1ousi(pg=m1)
sinon
1 0 --- 0
0 Lo
A=1: - '+, o |. Diagonaliser A dans C.
0 : ol
1 0 «-r --- 0
Q2. (z1,7a,...,%,) est un n-uplet de nombre complexes.

k=g-p+1 sig>p—1

. _ . . 2 _ N
Soit B = (bp,¢) la matrice de M, (C) telle que:V(p,q) € [1,n]", by, =z} ol {k —g—p+n+1 sinon

Diagonaliser B.

On trouwve Q1 dans oral ESCP 1999 2-23.
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BRERCICE 34 IFC. - pd
(Exercice | N2 | Elément propres d’une matrice tridiagonale.
01 0 --- 0
1 0 1 :
n est un entier supérieur ou égal 84. A= |0 1 . "-. 0 | est un élément de M,(C) (et de M,(R)).
o 01
o -~ 0 1 0

Dans cette exercice nous ferons abstraction du carractére symétrique de A pour ne pas déborder sur le chapitre algébre
bilinéaire.

I1

Z2
Ql. X = . | estun ¢lément de Mp1(C). On pose:zo = Tpy1 = 0.

Tn
a) Soit A un élément de C. Montrer que AX = AX si et seulement si:Vk € [1,n], Tr41 — Axp + z5—1 = 0.

b) Soit A un élément de C — {—2,2}. Prouver que:

a2n+2 — 1
1
AX =AX o X#40 <= 3JaeC, deecCr {aTg=2
) 1
vk € [1,n], zx = c(a* — a—k)
Q2. Trouver les valeurs propres et les sous-espaces propres de B dans C, puis dans R.
a 1 0 --- 0
1 a 1 "o
Q3. a est un réel. Trouver les valeurs propres et les sous-espaces propresde A= | g 1 0
R a1
0O -~ 0 1 a
On trouve te théme dans ESSEC 1996 MI , LYON 1999 MI Pb 1, HEC 1990 MI, oral ESCP 2008 2.1, dans une QSP

ESCP 2006.
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EXERCICE 33 JF.C. p.dq

( Exercice ] ! N1-| Eléments propres d’un endomorphisme de polynémes 1.
E=R3[X],A=X*~1et B=X*—X. f est 'application qui & tout élément P de E associe le reste dans la division
de AP par B.

Q0. Rappeler le théoreme concernant la division euclidienne des polynomes.

Q1. Montrer que f est un endomorphisme de E (& faire trés proprement).

Q2. Trouver la matrice M de f dans la base B = (1, X, X2, X?3). Trouver les valeurs propres et les vecteurs propres
de f.

Q3 Retrouver les résultats de Q2 sans utiliser la matrice de f par des considérations sur les racines des
polyndmes.

Théme analogue dans LYON 1994 PB 1, EDHEC 2012 ex 8, ECRICOME 2002 ex1.
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EXERCICE 34 JF.C. p. 4

b

)Exercice , N1-. Eléments propres d’'un endomorphisme de polynoémes 2. Contenu dans ESCP
2008 2.12

E=R,[X]. VP€E, f(P)=(X2-1)P"+2XP. m € {410 L.

Q0. Montrer que f est un endomorphisme de E.

Q1. Montrer que Sp(f) = {k(k + 1), k € [0,n]} et que f est un endomorphisme diagonalisable de E.

Q2. Montrer que pour tout k dans [0,n], un vecteur propre associé a la valeur propre k(k + 1) est de degré k.

Q3. Montrer que pour tout k dans [0,n] il existe un polynéme unitaire Py et un seul appartenant & SEP (f, k(k + 1)).
Montrer que (Py, Pi, ..., Pp) est une base de E = R,[X].
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f Exercice ] N1. Eléments propres d’un endomorphisme de polynémes 3.

n est un élément de [9, +oo[. E = R,[X]. Pour tout P dans E on pose: f(P) = (X2 +1)P" — 2X P
Q1. Montrer que f est un endomorphisme de E.

Q2. Trouver la matrice de f dans la base canononique de E. En déduire le spectre de f. Déterminer le cardinal de
cet ensemble.

Q3. Montrer que : Ker f C R3[X], puis que: Ker f = Vect(1, X* + 3X). Déterminer Ker(f + 2Idg).

Q4. Montrer que f est diagonalisable.
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Réduction d’une endomorphisme de R,[X]. '

n est un élément de [2,+oof et E = R,[X]. Pour tout P dans E on pose

f(P)=(X%2-1)P' —nXP.

Q1. Prouver que f est un endomorphisme de E (la linéarité est claire).
Q2. Soit X\ un réel et P un élément non nul de E tels que: f(P) = AP.

a) Montrer que P est de degré n (on pourra noter r le degré de P et a, le coefficient du terme de plus haut degré de
P).

&) Soit @ un zéro de P dans C d’ordre de multiplicité k. Que dire pour P’ ? Montrer alors que nécessairement o vaut
1ou-1.

En déduire qu'il existe ¢ dans R* et p dans [0,7n] tels que: P = ¢ (X — 1)P(X +1)"7P.
Préciser la dimension de SEP (f,\). Exprimer A en fonction de p et de n. Donner une base de SEP (f, A).
¢) Conclure cette premiére phase.

Q3. Trouver les valeurs propres et les sous-espaces propres de f.
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E] EXERCICE 37 ¢

QNP-Oral

n est un élément de N*. B = R, [X] et A est un élément non nul de E.
[ est 'application qui & tout élément P de E associe la dérivée n®™¢ de AP.

Montrer que f est un endomorphisme de E. f est-il diagonalisable 7
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EXERCICE 38 N

'Exercice ) N1. Eléments propres d’un endomorphisme de polynémes & D’aprés oral ESCP
1995 1.5.

On considére 'endomorphisme f de R[X] défini par VP € R[X], f(P)=(2X +1) P+ (1 - X?) P

Trouver les valeurs propres et les sous-espaces propres de f.
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‘ Exercice l N1. Eléments propres d’un endomorphisme de polynémes 7. Oral ESCP 2011 2.17.

Q1. a) Pour n € N, soit P € R,[X]. Montrer qu’il existe un unique polynéme @ € R,[X] tel que pour tout = # 1:
1 €T
= — P(t) dt.
Q) = — [ P
b) Montrer que I'application f: R,[X] — R, [X], P+ @ ainsi définie est un endomorphisme de R,[X].

Q2. Montrer que f est bijective et déterminer sa bijection réciproque f—1.

Q3. Ecrire la matrice A de f dans la base canonique (1,X,...,X™) de R,[X] puis calculer son inverse A~!. Les
matrices A et A~! sont-elles diagonalisables ?

Q4. a) Soit a € C une racine d'un polynéme @ de R‘LX ] d’ordre de multiplicité k € N*. Le complexe « est-il racine
de f~1(Q)? Avec quel ordre de multiplicité ?

b) En déduire les sous-espaces propres de 'endomorphisme f~! puis montrer qu’ils sont aussi les sous-espaces propres
de f.

Ce théme est abordé dans ESSEC 1984 MII, ECRICOME 2012 Pb.

x z Yy
On trouve dans ESSEC 1981 MI P — [——1— / P(t) dt} et méme P — { ! / (/ P(t) dt> dy} .
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EXERCICE 40

JFC. pk
LExercice [ N1. FEléments propres d’un endomorphisme de polynémes 8. Oral ESCP 1998 2-2.

E est P'espace vectoriel des applications polynomiales de R** dans R de degré au plus 4.
1

VP € E, Vz € R™*, ®&(P)(z) = P(z) +2z* P (E) .

Q1. Montrer que @ est un endomorphisme de E.

Q2. Exprimer ®2 en fonction de ® et Idg. Qu’en déduire pour les valeurs propres de & ?

Q3. Déterminer les valeurs propres et les sous-espaces propres de ®.

1
On trouve dans EDHEC 2009 ex 8 P — X*"T1 P (Y) dans Ropy1[X)
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