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FEXERCICE e 4 J N1. Eléments propres d’un endomorphisme de polynémes 9. LYON 1990 MI
Pb 1.

Soit n un entier supérieur ou égal & 2 ; E désigne l'espace vectoriel sur R des fonctions polynémiales de R dans R de
degré inférieur ou égal a n.

Pour tout entier k de [0,n], us, est la fonction définie sur R par:Vt € R, p(t) = tk.

0
Montrer que, pour tout entier k de [0,n], lintégrale / t* ! dt est convergente .

—00
Soit f un élément de E. Montrer que l’on peut définir une fonction g de R dans R par:
z

Yz eR, g(z)=e" / f(t) et dt. Cette fonction g dépend de f et est notée L(f).

— 00

) Caleuler L(uo), L{p), L(s)-

b) Montrer que, pour tout entier k de [0,n — 1] : L{ug+1) = pr+1 — (k + 1) L{pg)-

(=1)
51

k
En déduire que: Vk € [0,n], L(u) = (—1)*&! Z

Jj=0

-

c¢) Montrer que, pour tout élément.f de E, L(f) appart:lent aE.

On consideére Papplication L : f+ L(f) de E vers E.

La question Q4 a) du texte.

a) Montrer que L est une application linéaire et injective.

Ma question Q4 a).

Montrer que L est un endomorphisme de E. Montrer que L est injectif puis bijectif et déterminer L.
b) Ecrire la matrice M représentant I'endomorphisme L de E dans la base (r)oghgn-

Justifier Uinversibilité de M et écrire M.

La question Q5 du texte. ‘

a) Soient A une valeur propre de L, et f un vecteur propre de L associé & la valeur propre A.
Montrer que A est non nul et que, pour tout réel z, (1 — A) f(z) = A f'(z).

Soit  la fonction définie sur R par:Vz € R, ¢(z) = e 5 e f(z).

Montrer que ¢ est constante.

b) En déduire les valeurs propres et les sous-espaces propres de L. Est-ce que L est diagonalisable 7
Ma question Q5!

Montrer, sans calcul que 1 est la seule valeur propre de L. Montrer que le sous-espace propre associé est la droite
vectorielle engendrée par .
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LExercice ) | LESCP 2002 2.20 ) Soit n € N* et E = Ry, [X], 'espace vectoriel réel des polyndmes de degré au ¢4
plus 2n, muni de sa base canonique B = (1, X,..., X?").

On considére ® définie sur E par:VP € E, ®(P)(X) = (% - X?)P'(X) + 2nX P(X).

Q1. Vérifier que ® définit un endomorphisme de E.

Q2. a) Soit A entier relatif tel que —n < A < n.

Trouver (a, ) dans N? pour que le polyndme P(X) = (X + %)Q(X - %)ﬁ de E vérifie ®(P) = \P.

b) En déduire les valeurs propres et les sous-espaces propres de ®. L’endomorphisme & est-il diagonalisable ?
Q3. Déterminer la matrice A de ® relativement & la base B.

Q4. Déterminer une matrice A’ dont les valeurs propres sont les nombres 0,1, ..., 2n et dont les coefficients diagonaux
sont tous égaux.

Q5. Construire un endomorphisme A de E tel que A(P) s’exprime en fonction de P, P’ et P" et admettant 0, 1, 4, 9,
..., (2n)? comme valeurs propres. :
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R.

(Exercice 4‘ Réduction d’un endomorphisme d’un espace vectoriel de fonctions 1.

E est ’espace vectoriel des applications continues de R dans R.
x
Si f est un élément de E, ¢(f) est I'application de R dans R définie par:Vz € R, o(f)(z) = / f(@)de.
0

Montrer que ¢ est un endomorphisme de E n’ayant pas de valeur propre.

Théme abordé dans EDHEC 1997 Ex 1.

Dans oral ESCP 1994 2.22 on trouve la méme chose avec Yz € R, o(f)(z) = / t f(t)dt et dans 2010 2.4 la méme
0

chose avec Yz € R, o(f)(z) = iy dt
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CHOE 4D JF.C. 0.2012p.5

Question 5 HEC 2012-5-S20

Soit E l'espace vectoriel des applications continues de RT dans R. Soit T I'application qui & toute fonction f de F
associe la fonction F' = T'(f) définie par:

F(0) = f(0) et Vz €]0, 400, F(z) = / f@®

Q1. Montrer que T' est un endomorphisme de E. Est-il injectif 7
Q2. Déterminer les réels A et les fonctions f vérifiant T'(f) = A f.

Question de cours.  Théoréme de la limite centrée.
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JF.C. p.4.

iEXERCICE L& ’ ( N1+ ’ Réduction d’un endomorphisme d’un espace vectoriel de fonctions 3.
D’aprés oral ESCP 2000 2-18 et 2011- 2.2.

E est Vespace vectoriel des applications continues de R dans R. Si f est un élément de E, ¢(f) est Papplication de R

‘P(f)(x)—{fla_;/z f)dt siz#0
f(0) siz=0

dans R définie par:

Q1. Montrer que ¢ est un endomorphisme de E.

Q2. Montrer que Ker ¢ est ensemble des fonctions impaires de E.

Q3. Soit A un réel non nul. On se propose de trouver Ker(p — A Idg).

a) Soit f un élément de Ker(p — A Idg). Montrer que f est paire sur R et dérivable sur R*.
Trouver une relation entre f et f' sur |0, +co[. En déduire f sur R*.

Montrer que si A appartient & ] — oo, 0{U]1, +-00[ alors f est nulle sur R.

b) Utiliser ce qui précdde pour déterminer Ker(p — A Idg).

Q4. Donner les valeurs propres et Ies sous-espaces propres de .

A noter que dans ESCP 2000 2-18 on demande de montrer que Spy = R ce qui est fauz...
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EXERCICE &7

pi

| Exercice J Réécriture d’un exercice de ’oral ESCP 2008.

Pour tout n € N, on note e, Papplication de [0, +co[ dans R définie par: Vz € [0, +00[, e,(z) = 2" exp(—z) = ™ e~ 2.
On donne un entier N non nul. Soit E 'espace vectoriel engendré par (eg, e1,es,...,ex).

Q1. Montrer que B = (eg,€1,€2,--.,en). est une base de E. En déduire la dimension de E.

Q2. Les éléments de E sont en particulier des applications dérivables.

On notera A Popérateur de dérivation dans E. Ainsi:Vf € E,A(f) = f'.

a) Démontrer que A est un endomorphisme de E.

b) Ecrire la matrice A de A dans la base B. En déduire que A est un automorphisme de E.

¢) Trouver les () valeurs propres et les sous-espaces propres de A. A est-il diagonalisable 7!

Q3. a) Soit k un élément de [0, N] et « un élément de [0, +ool.

Montrer que la série de terme général w, = ey(x + n) est convergente.

b) f est un élément de E. Démontrer que la série de terme général u, = f(n + z) est convergente pour tout élément

+oo
z de [0, +oo[. On note alors F': z.—~ > f(n+x).

n=0
Vérifier que F' € E, et que Vapplication ® : f — F ainsi définie est un endomorphisme de E.
P +oo |
¢) Ecrire la matrice de ® dans la base B (on pourra poser Vj € [0,N], 4;= 5 #e %),
£=0
d) Démontrer que o A = Ao d.
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EXeERC\CZ 4¥ JF.C. p.§

| Exercice 1 Endomorphisme d’un espace vectoriel de suites 1. Contenu dans oral ESCP
2007 2.1

E est Uensemble des suites complexes indexées par N et bornées. T est application qui a tout élément (4, )nen associe
la suite (upt1)nen-
Q1. Montrer que E est un espace vectoriel sur C et que T est un endomorphisme de E.

Q2. Trouver les valeurs propres et les sous-espaces propres de 7'.
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EAERCICE 49

ﬁxercice ’ l N1 | Endomorphisme d’un espace vectoriel de suites 2,

E est Uespace vectoriel réel des suites réelles indexées par N.

On considere application f de E dans E qui & tout élément (u,,)nen de E associe la suite (tn41 — Un)neN-
Q1. Montrer que f est un endomorphisme de E.

Q2. Trouver les valeurs propres et les sous espaces propres de f.

Théme abordé dans oral ESCP 2.5 avec des suites périodiques.
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@XERCICE 50 7 N1| Endomorphisme d’un espace vectoriel de suites 3.

FE est Pespace vectoriel réel des suites réelles indexées par N.
P

On considere Papplication f de E dans E qui & tout élément (u,),en de B associe la suite (vy, )nen définie par vg = ug
P

Un—1 + Un .
2
Q1. Montrer que f est un endomorphisme de E.

et Vn e N*, v, =

Q2. Trouver les valeurs propres et les sous espaces propres de f.
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