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Ancienye corrvection

Exercice ;] E est I’espace vectoriel réel des suites réelles indexées par N.

On définit pour tout élément u = (up)n>o de E la suite v = A(u) par:

1
vneN, v, =
n

+1(U0+U1+"'+un)-

Montrer que 'application A ainsi définie est un endomorphisme de E.

. ) X 1
On considere un réel A n’appartenant pas & l'ensemble S = {——_‘—:—1— 3 pE N}.
p
Soit 4 = (Un)nxo un élément de Ker(A — X Idg). Montrer par une récurrence adaptée que ¥n € N, u, = 0.

Qu’en déduire pour le spectre de A7 A est-il injectif 7

1 2 1
On rappelle que si 7 et s sont deux éléments de N tels que s > 7: (:) + (T 1— ) + (T j: ) At <j> = (f i 1) .

1
a) Soit p un élément de N. On pose A =
p+1

n
in >
¥n € N, un={<p> sSinzp

et on considere la suite (uy)n>o définie par:

0  sinon
Vérifier que Au) = Au.
b) Préciser le spectre de A.

1
Soit p un élément de N. On pose A = P Déterminer SEP (A, A).

Facultatif Etudier la surjectivité de A.
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JF.C. p. 1

@XERCICE LS j Endomorphisme d’un espace vectoriel de suites 4 ESCP 2010 2.3,

On note S = {(zn)nez, avec z, € R et lim z,, lim =, existent}.
n—4o00 n——0oo

Nous comprendrons que S est I’ensemble des suites réelles (xn)nez indexées pas Z telles (p)nen et (T—p)nen soient
convergentes (donc de limites finies...).

Q1. Montrer que S est un sous-espace vectoriel du R-espace vectoriel des suites réelles indexées par Z.

Soit T Papplication définie sur & par T'((z1)nez) = (Yn)nez, avec pour tout n € Z: Yy, = Tn_1 + Tnil.

Q2. Montrer que T est un endomorphisme de S. Déterminer son noyau.

Dans la suite de I'exercice, on s’intéresse aux valeurs propres réelles de T, c’est-a-dire aux réels A tels que Ker(T'—AId) #

{0}, ot Id désigne I'endomorphisme identité de S et on pose Ay = (_01 ;)

Q3. Soit £ = (zn)nez € S. Pour tout k € Z, on pose Uy, = (fﬂfil >

Montrer que z € Ker(T — A\ d) si et seulement si pour tout k de Z, Ugr1 = ArUp.

En déduire que pour tout k de Z, on a alors: Uy = A¥Uj.. At x ¢ e (1-1d] !
Q4. a) On suppose que A ¢ {—2,2}. Montrer que Ay est diagonalisable dans My (C).

En déduire que si z = (z1)rez € Ker(T' — AId), il existe des nombres complexes «, 3, i1, p2 tels que, pour tout k de
Z, on ait: z = auf + Buk.

En distinguant les deux cas |A| > 2 et |A] < 2, montrer que Ker(T — AId) = {0}.
b) Que peut-on dire de Ker(T' — 21d)?
¢) Montrer que Ker(T + 21d) = {0}.

Conclure.
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[ EXERCICE §3 l \ N1 ‘ Un marronnier !

E est un K-espace vectoriel de dimension n non nulle. a et b sont deux éléments distincts de K.

f est un endomorphisme de Etel que (f —a Idg) o (f — b Idg) = Oz(g). Montrer que f est diagonalisable.

Théme abordé dans LYON 1998 MI Pb 1, EDHEC 2006 ez 1, oral ESCP 2005 2.9. Théme implicitement contenu
dans ESCP 2006 2.17.

Dans une QSP ESCP 2008 on trouve A(A —aly) = Opq, (k) avec a # 0...
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EXERCA\CE 5%

P
lixercice ] fog—gof=g new

E est un espace vectoriel de dimension n sur K. f et ¢ sont deux endomorphismes de F tel que: fog—go f =g.

Q1. Montrer que pour tout k dans N: f o g* — g% o f = kg*.
Q2. Pour tout u dans L(E) on pose: p(u) = fou—uo f.
a) Montrer que ¢ est un endomorphisme de L(E).

b) Montrer, en raisonnant par absurde, que g est nilpotent (c’est & dire qu’il existe r dans N tel que g" = Oc(my)-
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(EXERCICE 55 ] er ‘ Une QSP classique.

A est une matrice diagonalisable de M, (R) telle qu’il existe un élément p de N* vérifiant: AP = I,,. Montrer que
A% =1,.

Aet M&gm@l‘mﬁﬁ dac é;&)a‘\em:mﬁu@. wdeucile Pde N.utid we
ehie diogace U da Mu(iR) tebles que ©'AP=D.
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[EXERCICE 56 | [N1] QSP ESCP 2007, QSP HEC 2009

f est un endomorphisme d’un espace vectoriel E de dimension n sur K. Montrer que si Ker f et Im f ne sont pas

supplémentaires alors f n’est pas diagonalisable.
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|[EXERCICE 5% | [N1*|Une QSP HEC 2011

n € [2,+o0[. Soient z et y deux réels et F' Pendomorphisme de M,(R) définie par: VM € M,(R), F(M) =
s M4+yiM.

Q1. Donner une condition nécessaire et suffisante pour que F soit un projecteur.
Q2. Donner les valeurs propres de F'.

Q3. F est-il diagonalisable ?

Dans une QSP ESCP 2011 on trouve Q2 et Q8 avec x =y = 1.
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LEXERCICE 5 87 ) PC I Endomorphisme égal 4 la somme de deux projecteurs qui commutent.
LYON 1989 MI Pb 1 Partie A

p et ¢ sont deux projecteurs du K—espace vectoriel E tels que:pog=gop. f=p+q.

QO Justifier les inclusions Spp C {0,1} et Spg C {0,1}

Q1. Soit A une valeur propre de f et x un vecteur propre associé.

a) Montrer que p(g(2)) = ¢(p(z)) = (A =D p(z) = (A= )q(z) (1).

b} En utilisant QO et (1) montrer que A € {0,1,2}.

Q2. Montrer que 0 est valeur propre de f si et seulement si : Ker pnKerg # {0z} (un sens clair ; pour 'autre Q0-+(1)).
Q3. Montrer que 2 est valeur propre de f si et seulement si:ImpNImg # {0g} (again).

Q4. TIs ont, Qublié 1, toi pas , hein 7

On retrouve ce théme dans ESCP 2007 2.10.
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‘EXERCICE 55 w [T\I2J Transvection ou presque... QSP ESCP 2007

E est un espace vectoriel sur K de dimension n (n > 2). ¢ est une forme linéaire sur E et o est un élément de E.

On considere I'application f définie sur F par:Vz € E, f(z) =z + p(z) a.
Q1. Montrer que f est un endomorphisme de FE.

Q2. Trouver les valeurs propres et les sous-espaces propres de f. f est-il diagonalisable 7

Théme abordé dans ESCP 2007 2.17.
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EXERC\CE &0

pd

C’EST RIEN QUE POUR TOI C. H.

ESCP 98 E est un espace vectoriel sur C de dimension n (n € [2,+oo[). Un endomorphisme f de
E est dit cyclique si 'on peut trouver zg élément de E tel que (zg, f(zo),.. ., f* (zo)) soit une base de E.

Q1. Dans cette question on suppose que f est un endomorphisme de E tel que f* = Oz(g) et 4 Oz(B)-
Montrer que f est cyclique. Préciser son noyau et son image. f est-il diagonalisable 7

Q2. f est un endomorphisme cyclique de E et z est un élément de E tel que B = (zq, f(z0),..., " *(zp)) soit une
basede E. C={g€ L(E)| fog=gof}.

a) Soit g un élément de C. En écrivant g(zo) dans la base B, montrer qu'’il existe un élément P de C,[X] tel que
9= P(f). e~
o vt Lo, (173

b) Achever la détermination de C.

Q3. f est un endomorphisme cyclique de F et zg est un élément de E tel que B = (zo, f(z0), .. ., f”“l(;zzo)) s0it une
base de E. On suppose que f™(zq) = zo.

a) Montrer que f" = Idg.

b) Trouver les valeurs propres et les sous-espaces propres de f.
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