EAERCICE 61 JFC. p. i

l Exercice . N1t | Inversion d’une “matrice de passage de vecteurs propres”.

A est une matrice de M,,(K) admettant n valeurs propres deux & deux distinctes Ay, Aa,..., An.

B =(X1,Xs,...,X5) est une base de M, 1 (R) constituée de vecteurs propres de A respectivement associés aux valeurs
propres A1, Ag,..., An. Notons que SEP (4, A;) = Vect(X})

Soit P est la matrice de passage de la base canonique By = (E1, By, ..., E,) de M, 1(R) & B. On pose P = (p; ;).
Alors P est inversible et P71 AP est la matrice diagonale D = Diag (A1, A2, ..., An).

Q1 Montrer que *A a les mémes valeurs propres que A.

En déduire l'existence d’une matrice inversible @ de M, (K) telle que Q~1*AQ = D. On pose Q = (g;4)-

Q2. a) Montrer que A(tQ)_l = (*Q) ~'D.

En déduire que pour tout j dans [1,n] il existe un élément §; de K tel que (tQ)_lEj =0; PE;.

b) On considére la matrice diagonale de M, (K) : A = Diag (61, da2,...,0n).

Montrer que Pt = A*Q et que Vj € [1,n], §; = —; -
Y. Pk.j k.
k=1
n s
Q3. On suppose ici que A est inversible. On pose A~ = (b; ;). Montrer que (4, §) € [1,n]*, b;; = (5k p——‘—i’izj’k)-

k=1
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’ EXERCICE 63)J ‘ N2+J Réduction de E défini par sa donnée sur deux supplémentaires de E.
ESCP 2005 2.2.

Soit E un espace vectoriel réel de dimension finie n > 2 et F, By deux sous-espaces vectoriels de E, supplémentaires
dans E et non réduits au vecteur nul.
Soit u; € £<E1), Uy € [,(Eg) et us € ,C(EQ,El).

Vz € E,u(z) =ui(z)

Vz € Epu(z) = uz(z) +ug(z)’

Q1. Donner la forme de la matrice de v dans une base de E obtenue en mettant “bout & bout” une base de E; et une
base de Fbs.

On note u 'endomorphisme de E tel que: {

Q2. a) Soit (x1,%2) € Ey x Ey et A € R. On pose z = 1 + 3.

u1(z1) +us(z2) = Ay

Montrer que: u(z) = Ax <
4 ( ) {’U,g(ﬂfg) = )\.’172

b) Montrer que si que A est valeur propre de u alors A est valeur propre de u1 ou de us.

Montrer que si A est valeur propre de u; alors A est valeur propre de u.

Montrer que si A est valeur propre de us sans étre valeur propre de up alors A est valeur propre de wu.

¢) Soit A un réel qui est valeur propre de u; mais pas de uz. Comparer les sous-espaces propres de u et de u; associés
a A

d) Soit A un réel qui est valeur propre de uy mais pas de u;. Comparer les dimensions des sous-espaces propres de u
et de us associés & A.

Q3. On suppose dans cette question que u; et us n’ont pas de valeur propre commune. Montrer que u est diagonalisable
si et seulement si u; et us le sont.
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Exercice p est un élément de [, +ool.

On consideére la matrice A = (a; ;) de Mapt+1(R) définie par a;;j = 1sii=joui+j=2p+%et a;; =0 sinon.
Q1. La matrice A est-elle inversible ?
Q2. La matrice A est-elle diagonalisable 7

Q3. Trouver les valeurs propres et les sous-espaces propres de A,
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EAERCICE 44 P4

Exercice

n € [2,+o0[. E est espace vectoriel des polyndmes & coeflicients réels de degré inférieur ou égal & (n — 1).

Soit T application qui a tout polynéme P € E, associe le polynéme () = T'(P) défini par:

Q(x) = P(X) + =2

P'(X), ot P' désigne le polyndme dérivé de P.
Montrer que T est un endomorphisme de F.
Donner la matrice associée & T dans la base canonique de E.

Montrer que T admet n valeurs propres distinctes Ay < Ay < -+ < Ay,

JE Attention & ne pas faire d’erreur sur la valeur de Ay ...

a) Déterminer le sous—espace propre associé a la valeur propre Ay.

b) Soit k € [1,n — 1] et P un vecteur propre associé & la valeur propre Ag. Montrer que P(1) = 0.

On pose alors P(X) = (X — 1)"R(X), avec r € [1,n — 1] et R(1) # 0. Montrer que r =n — k et que R ‘est constant.
¢) En déduire le sous-espace propre associé & la valeur propre Ay pour ke ([ 3, n- .

On considere la suite de polyndmes définie par Uy (X) = X" et Vj € N*, U;11(X) = T(U;)(X).

n—1

ntrer que: = n—1 - 1)k
a) Montrer que: Ui (X) k;g( k )(X 1)”.

b) En déduire Pexpression de U;(X) en fonction de 1, X — 1,...,(X — 1)}, ceci pour tout j € [2,+oo].
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