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@XERCICE A W er ‘ Valeurs propres et des sous-espaces propres de A7,

» A savoir faite par cceur.

A est une matrice inversible de M, (K). Montrer que Sp(A™!) = {% | A € Sp(A4) } Comparer les sous-espaces propres
de A™1 avec ceux de A.

Montrer que A~ est diagonalisable si et seulement si A est diagonalisable.

Aer A pol wutwile dae 0 wat i uadewn pope de A nl vclles plope da A

seit A endel poit X €0, (k).
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J.F.C.

[EXERCICE o2 W I N1 ‘ Valeurs propres et des sous-espaces propres de ?A.

» A savoir faite par ceeur.
A est une matrice de M,,(K). Montrer que Sp(*A) = Sp(A).
Comparer les dimensions des sous-espaces propres de ‘A et de A.

Montrer que *A est diagonalisable si et seulement si A est diagonalisable.
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J.F.C.

,TEXERCICE ‘ ’Nl ‘ Endomorphisme (resp. matrice) diagonalisable n’ayant qu’une valeur
propre.

Soit A une matrice de M, (K) n’ayant qu’une seule valeur propre .
Moutrer que A est diagonalisable si et seulement si A = A I,,.

A Ceci vaut aussi pour un endomorphisme d’un espace vectoriel de dimension n sur K.

La dimension de I'unique sous-espace propre SEP (A,\) de A est n —rg(A — A 1,,).
A diagonalisable < dimSEP (A,A) =n & n—rg(A-Al,) =n & rg(Ad-A,) =08 A- A1, =0p,x) © A= A1,
e 51 A= AI,, A est une matrice diagonale donc A est diagonalisable.

e Réciproquement supposons que A est digonalisable. Il existe une matrice inversible P et une matrice diagonale D,
de M, (K), telle que D = P7*AP.

D et A sont semblables donc A est la seule valeur propre de D. Comme D est diagonale les éléments de sa diagonale
sont ses valeurs propres. Ainsi les éléments de la diagonale de D sont tous égaux & A et D vaut alors A I,,.

Par conséquent A = PDP~! = P(AL,)P~ 1 = APP~ ! = \I,.
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i EXERCICE ¥ i {Nlj Projecteur spectraux.

f est un endomorphisme diagonalisable d'un K-espace vectoriel £ de dimension n. Ar, Ag, ..., Ay sont les valeurs

propres distinctes de f. On suppose que s > 2.
| Pour tout ¢ dans [1, s], on note p; la projection sur SEP (f, \;) parallélement & @ SEP (f,A)).
| =

Q1. 7 est un élément de 1, s]. Justifier la définition de p;.

Q2. Montrer que Vr € N', f7 =M py +Aopy + - + ApDs = Z Al p;.

Montrer que si @ est un éléments de K[X], Q(f) = > Q(\) p;-

i=1
Q3. Soit j un éléments de [1, s].
1 sii=j
Justifier Pexistence et 'unicité d’un élément L; de K,_1[X] tel que Vi € [1,s], L;(X;) { 7
0 sinon
Montrer que p; = L;(f).
Théme abordé dans ESCP 2003 2.7, 2011 2.15.
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(EXERCICE 5 | ml ' i Construction d’un polynéme annulateur.

n € [2,+oof et A est une matrice de M, (R).

Onpose E= M, (R)et VM € B, T(M)=M —tr(M)A (tr(M) est la trace de M donc la somme de ses éléments
diagonaux).

Q1. Montrer que T est un endomorphisme de E.

Q2. a) Donner une condition nécessaire et suffisante sur tr(A4) pour que T' soit bijectif.
Déterminer T~ lorsque T est bijectif.

b) Caractériser T' lorsque T' n’est pas bijectif.

Q3. a) Trouver un polynéme annulateur de T de degré 2.

b) Retrouver alors le résultat de Q2.

¢) Trouver les valeurs propres et les sous-espaces propres de T'. T est-il diagonalisable 7

Théme abordé dans EDHEC 2005 ex 1.
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3 EAERCICE ¢ ¢

Exercice | E =R®?. f est Pendomorphisme de E dont la matrice dans la base canonique C = (e1, ez, e3) est

2 11
A=11 2 1].
0 0 3

Q1. Déterminer les valeurs propres et les sous-espaces propres de f. La matrice A est-elle diagonalisable ?

1 00
Q2. Trouver une base B de E dans laquelle la matrice de f est: A’ = (0 3 1) .
0 0 3

Préciser la matrice de passage P de la base C 4 la base B et déterminer P~ 1.

Q3. a) Montrer que Q = (X — 1)(X — 3)? est un polyndme annulateur de A'.

b) Montrer que A’ n’admet pas de polynéme annulateur non nul de degré inférieur ou égal & 2.
c) Montrer que A et A’ ont mémes polynémes annulateurs.

d) Déterminer un polynéme annulateur non nul de A de degré minimal et de coefficient dominant égal & 1.
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J.F.C.

@XERCICE ¥ —‘ erJ Cours : existence d’un polynéme annulateur non nul pour une matrice.

Montrer que toute matrice de M, (K) posséde au moins un polyndéme annulateur non nul.

A Ceci vaut aussi pour un endomorphisme d’un espace vectoriel de dimension n sur K.

Soit A une matrice de M, (K). (In, A, A2, ..., A"") est une famille de cardinal n? + 1 de M, (K) qui est un espace
vectoriel de dimension n2. Cette famille est donc nécessairement liée.

Ainsi on peut trouver n? + 1 éléments g, A1, ..., A,z de K, non tous nuls et tels que:
Mol + M A+ A A2 4+ A2 A = 0, (x0)-

2

n

Posons P = 3 A XF. P est un élément non nul de K[X] ('un au moins de ses coefficients n’est pas nul) tel que
k=0

P(A) = OMH(K)-

P est un polyndme annulateur non nul de A.
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rEXERCICE 8 j lNl [ Dans C au moins une racine d’un polynéme annulateur non nul est
valeur propres.

Soient A une matrice de M, (C) et P un polyndéme annulateur non nul de A.
Montrer que Pune au moins des racines de P est une valeur propre de A.

A Ceci vaut aussi pour un endomorphisme d’un espace vectoriel de dimension n sur C.

Soit P un élément non nul de C[X] tel que P(A) = Opq, (c)-

Supposons que P soit constant. Alors il exite un élément non nul A de C tel que P = A. Ainsi Opq,¢) = P(A) = A n
et donc A = 0!

P est donc un élément non constant de C[X]. P est alors scindé.

r
1l existe alors des r + 1 éléments ~, aq, ..., a, de C tels que P = v H (X —ar). a1, ..., a, sont les racines de P.
k=1

P(A) = Opm,,(c) et ¥ n'est pas nul donc H (A—apI,) = 0p,(c). Ainsi H (A — ap I,) n’est pas inversible. Sachant

k=1 k=1
r

que le produit de r matrices inversibles est inversible nécessairement 'une des matrices du produit H (A—aI,)
k=1
n’est pas inversible.
Alors il existe un élément ig de [1, 7] tel que la matrice A — a;, I,, ne soit pas inversible. a;, est alors une valeur propre
0 0
de A.

Ainsi 'un des zéros de P est une valeur propre de A.
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IEXERCICE 9 ! ’Nl‘ Existence d’une valeur propre pour une matrice 4 coefficients com-
plexes.

Montrer que toute matrice de M, (C) posséde au moins une valeur propre.

A Ceci vaut aussi pour un endomorphisme d’un espace vectoriel de dimension n sur C.

Soit A une matrice de M, (C).
e Montrons que A posséde un polynéme annulateur non nul.

(I, A A% ..., A”z) est une famille de cardinal n? + 1 de M, (C) qui est un espace vectoriel de dimension n?. Cette
famille est donc nécessairement liée.

Ainsi on peut trouver n? + 1 éléments g, M1, ..., A,2 de C, non tous nuls et tels que:
Moo+ M A+ A+ 4+ A2 A™ = 0pq, (-

n2
Posons P = > Ay X*. P est un élément non nul de C[X] ('un au moins de ses coefficients n’est pas nul) tel que
k=0

P est un polyndme annulateur non nul de A.
e Montrons que A possede au moins une valeur propre.
P un élément non nul de C[X] tel que P(A) = 0pq,(c)-

Supposons que P soit constant. Alors il existe un élément non nul A de C tel que P = X. Ainsi Opq, () = P(4) = A 1n
et denc A =01

P est donc un élément non constant de C[X]. P est alors scindé.

r
1l existe alors des r + 1 éléments v, az, ..., ar de C tels que P =~ H (X — ag). Les racines de P sont aq, ..., a,.
: k=1

P(A) = 0p1,(c) et v n'est pas nul donc H (A —ag In) = Oprq,(c). Alnsi H (A — ag I,) n’est pas inversible. Sachant

k=1 k=1
T

que le produit de r matrices inversibles est inversible nécessairement 'une des matrices du produit H (A—arI,)
k=1

n’est pas inversible.

Alors il existe un élément iy de [1,r] tel que la matrice A — a;, I, ne soit pas inversible. a;, est alors une valeur propre

de A.

Ainsi A posséde au moins une valeur propre.
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1 EXERCICE 40 ‘ \ N1 ‘ Polynéme d’une matrice diagonalisable

A et B sont deux éléments de M, (K). P est une matrice inversible de M, (K). Q est un élément de K[X].

Montrer que si B = P7YAP alors Q(B) =

PTrQ(A)P.

Application. Montrer que si A est diagonalisable Q(A) est diagonalisable et Sp Q(A) = Q(Sp 4).

A Ce dernier résultat vaut aussi pour un endomorphisme d’un espace vectoriel de dimension n sur K.

¢ Il existe un élement n de N et un élément (ag, ay, ...,

Alors Q(B Z ai B* =

Alors Q(B Z ay P71AYP = P~ (Z aj, AF

k=

e Suppons la matrice A diagonalisable.

0

Z a (P~YAP)*. Une récurrence simple donne Vk € N, (P7*AP)

k=0

k=0

) P =P Q4P

Q(B)

=P QAP

inversible S de M,,(K) telle que D = S AS.

D’aprés ce qui précede Q(D) =

“1Q(A)S. Ainsi Q(A) est semblable & Q(D)

D étant diagonale il en est de méme pour DF et ceci pour tout élément k de N.

n

T
any1) de K™ tel que Q = Z ap X*.

k=0

A est alors semblable & une matrice diagonale D.

k:P—lAkP

Il existe une matrice

Alors Q(D) = E aj, D* est alors une matrice diagonale comme combinaison linéaire de matrices diagonales.

k=

0

Q(A) étant semblable & une matrice diagonale, ainsi:

Posons D = Diag (d1,ds, ...,

Ainsi Sp A = {dx
De plus Q(D)
Alors SpQ(4

Finalement Sp Q(A

yda, ..
= Diag (Q(dl)aQ(dZ)"'

{Q (d1),

{Q

[Q(A) est diagonalisable. l

dy). Alors SpD =

{d1,ds, ...
,dy,} car A et D sont semblables.
,Q(dn)). Donc SpQ(D) = {Q(d1),
do) ..., Q(dn)} car Q(4)

; A€ SpA}, donc:

sdn}

et Q(D) sont semblables.

SpQ(4) =

Q(SpA).

ds) ...
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@XERCICE 44 W Comparaison entre P(Sp A) et SpP(A).

A est une matrice de M,,(K) et P un polynéme de K[X].
Q1. Montrer que P(Sp A) C Sp P(A).
Q2. Ici [K = C | Montrer que P(Sp 4) = Sp P(4).

@ Soib A€sy A AX€EN,, (KI, X£0p (k) & AX=AX.
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[ EXERCICE

[ [NlJ Comparaison entre P(Sp A) et SpP(A) suite et fin...

n est un élément de [2, +oo] et (Ei;)(; jep,np> est la base canonique de My (R). A= Ei» — By et P = X?
Montrer que P(Spg A) est strictement contenu dans Spg P(A).

1%p.. v:L. A= By -8, [0 1};:: °i./© :}
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lEXERCICE 13 ‘ FNZI Polynéme minimal.

A est une matrice de M, (K).

Q1. Montrer que si P est un polyndéme annulateur non nul de A, de degré minimal, Pensemble des polyndmes
annulateurs de A est ’ensemble des multiples de P et le spectre de A coincide avec 'ensemble des zéros de P.

Q2. Montrer que A possede un polyndme annulateur unitaire Py et un seul tel que 'ensemble des polynémes annula-
teurs de A soit I’ensemble des multiples de ce polyndme.

Notons que le spectre de A est I’ensemble des zéros de F.
A Ceci vaut aussi pour un endomorphisme d’un espace vectoriel de dimension n sur K.

Théme abordé dans oral ESCP 2010 2.11

Notons S l'ensemble des polynomes annulateurs de A et S’ 'ensemble des multiples de P. Montrons que &' = S.
Soit 7" un élément de &’. Il existe un élément @ de K[X] tel que: T = QP.

T(A) = Q(A) P(A) = Q(A)Oar, (k) = Opm, (k). Alors T appartient & S. Ainsi S’ C S.

Réciproquement soit 7' un élément de S. Notons @ et R le quotient et le reste dans la division de T" par P.
T=QP+ RetdegR < degP.

T(A)=Q(A) P(A) + R(A) et T(A) = P(A) = O, (x)- Alors R(A) = Opq, (k-

Si R n’est pas nul, R est un polynéme annulateur non nul de A dont le degré est strictement inférieur & celui de P et
P est un polynéme annulateur non nul de A, de degré minimal. Cela est contradictoire.

Par conséquent R est nul et T est un multiple de P donc appartient & §'. Ainsi S C §'.

Ceci achéve de prouver que §' = S.

Si P est un polyndme annulateur non nul de A, de degré minimal, 'ensemble des polynémes annulateurs de A est
Pensemble des multiples de P.

Notons H 'ensemble des zéros de P. Le cours indique que Sp A C ‘H. Montrons 'inclusion inverse.

Soit o un zéro de P. Supposons que « n’est pas une valeur propre de A. La matrice A — a I, est alors inversible.
1l existe un élement non nul U de K[X] tel que P = (X — o) U.

Notons que U n’est pas nul (car P n’est pas nul) et que degU < deg P.

P(A) = 0pq,(x) et P(A) = (A~ al,)U(A). Alors (A—al,)U(A) =0, (x)-

En multipliant & gauche par (A — aI,)"" on obtient U(A) = O, (x)- '

Ainsi U est un polynéme annulateur non nul de A dont le degré est strictement inférieur & celui de P et P est un
polynéme annulateur non nul de A de degré minimal. Cela est contradictoire.

Alors o appartient & Sp A. H C Sp A. Finalement Sp A = H.

Si P est un polynéme annulateur non nul de A, de degré minimal, le spectre de A coincide avec 'ensemble des

zéros de P.
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Notons &* P’ensemble des polynémes annulateurs non nuls de A. Nous savons que S&* n’est pas vide car A
possede au moins un polynéme annulateur non nul.

Alors {degT; T € S*} est une partie non vide de N; elle posséde un plus petit élément v.
[l existe un élément V' de &* tel que degV = v.

V est un polynéme annulateur non nul de A de degré minimal donc S est I’ensemble des multiples de V.

. . 1 s . .
Soit a le coefficient du terme de plus haut degré de V. Posons Py = = V. P, est unitaire et son degré est celui de V.
a
Ainsi Py est un polyndéme annulateur non nul et unitaire de A, de degré minimal.

Alors, d’aprés ce qui précéde, Py est un polynéme unitaire et Iensemble S des polynémes annulateurs de A est
I’ensemble des multiples de Fy.

Soit J/DE un second polynéme unitaire tel que S soit 'ensemble des multiples de ]/3; .

Notons que Fy et 153 sont dans S donc Py est un multiple de ﬁg et 73; est un multiple de F.

Alors il existe deux éléments @ et @ de K[X] tels que B = @PO et Po=Q I/DE. Donc Py = Q@ @Po.
Comme F, n’est pas nul : Q @ =1. Q et @ sont des poyndmes constants.

Alors il existe un élément A de K tel que ]/% = AF,.

Py et Py étant deux polyndmes unitaires on a nécessairement A = 1 et ainsi Py et Py sont égaux.

A posséde un polynome annulateur unitaire Py et un seul tel que I'ensemble des polyndmes annulateurs de A soit
Pensemble des multiples de ce polyndme.

Py est un polynéme annulateur non nul de A de degré minimal.

Le spectre de A est ensemble des zéros de P,.
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‘ EXERCICE 44 —‘ N2 | Un endomorphisme est diagonalisable si et seulement si il posséde un
polyndéme annulateur scindé & racines simples (version 1).

n € N*. f est un endomorphisme d’un espace vectoriel £ de dimension n sur K.

P
Q1. On suppose que f est diagonalisable. A1, Ag, ..., A, sont les valeurs propres distinctes de f et P = H(X — Ax).

P est donc un polyndme de K[X| scindé & racines simples. =
Soit B = (e1,e€a,...,e,) une base de E constituée de vecteurs de f respectivement associés aux valeurs propres a;,
Q2 vy Op,.
Montrer que Vi € [1,n], P(f)(es) = P(a;)e; = 0p. En déduire que P(f) = Oz(z). Morale?
Q2. Un petit résultat préliminaire pour la réciproque.
a) g et h sont deux endomorphismes de E. On pose Vz € Ker(h o g), o(z) = g().
Montrer que Kerp = Kerg et Im ¢ C Ker h. En déduire que dim Ker(h o g) € dimKer h + dim Ker g.
b) Généraliser ce dernier résultat & r endomorphismes de E.
Q3. On suppose que f posseéde un polynéme annulateur ) scindé & racines simples.
| Ainsi il existe A dans K*, il existe r dans N* et il existe r éléments ~yq, va, ..., ¥ de K deux & deux distincts tels que

Q=X [[(X -
k=1

T
a) Montrer que T' = H (X — ~y) est encore un polyndéme annulateur de f.
: k=1

T
En déduire, & l'aide de Q2, que dim E < Y dimKer(f — v Idg).
k=1
b) I est U'ensemble des éléments 1 de [1,7] tels Ker(f —v; Idg) # {05}
Montrer par double inclusion que Sp f = {7:,7 € I'}.. Prouver enfin que f est diagonalisable et conclure Uexercice.

A Ceci vaut aussi pour une matrice de M, (K).

Théme abordé dans oral ESCP 2011 2.5.
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[EXERCICE g ‘ ‘ N2 l Lemme des noyaux. Un endomorphisme est diagonalisable si et seule-
ment si il posséde un polynéme annulateur scindé & racines simples (version 2).

f est un endomorphisme d’'un K-espace vectoriel E.

Q1. A et B sont deux éléments non nuls de K[X]. On suppose que les seuls éléments de K[X] qui divisent A et B
sont les polyndmes de degré 0 c’est & dire les polyndmes constants et non nuls. On dira que A et B sont étrangers ou

premiers entre eux.
a) On pose S = {AU + BV; (U, V) € K[X]?}. D est un élément non nul de S de degré minimum.

Dire pourquoi un tel D existe et montrer que S est I’ensemble des multiples de D (on procédera par double inclusion
et on pourra utiliser la division euclidienne).

b) En remarquant que A et B sont dans S, montrer que D est constant et en déduire qu’il existe deux éléments Uy et
Vo de K[X] tels que AUy + BVp = 1.

c) Utiliser ce qui précéde pour montrer que Ker(AB)(f) = Ker A(f) @ Ker B(f).
Q2. a) 7 est un élément de [2,+o0. Pi, P, ..., P- sont r éléments non nuls de K[X] deux & deux étrangers. Montrer
que:

Ker(PLPy---P)(f) = Ker P (f) @ Ker Po(f) @ - - - @ Ker P.(f).

b) 7 est un élément de [2, +0o[. A1, Az, ..., A, sont r éléments deux a deﬁx distincts de K.

Montrer que: Ker (X — A )X — X2)--- (X — X)) (f) = Ker(f — A\ Idg) @ Ker(f — A2 Idg) @ - - ® Ker(f — Ar Idp).
Q3. On suppose ici que E est de dimension finie non nulle.

Déduire de ce qui précede que si f admet un polynémes annulateur scindé & racines simples alors f est diagonalisable.
Montrer la réciproque.

A Ce dernier résultat vaut encore pour une matrice de M, (K).

a) Notons §* lensemble des éléments non nuls de S.
A et B donc des éléments non nuls appartenant & S donc §* est non vide.
Alors {deg S; S € S*} est une partie non vide de N. Elle posséde donc un plus petit élément d.

11 existe alors un élément D de S8* de degré d. D est un élément non nul de S de degré minimal.

( 1l existe un élément non nul D de S de degré minimal.

e Soit P un multiple de D. 1l existe ¢ dans K[X] tel que P = QD. Comme D est dans S, on peut trouver deux
éléments de K[X], Uy et V1, tels que: D = AU, + BV,

Alors P = A(QU1) + B(QV1) est élément de S car QU; et QV; sont deux éléments de K[X].
Ainsi I'ensemble des multiples de D est contenu dans S.

e Réciproquement soit P un élément de S. Le théoréme de la division euclidienne montre l'existence (et I'unicité) de
deux éléments Q et R de K[X] tels que: P = QD + R et deg R < deg D.

Rappelons que D = AU; + BV;. Comme P est dans S, il existe deux éléments U et V' de K[X] tels que P = AU+ BV.
Alore R=P —~ QD = AU + BV — Q(AU; + BVy) = A(U — QUy) + B{V — QV1) donc R est un élément de S.



JFC. p.

&

Or deg R < deg D et D un élément non nul de S de degré minimum donc R est le polyndéme nul.
Ainsi P = @D et P est un multiple de D.

Alors S est contenu dans 'ensemble des multiples de D. Finalement :

(S est U'ensemble des multiples de 1741

b) A et B sont deux éléments de S. Ce sont donc des multiples de D. Alors D divise A et B.

Comme A et B sont étrangers D est constant et non nul. Il existe un élément non nul A de K tel que D = A.

1 1 1 1
Alors AU, + BV; = A A(XU1> + B <XV1> = 1. Posons Uy = XUl et Vo = XV;L.

Jo et Vo sont deux éléments de K[X] tels que AUy + BV, = 1.

LII existe deux éléments Uy et Vo de K[X] tels que AUp + BV, = 1.]

¢) @ Montrons que Ker A(f) et Ker B(f) sont en somme directe.

Soit = un élément de Ker A(f) N Ker B(f).

AUy + BVy =1 donc UpA + Vo B = 1. Alors Us(f) 0 A(f) + Vo(f) o B(f) = Idp.

Ainsi 7 = Uo(f)(A())(@)) + V() (B()(@)) = To(£)(05) + Vo(£)(08) = 05 + 0z = 0g; = = 0.
Par conséquent Ker A(f) NKer B(f) = {0g} donc Ker A(f) et Ker B(f) sont en somme directe.
o Montrons que Ker(AB)(f) = Ker A(f) + Ker B(f).

Soit z un élément de Ker A(f). (AB)(f)(z) = (BA)(f)(z) = B(f)(A(f)(z)) = B(f)(0g) = 0g; donc z appartient &
Ker{AB)(f).

Par conséquent Ker A(f) C Ker(AB)(f). On montre de méme que Ker B(f) C Ker(AB)(f).

Alors KerA( )+ Ker B(f) C Ker(AB)(f) car Ker(AB)(f) est un sous-espace vectoriel de E.
Réciproquement soit z un élément de Ker(AB)(f). Comme AUp + BVy = 1, & = (AU)(f)(z) + (BVo)(f) ().
B(f){(AU0)()(x)) = (BAUS)(f)(@) = (ToAB)(/)(@) = Us(£) (AB)()(2)) = Va(£)(0r) = 0.

Ainsi (AU)(f)(z) € Ker B(f). On montre de méme que (BVy)(f)(z) € Ker A(f).

Comme z = (AUy)(f)(z) + (BVo)(f)(x), = appartient & Ker B(f) + Ker A(f) = Ker A(f) + Ker B(f).

Ceci 'aéhéve de prouver que Ker(AB)(f) C Ker A(f) + Ker B(f).

F‘inalément Ker(AB)(f) = Ker A(f) + Ker B(f). Mieux:

| Ker(AB)(f) = Ker A(f) @ Ker B(f). |

IEZ, a) Montons par récurrence que Vk € [2,7], Ker(Pi Py -+ Pi)(f) = Ker PL(f) @ Ker Po(f) @ - - - @ Ker P (f).
La propriété est vraie pour k = 2 d’apres la question précédente car P; et P, sont étrangers. |
Supposons la propriété vraie pour un élément k de [1,7 — 1] et montrons la pour k + 1.

Par hypothese Ker(Py Py -« - Pp)(f) = Ker P (f) ® Ker Po(f) @ - - - @ Ker Pr(f).

Fosong P = PPy - - - P, et montrons que P et Pj.q sont étrangers.

Supposons que @ est un diviseur commun de P et Pj;. Montrons que ¢ est constant non nul.
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Q) n’est pas nul car @) divise Pgy; et Pry1 n’est pas nul. Supposons que @ est de degré supérieur ou égal & 1.
Premier cas : K = C.

) admat au moins un zéros o dans C car @ est de degré supérieur ou égale & un.

o est un zéro de P et Pyyq car @ divise P et Pyyg.

Comiie P = PPy -+ Py et Pyyq, il existe un élément £ de [1, k] tel que Pp(a) = 0.

Dont Py(a) = 0 et Pyy1(a) = 0. Alors X — a est un élément de C[X] de degré 1 qui divise Py et Py4i1. Ceci contredit
le fait que Py et P41 sont étrangers.

Deugiéme cas K = R.
@ admet au moins un zéros o dans C car @ est de degré supérieur ou égale a un.
« est un zéro de P et Py car () divise P et Pyy;.
Comme P = PPy --- Py et Py, ici encore il existe un élément £ de [1, k] tel que Py(a) = Pyt1(a) = 0.
Envisageons encore deux cas.
Premier cas:a € R.
Alors X — o est un élément de R[X] qui divise P; et Pyt+1. Ceci contredit le fait que F; et Ppy1 sont étrangers.
Deuziéme cas: a0 € C—R. |
Comtne Fy €t Pry1 sont dans R[X], on a encore Py(a) = Pyy1(@) = 0.

Ainsi « et @ sont deux zéros distincts de Py et Pyi1. Alors (X — a)(X —@) = X? — 2 Re(a) X + |a/? est un élément
de R[X] de degré 2 qui divise P; et Pyy1. Ceci contredit encore le fait que P, et Py sont étrangers.

Finalement si ¢} divise P et Ppy1, ) est constant et non nul.

Ceci achéve de prouver que P = Py Py --- Py, et Pp1 sont étrangers.

La question 2 permet alors de dire que : Ker(PPyy1)(f) = Ker P(f) @ Ker Pr1(f).

L’hypothése de récurrence donne alors : Ker(Py P, - - - Pk+1)(f) = (Ker Pi(f) @ Ker Py(f)o - -®Ker Pk(f)) ® Prr1(f).

Ainsi Ker(Pi Py - Pry1)(f) = Ker P (f) @ Ker P (f) & - - - @ Ker Pyy1(f) et la récurrence s’achéve.

| Ker(PLP, - P,)(f) = Ker Pi(f) & Ker Py(f) ®--- & Ker P(f). |

b) Soit i et § deux éléments distincts de [1,7]. Montrons que X — A; et X — A; sont étrangers.
Supposons que @ soit un élément de K[X] qui divise X — A; et X — A;. Montrons que @ est constant et non nul.
Comme X — A; et X — A; sont non nuls et de degré 1, ) n’est pas nul et de degré au plus un.

Supposons que @ est de degré un. Alors () admet une racine . Comme @ divise X — A; et X — A;, o est une racine
de X — A et X — ;. Alors Ay = a = A ce qui contredit le fait que A; et A; sont distincts.

Alors @Q est un polynéme constant non nul. Ce qui achéve de montrer que X — A; et X — A; sont étrangers'.

Ainsi X — A, X — Xg, ..., X — ), sont r éléments non nuls de K[X] deux & deux étrangers. a) montre alors que:

Ker (X = A)(X = X2) -+ (X = A))(f) = Ker(f — M Idg) @ Ker(f — do Idp) ® -+ - @ Ker(f — A, Idg).

|_Q3 e Supposons que P soit un polynéme annulateur de f scindé & racines simples.

3
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T
1l existe un élément ¢ de K* et r éléments distincts de K, Ay, Az, ..., A, tels que P =¢ H (X = Xg).
k=1

Posons P = H(X = M) P(f) =0rp) et ¢ # 0 donc ﬁ(f) = 0g(p). Alors Kerﬁ(f) =E.
k=1

Sir=1,Ker(fi — A Idg) = E donc f = A1 Idg et f est diagonalisable. Supposons maintenant r > 2
Ker ((X - M)XK = X)) (X = A))(f) =Ker(f — \ Idg) @ Ker(f — A2 Idg) & - @ Ker(f — A\, Idg) d’aprés Q2 b).
Alors E = Ker P(f) = Ker(f — A Idg) @ Ker(f — Ao Idp) & --- @ Ker(f — N\ Idp).

T

Spf C{A1,A2,...,Ar} car H(X — Ar) est un polynéme annulateur de f dont les zzZros sont Ay, Ag, ..., A
k=1

Posons I = {i € [1,7] | Ker(f — A; Idg) # {0g}}.
Soit ¢ un élément de [1,r]. Si < est un élément de I, A; est valeur propre de f car (f — A\; Idg) # {Og} ; dans le cas
contraire A\; n’est pas valeur propre de f car (f — A; Idg) = {Og} !
On peut alors dire que Spf = {A;i € I'}. De plus E = @ Ker(f — A\ Idg) = @Ker(f - X\ Idg).
i€[1,7] i€l
E est donc somme directe des sous-espace propres de f donc f est diagonalisable.

e Réciproquement supposons que f est diagonalisable. Soient 1, ¥, ..., s les valeurs propres distinctes de f.

Posons U = (X = )(X =) - (X — ). U est un polyndme scindé & racines simples. Montrons que c’est un
polynéme annulateur de f.

f est diagonalisable donc il existe une base B = (ey, €3, ..., e,) de E constituée de vecteurs propres de f respectivement
associés aux valeurs propres ag, @2, ..., Oy
{a,aa,...;0n} = Spf = {v1,72,-..,7s} donc U(ey) = U(eg) = -+ = Ulan) = 0 car Ulm) = Uly) = -+ =
U(vs) = 0.
(e4] 0 s 0 U(Oél) 0 T 0
_ , 0 ay o & 0  Ula) - E
Soit A la matrice f dans B. A= | | . Donc U(A) = =0pm, (-
. T . 0 : .. . 0 Mﬂ( )
0 Oln 0 U(O{n)

Or U(A) est la matrice de U(f) dans la base B donc U(f) = 0z(g).

U est alors un polynéme annulateur scindé & racines simples de f. Finalement :

‘ f est diagonalisable si et seulement si f posséde un polyndéme annulateur scindé & racines simples.




