
































Exercice 20 N1+ Disques de Gerschgorin.

À savoir faire par cœur.

n ∈ [[2,+∞[[. A = (aij) est un élément de Mn(C).

Pour tout i élément de [[1, n]], on pose : ri =
n
∑

j=1
j 6=i

|aij | et Di = {z ∈ C | |z − aii| 6 ri}.

Montrer que SpA ⊂
n
⋃

i=1

Di (partir de AX = λX avec X =









x1

x2
...

xn









non nul et considérer |xℓ| = Max
16k6n

|xk|).

Thème abordé dans oral ESCP 1999 2-7, ESSEC 2009

Soit λ une valeur propre de A et X =









x1

x2
...

xn









un vecteur propre associé.

Soit ℓ un éléments de [[1, n]] tel que |xℓ| = Max
16k6n

|xk|.

La ℓème ligne de l’égalité AX = λ X donne
n
∑

k=1

aℓ,k xk = λ xℓ. Alors (λ− aℓ,ℓ) xℓ =
n
∑

k=1
k 6=ℓ

aℓ,k xk. Ainsi :

|λ− aℓ,ℓ| |xℓ| = |(λ− aℓ,ℓ) xℓ| =
∣

∣

∣

n
∑

k=1
k 6=ℓ

aℓ,k xk

∣

∣

∣ 6

n
∑

k=1
k 6=ℓ

|aℓ,k xk| =

n
∑

k=1
k 6=ℓ

|aℓ,k| |xk|.

Or ∀k ∈ [[1, n]], |xk| 6 |xℓ| et |aℓ,k| > 0. Donc ∀k ∈ [[1, n]], |aℓ,k| |xk| 6 |aℓ,k| |xℓ|. Alors :

|λ− aℓ,ℓ| |xℓ| 6

n
∑

k=1
k 6=ℓ

|aℓ,k| |xk| 6

n
∑

k=1
k 6=ℓ

|aℓ,k| |xℓ| = |xℓ|

n
∑

k=1
k 6=ℓ

|aℓ,k| = |xℓ| rℓ. Donc |λ− aℓ,ℓ| |xℓ| 6 |xℓ| rℓ.

Supposons que |xℓ| = 0. Alors Max
16k6n

|xk| = 0. Donc ∀k ∈ [[1, n]], |xk| = 0 ou ∀k ∈ [[1, n]], xk = 0.

Ainsi X = 0Mn,1(C), ce qui contredit le fait que X est un vecteur propre de A. Donc |xℓ| 6= 0

Alors |xℓ| > 0 et |λ− aℓ,ℓ| |xℓ| 6 |xℓ| rℓ. En divisant par |xℓ| il vient donc |λ− aℓ,ℓ| 6 rℓ.

Par conséquent λ appartient à Dℓ donc à
n
⋃

i=1

Di.

Ceci étant vrai pour toute valeur propre λ de A, on peut affirmer que :

SpA ⊂
n
⋃

i=1

Di.



Exercice 21 N2 Ovales de Cassini.

n ∈ [[2,+∞[[. A = (aij) est un élément de Mn(C).

Pour tout i élément de [[1, n]], on pose : ri =
n
∑

j=1
j 6=i

|aij |.

Pour tout (i, j) élément de [[1, n]]
2

on pose : Cij = {z ∈ C | |z − aii| |z − ajj | 6 ri rj}.

Montrer que SpA ⊂
⋃

(i,j)∈[[1,n]]2

i6=j

Cij .

Soit λ une valeur propre de A et X =









x1

x2
...

xn









un vecteur propre associé.

Soit ℓ un éléments de [[1, n]] tel que |xℓ| = Max
16k6n

|xk|.

Soit ℓ′ un éléments de [[1, n]] tel que |xℓ′ | = Max
16k6n

k 6=ℓ

|xk|.

La ℓème ligne de l’égalité AX = λ X donne

n
∑

k=1

aℓ,k xk = λ xℓ. Alors (λ− aℓ,ℓ) xℓ =

n
∑

k=1
k 6=ℓ

aℓ,k xk. Ainsi :

|λ− aℓ,ℓ| |xℓ| = |(λ− aℓ,ℓ) xℓ| =
∣

∣

∣

n
∑

k=1
k 6=ℓ

aℓ,k xk

∣

∣

∣
6

n
∑

k=1
k 6=ℓ

|aℓ,k xk| =
n
∑

k=1
k 6=ℓ

|aℓ,k| |xk|.

Or ∀k ∈ [[1, n]]− {ℓ}, |xk| 6 |xℓ′ | et |aℓ,k| > 0. Donc ∀k ∈ [[1, n]]− {ℓ}, |aℓ,k| |xk| 6 |aℓ,k| |xℓ′ |. Alors :

|λ− aℓ,ℓ| |xℓ| 6
n
∑

k=1
k 6=ℓ

|aℓ,k| |xk| 6
n
∑

k=1
k 6=ℓ

|aℓ,k| |xℓ′ | = |xℓ′ |
n
∑

k=1
k 6=ℓ

|aℓ,k| = |xℓ′ | rℓ. Donc |λ− aℓ,ℓ| |xℓ| 6 |xℓ′ | rℓ.

La ℓ′
ème

ligne de l’égalité AX = λ X donne
n
∑

k=1

aℓ′,k xk = λ xℓ′ . Alors (λ− aℓ′,ℓ′) xℓ′ =
n
∑

k=1
k 6=ℓ′

aℓ′,k xk. Ainsi :

|λ− aℓ′,ℓ′ | |xℓ′ | = |(λ− aℓ′,ℓ′) xℓ′ | =
∣

∣

∣

n
∑

k=1
k 6=ℓ′

aℓ′,k xk

∣

∣

∣ 6

n
∑

k=1
k 6=ℓ′

|aℓ′,k xk| =
n
∑

k=1
k 6=ℓ′

|aℓ′,k| |xk|.

Or ∀k ∈ [[1, n]], |xk| 6 |xℓ| et |aℓ′,k| > 0. Donc ∀k ∈ [[1, n]], |aℓ′,k| |xk| 6 |aℓ′,k| |xℓ|. Alors :

|λ− aℓ′,ℓ′ | |xℓ′ | 6

n
∑

k=1
k 6=ℓ′

|aℓ′,k| |xk| 6

n
∑

k=1
k 6=ℓ′

|aℓ′,k| |xℓ| = |xℓ|

n
∑

k=1
k 6=ℓ′

|aℓ′,k| = |xℓ| rℓ′ . Donc |λ− aℓ′,ℓ′ | |xℓ′ | 6 |xℓ| rℓ′ .

Alors 0 6 |λ− aℓ,ℓ| |xℓ| 6 |xℓ′ | rℓ et 0 6 |λ− aℓ′,ℓ′ | |xℓ′ | 6 |xℓ| rℓ′ .

Par produit |λ− aℓ,ℓ| |λ− aℓ′,ℓ′ | |xℓ| |xℓ′ | 6 |xℓ| |xℓ′ | rℓ rℓ′ .

Supposons que |xℓ| = 0. Alors Max
16k6n

|xk| = 0. Donc ∀k ∈ [[1, n]], |xk| = 0 ou ∀k ∈ [[1, n]], xk = 0.

Ainsi X = 0Mn,1(C), ce qui contredit le fait que X est un vecteur propre de A. Donc |xℓ| 6= 0

Alors |xℓ| > 0 et |λ− aℓ,ℓ| |λ− aℓ′,ℓ′ | |xℓ| |xℓ′ | 6 |xℓ| |xℓ′ | rℓ rℓ′ .

En divisant par |xℓ| il vient |λ− aℓ,ℓ| |λ− aℓ′,ℓ′ | |xℓ′ | 6 |xℓ′ | rℓ rℓ′ .

Premier cas : xℓ′ 6= 0.



Alors |xℓ′ | > 0 et |λ− aℓ,ℓ| |λ− aℓ′,ℓ′ | |xℓ′ | 6 |xℓ′ | rℓ rℓ′ .

En divisant par |xℓ′ | il vient |λ− aℓ,ℓ| |λ− aℓ′,ℓ′ | 6 rℓ rℓ′ . Donc λ ∈ Cℓ,ℓ′ .

Deuxième cas : xℓ′ = 0.

Alors 0 6 |λ− aℓ,ℓ| |xℓ| 6 |xℓ′ | rℓ = 0. Ainsi |λ− aℓ,ℓ| |xℓ| = 0. Mais |xℓ| n’est pas nul donc |λ− aℓ,ℓ| est nul.

Alors |λ− aℓ,ℓ| |λ− aℓ′,ℓ′ | = 0 6 rℓ rℓ′ . On a encore : λ ∈ Cℓ,ℓ′ .

Dans les deux cas λ ∈ Cℓ,ℓ′ donc λ ∈
⋃

(i,j)∈[[1,n]]2

i6=j

Cij .

Ceci étant vrai pour toute valeur propre λ de A, on peut affirmer que :

SpA ⊂
⋃

(i,j)∈[[1,n]]2

i6=j

Cij .



Exercice 22 N1 Sur les valeurs propres d’une matrice stochastique niveau 1.

À savoir faire par cœur.

Soit A = (ak,ℓ) une matrice de Mn(R) telle que : ∀(k, ℓ) ∈ [[1, n]]
2
, ak,ℓ > 0 et ∀k ∈ [[1, n]],

n
∑

ℓ=1

ak,ℓ = 1.

A est une matrice stochastique.

Q1. Montrer que 1 est valeur propre de A.

Q2. Soit λ un élément de C valeur propre de A. Soit X =









x1

x2
...

xn









un vecteur propre de A associé à la valeur propre λ

et soit k est un élément de [[1, n]] tel que |xk| = Max(|x1|, |x2|, . . . , |xn|). Notons que X est un éléments de Mn,1(C).

En considérant la kème ligne de l’égalité AX = λ X montrer que |λ| 6 1.

Thème abordé dans oral ESCP 2002 2.1 et 2.16, 2010 2.6, 2011 2.18, LYON 2010 Pb1, HEC 1993 (qui traite de la

limite de la suite des puissances d’une matrice stochastique ; on retrouve la seconde partie de ce problème dans oral

ESCP 2010 2.9). On parle encore de matrice stochastique dans oral ESCP 2004 2.20, 2007 2.5, 2011 2.8 dans ESCP

MI 1996 et elles sont très présentes dans les problèmes de probabilité.

Q1 Considérons l’élément X0 =









1
1
...
1









de Mn,1(R) et posons Y0 =









y1

y2
...

yn









= AX0.

∀k ∈ [[1, n]], yk =
n
∑

ℓ=1

(ak,ℓ × 1) =
n
∑

ℓ=1

ak,ℓ = 1. Y0 = X0.

Par conséquent X0 n’est pas nulle et AX0 = X0. Finalement :

1 est valeur propre de A .

Q2 Soit X =









x1

x2
...

xn









un vecteur propre de A associé à la valeur propre λ et k un élément de [[1, n]] tel que

|xk| = Max(|x1|, |x2|, . . . , |xn|). AX = λX. En particulier :
n
∑

ℓ=1

ak,ℓ xℓ = λ xk.

|λ| |xk| = |λ xk| =

∣

∣

∣

∣

∣

n
∑

ℓ=1

ak,ℓ xℓ

∣

∣

∣

∣

∣

6

n
∑

ℓ=1

|ak,ℓ xℓ| =
n
∑

ℓ=1

|ak,ℓ| |xℓ| =
n
∑

ℓ=1

ak,ℓ |xℓ|.

Or ∀ℓ ∈ [[1, n]], |xℓ| 6 |xk| et ak,ℓ > 0. Donc ∀ℓ ∈ [[1, n]], ak,ℓ |xℓ| 6 ak,ℓ |xk|. Alors

|λ| |xk| 6

n
∑

ℓ=1

ak,ℓ |xℓ| 6

n
∑

ℓ=1

ak,ℓ |xk| = |xk|

n
∑

ℓ=1

ak,ℓ = |xk| × 1 = |xk|. Ainsi |λ| |xk| 6 |xk|.

Supposons que |xk| = 0. Alors Max(|x1|, |x2|, . . . , |xn|) = 0. Donc ∀ℓ ∈ [[1, n]], |xℓ| = 0 ou ∀ℓ ∈ [[1, n]], xℓ = 0.

Par conséquent X = 0Mn,1(C) ce qui contredit le fait que X est un vecteur propre de A.



Finalement |xk| 6= 0. Alors |λ| |xk| 6 |xk| et |xk| > 0. En divisant par |xk| il vient : |λ| 6 1.

Si λ est une valeur propre de A dans C, |λ| 6 1 .



Exercice 23 N2 Sur les valeurs propres d’une matrice stochastique niveau 2.

On considère l’ensemble S des éléments A = (ak,ℓ) de Mn(R) tels que :

∀(k, ℓ) ∈ [[1, n]]
2
, ak,ℓ > 0 et ∀k ∈ [[1, n]],

n
∑

ℓ=1

ak,ℓ = 1.

Les éléments de S sont des matrices stochastiques.

Q1. Montrer que S est stable pour le produit matriciel.

Q2. a) Montrer que 1 est valeur propre de A.

b) Soit λ un élément de C valeur propre de A. Soit X =









x1

x2
...

xn









un vecteur propre de A associé à la valeur propre λ

et soit k est un élément de [[1, n]] tel que |xk| = Max(|x1|, |x2|, . . . , |xn|). Notons que X est un éléments de Mn,1(C).

En considérant la kème ligne de l’égalité AX = λ X montrer que |λ| 6 1.

⋆ Dans Q3 et Q4 A un élément de S tel que : ∀(k, ℓ) ∈ [[1, n]]
2
, ak,ℓ > 0.

Soit λ une valeur propre de A de module 1. On se propose de montrer que λ = 1 et que dim SEP (A, λ) = 1.

Q3 et Q4 donnent deux preuves de ce résultat.

Soit X =









x1

x2
...

xn









un vecteur propre de A associé à la valeur propre λ. k est un élément de [[1, n]] tel que |xk| = Max
16ℓ6n

|xℓ|.

Ici encore X ∈Mn,1(C).

Au choix Q3 ou Q4 .

Q3. a) Montrer que |xk| =

∣

∣

∣

∣

∣

n
∑

ℓ=1

ak,ℓ xℓ

∣

∣

∣

∣

∣

. en déduire qu’il existe un réel θ tel que :
n
∑

ℓ=1

ak,ℓ

(

xℓ

xk

e−iθ − 1

)

= 0.

b) Montrer que : ∀ℓ ∈ [[1, n]], xℓ = eiθ xk (prendre la partie réelle au niveau de l’égalité précédente et remarquer que
xℓ

xk
e−iθ a une partie réelle inférieure ou égale à 1).

c) Conclure.

Q4. a) Soient r un éléments de [[2,+∞[[ et z1, z2, ..., zr r complexes.

Montrer que |z1 + z2 + · · ·+ zr| = |z1|+ |z2|+ · · ·+ |zr| si et seulement si il existe un réel θ et des réels positifs ou nuls

ρ1, ρ2, ..., ρr tels que ∀k ∈ [[1, r]], zk = ρk eiθ.

b) Montrer que |xk| =

∣

∣

∣

∣

∣

n
∑

ℓ=1

ak,ℓ xℓ

∣

∣

∣

∣

∣

6

n
∑

ℓ=1

|ak,ℓ xℓ| =
n
∑

ℓ=1

ak,ℓ |xℓ| 6 |xk|. Conséquence ?

c) Montrer que |x1| = |x2| = · · · = |xn|, puis que x1 = x2 = · · · = xn.

d) Conclure.

Remarque Si A est stochastique (et donc si on ne suppose plus que les coefficients de A sont strictement positifs),

toute valeur propre de A de module 1 distincte de 1 est une racine qème de l’unité avec 1 6 q 6 n. Voir l’exercice

suivant.



Q5. On suppose ici que A appartient à S est que l’une des puissances de A à des coefficients strictement positifs.

Montrer que le résultat précédent vaut encore.

Thème abordé dans oral ESCP 2002 2.1. et 2.16, 2011 2.18.

Q1 Soient A = (ak,ℓ) et B = (bk,ℓ) deux éléments de S. Posons C = AB = (ck,ℓ).

∀(k, ℓ, r) ∈ [[1, n]]
3
, ak,r > 0 et br,ℓ > 0 donc ∀(k, ℓ) ∈ [[1, n]]

2
, ck,ℓ =

n
∑

r=1

ak,r br,ℓ > 0.

De plus ∀k ∈ [[1, n]],

n
∑

ℓ=1

ck,ℓ =

n
∑

ℓ=1

n
∑

r=1

ak,r br,ℓ =

n
∑

r=1

(

ak,r

n
∑

ℓ=1

br,ℓ

)

=

n
∑

r=1

(ak,r × 1) =

n
∑

r=1

ak,r = 1.

Ceci achève de montrer que C appartient à S. AB ∈ S

Le produit de deux éléments de S est un élément de S.

Q2 a) Considérons l’élément X0 =









1
1
...
1









de Mn,1(R) et posons Y0 =









y1

y2
...

yn









= AX0.

∀k ∈ [[1, n]], yk =
n
∑

ℓ=1

(ak,ℓ × 1) =
n
∑

ℓ=1

ak,ℓ = 1. Y0 = X0.

Par conséquent X0 n’est pas nulle et AX0 = X0. Finalement :

1 est valeur propre de A.

b) Soit X =









x1

x2
...

xn









un vecteur propre de A associé à la valeur propre λ et k un élément de [[1, n]] tel que

|xk| = Max(|x1|, |x2|, . . . , |xn|). AX = λX. La ”kème ligne de cette égalité” donne :
n
∑

ℓ=1

ak,ℓ xℓ = λ xk.

|λ| |xk| = |λ xk| =

∣

∣

∣

∣

∣

n
∑

ℓ=1

ak,ℓ xℓ

∣

∣

∣

∣

∣

6

n
∑

ℓ=1

|ak,ℓ xℓ| =
n
∑

ℓ=1

|ak,ℓ| |xℓ| =
n
∑

ℓ=1

ak,ℓ |xℓ|.

Or ∀ℓ ∈ [[1, n]], |xℓ| 6 |xk| et ak,ℓ > 0. Donc ∀ℓ ∈ [[1, n]], ak,ℓ |xℓ| 6 ak,ℓ |xk|. Alors

|λ| |xk| 6
n
∑

ℓ=1

ak,ℓ |xℓ| 6
n
∑

ℓ=1

ak,ℓ |xk| = |xk|
n
∑

ℓ=1

ak,ℓ = |xk| × 1 = |xk|. Ainsi |λ| |xk| 6 |xk|.

Supposons que |xk| = 0. Alors Max(|x1|, |x2|, . . . , |xn|) = 0. Donc ∀ℓ ∈ [[1, n]], |xℓ| = 0 ou ∀ℓ ∈ [[1, n]], xℓ = 0.

Par conséquent X = 0Mn,1(C) ce qui contredit le fait que X est un vecteur propre de A.

Finalement |xk| 6= 0. Alors |λ| |xk| 6 |xk| et |xk| > 0. En divisant par |xk| il vient : |λ| 6 1.

Si λ est une valeur propre de A dans C, |λ| 6 1.

Q3 AX = λ X donne en particulier λ xk =
n
∑

ℓ=1

ak,ℓ xℓ. Rappelons que ∀ℓ ∈ [[1, n]], |xℓ| 6 |xk| et ak,ℓ > 0.



Comme |λ| = 1, |xk| = |λ| |xk| = |λ xk| =

∣

∣

∣

∣

∣

n
∑

ℓ=1

ak,ℓ xℓ

∣

∣

∣

∣

∣

6

n
∑

ℓ=1

|ak,ℓ xℓ| =

n
∑

ℓ=1

ak,ℓ |xℓ| 6 |xk|

n
∑

ℓ=1

ak,ℓ = |xk|.

Ce qui donne : |xk| =

∣

∣

∣

∣

∣

n
∑

ℓ=1

ak,ℓ xℓ

∣

∣

∣

∣

∣

. Alors

∣

∣

∣

∣

∣

n
∑

ℓ=1

ak,ℓ

xℓ

xk

∣

∣

∣

∣

∣

= 1 car xk n’est pas nul (xk=0 donne X = 0Mn,1(C) car

|xk| = Max
16ℓ6n

|xℓ|).

Le complexe

n
∑

ℓ=1

ak,ℓ

xℓ

xk

a donc pour module 1. ∃θ ∈ R,

n
∑

ℓ=1

ak,ℓ

xℓ

xk

= eiθ.

n
∑

ℓ=1

ak,ℓ

xℓ

xk

e−iθ = 1 =
n
∑

ℓ=1

ak,ℓ. Par conséquent :
n
∑

ℓ=1

ak,ℓ

(

xℓ

xk

e−iθ − 1

)

= 0.

En prenant la partie réelle on obtient :
n
∑

ℓ=1

ak,ℓ

(

ℜe
( xℓ

xk

e−iθ
)

− 1

)

= 0 (les coefficients de A sont réels).

Pour tout ℓ dans [[1, n]], notons tℓ la partie réelle de
xℓ

xk

e−iθ. Alors
n
∑

ℓ=1

ak,ℓ (tℓ − 1) = 0.

Rappelons que la partie réelle d’un complexe est inférieure ou égale à son module (x 6 |x| 6
√

x2 + y2...).

∀ℓ ∈ [[1, n]],

∣

∣

∣

∣

xℓ

xk

e−iθ

∣

∣

∣

∣

=
|xℓ|

|xk|
6 1. Par conséquent ∀ℓ ∈ [[1, n]], tℓ 6 1 et ak,ℓ > 0. Donc ∀ℓ ∈ [[1, n]], ak,ℓ (tℓ − 1) 6 0.

Comme
n
∑

ℓ=1

ak,ℓ (tk − 1) = 0 : ∀ℓ ∈ [[1, n]], ak,ℓ (tℓ − 1) = 0. Ainsi ∀ℓ ∈ [[1, n]], tℓ − 1 = 0 car les coefficients de A sont

strictement positifs. Par conséquent ∀ℓ ∈ [[1, n]], tℓ = 1.

Fixons ℓ dans [[1, n]].
xℓ

xk

e−iθ est un nombre complexe de module au plus 1 dont la partie réelle tℓ vaut 1. Nécessairement

ce complexe vaut 1.

∀ℓ ∈ [[1, n]],
xℓ

xk

e−iθ = 1. Alors ∀ℓ ∈ [[1, n]], xℓ = eiθ xk (en faisant k = 1 on obtient eiθ = 1...).

Donc x1 = x2 = · · · = xn. Alors X appartient à SEP (A, 1) et donc λ = 1. Mieux nous avons montré que tout vecteur

propre associé à la valeur propre λ donc à la valeur propre 1 est colinéaire à









1
1
...
1









. Ainsi SEP (A, 1) = Vect
(









1
1
...
1









)

.

Si λ est une valeur propre de A de module 1 : λ = 1, dim SEP (A, λ) = 1 et SEP (A, λ) = Vect
(









1
1
...
1









)

.

Q4 a) • Montrons d’abord que la condition est suffisante.

Soient r un éléments de [[2,+∞[[ et z1, z2, ..., zr r complexes.

Supposons qu’il existe un réel θ et des réels positifs ou nuls ρ1, ρ2, ..., ρr tels que ∀k ∈ [[1, r]], zk = ρk eiθ et montrons

que |z1 + z2 + · · ·+ zr| = |z1|+ |z2|+ · · ·+ |zr|.

|z1 + z2 + · · ·+ zr| =

∣

∣

∣

∣

∣

r
∑

k=1

ρk eiθ

∣

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

∣

(

r
∑

k=1

ρk

)

eiθ

∣

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

∣

r
∑

k=1

ρk

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣eiθ
∣

∣ =

∣

∣

∣

∣

∣

r
∑

k=1

ρk

∣

∣

∣

∣

∣

× 1 =

∣

∣

∣

∣

∣

r
∑

k=1

ρk

∣

∣

∣

∣

∣

=
r
∑

k=1

ρk.

r
∑

k=1

|zk| =

r
∑

k=1

∣

∣ρk eiθ
∣

∣ =

r
∑

k=1

|ρk|
∣

∣eiθ
∣

∣ =

r
∑

k=1

|ρk| × 1 =

r
∑

k=1

|ρk| =

r
∑

k=1

ρk.



Ainsi |z1 + z2 + · · ·+ zr| = |z1|+ |z2|+ · · ·+ |zr|.

• Montrons par récurrence sur r que la condition est nécessaire.

⋆ Montrons que la propriété est vraie pour r = 2.

Soient z1 et z2 deux nombres complexes tels que |z1 + z2| = |z1|+ |z2|.

On peut trouver deux réels θ1 et θ2, et deux réels positifs ou nuls ρ1 et ρ2 tels que z1 = ρ1 eiθ1 et z2 = ρ2 eiθ2 non ? ?

Alors
∣

∣ρ1 eiθ1 + ρ2 eiθ2
∣

∣ = |z1 + z2| = |z1|+ |z2| = ρ1 + ρ2.

∣

∣ρ1 eiθ1 + ρ2 eiθ2
∣

∣

2
=
(

ρ1 eiθ1 + ρ2 eiθ2
)

(

ρ1 eiθ1 + ρ2 eiθ2

)

=
(

ρ1 eiθ1 + ρ2 eiθ2
) (

ρ1 e−iθ1 + ρ2 e−iθ2
)

.

∣

∣ρ1 eiθ1 + ρ2 eiθ2
∣

∣

2
= ρ2

1 + ρ1 ρ2 ei(θ1−θ2) + ρ2 ρ1 ei(θ2−θ1) + ρ2
2 = ρ2

1 +
(

ei(θ1−θ2) + e−i(θ1−θ2)
)

ρ1 ρ2 + ρ2
2.

∣

∣ρ1 eiθ1 + ρ2 eiθ2
∣

∣

2
= ρ2

1 + 2 ρ1 ρ2 cos(θ1 − θ2) + ρ2
2.

De plus (ρ1 + ρ2)
2 = ρ2

1 + 2 ρ1 ρ2 + ρ2
2.

Alors ρ2
1 + 2 ρ1 ρ2 cos(θ1 − θ2) + ρ2

2 =
∣

∣ρ1 eiθ1 + ρ2 eiθ2
∣

∣

2
= (ρ1 + ρ2)

2 = ρ2
1 + 2 ρ1 ρ2 + ρ2

2.

Donc 2 ρ1 ρ2 cos(θ1 − θ2) = 2 ρ1 ρ2. Ou ρ1 ρ2 cos(θ1 − θ2) = ρ1 ρ2.

Premier cas ρ1 = 0.

Alors z1 = 0 = 0× eiθ2 = ρ1 eiθ2 et z2 = ρ2 eiθ2 . Le résultats est montré car θ2 ∈ R, ρ1 ∈ R
+ et ρ2 ∈ R

+.

Deuxième cas ρ2 = 0.

Alors z2 = 0 = 0× eiθ1 = ρ2 eiθ1 et z1 = ρ1 eiθ1 . Le résultats est montré car θ1 ∈ R, ρ1 ∈ R
+ et ρ2 ∈ R

+.

Troisième cas ρ1 6= 0 et ρ2 6= 0.

Alors ρ1 ρ2 6= 0. Comme ρ1 ρ2 cos(θ1 − θ2) = ρ1 ρ2 on obtient en divisant par ρ1 ρ2 : cos(θ1 − θ2) = 1.

Donc il existe k dans Z tel que θ1 − θ2 = k 2π. Alors θ1 = θ2 + k 2π donc eiθ1 = eiθ2 .

Ainsi z1 = ρ1 eiθ1 et z2 = ρ2 eiθ1 . Le résultats est montré car θ1 ∈ R, ρ1 ∈ R
+ et ρ2 ∈ R

+.

Ceci achève de montrer la propriété pour r = 2.

⋆ Supposons que la propriété est vraie pour un élément r de [[2,+∞[[ et montrons la pour r + 1.

Soient z1, z2, ..., zr+1 r+1 complexes tels que |z1+z2+· · ·+zr+1| = |z1|+z2|+· · ·+|zr+1|. Posons s = z1+z2+· · ·+zr.

Alors |z1 + z2 + · · ·+ zr + zr+1| = |s+ zr+1| 6 |s|+ |zr+1| = |z1 + z2 + · · ·+ zr|+ |zr+1| 6 |z1|+ |z2|+ · · ·+ |zr|+ |zr+1|.

Or |z1 + z2 + · · ·+ zr+1| = |z1 + z2 + · · ·+ zr + zr+1|. Alors toutes les inégalités précédentes sont des égalités.

Ce qui permet d’écrire que |s + zr+1| = |s|+ |zr+1| et |s|+ |zr+1| = |z1|+ |z2|+ · · ·+ |zr|+ |zr+1|.

Donc |s + zr+1| = |s|+ |zr+1| et |z1 + z2 + · · ·+ zn| = |s| = |z1|+ |z2|+ · · ·+ |zr|.

La première égalité donne l’existence d’un réel θ′ et de deux réels positifs ou nuls ρ et ρ′ tels que s = ρ eiθ′

et

zn+1 = ρ′ eiθ′

car la propriété est vraie pour 2.

L’hypothèse de récurrence et la seconde égalité montrent qu’il existe un réel θ et des réels positifs ou nuls

ρ1, ρ2, ..., ρr tels que ∀k ∈ [[1, r]], zk = ρk eiθ.

ρ eiθ′

= s = z1 + z2 + · · ·+ zr = (ρ1 + ρ2 + · · ·+ ρr) eiθ.

Alors ρ = |ρ| = |ρ| |eiθ| = |ρ eiθ| = |(ρ1 + ρ2 + · · ·+ ρr) eiθ| = |ρ1 + ρ2 + · · ·+ ρr| | e
iθ| = |ρ1 + ρ2 + · · ·+ ρr|.

Finalement ρ = ρ1 + ρ2 + · · ·+ ρr car ρ1 + ρ2 + · · ·+ ρr > 0



Alors ρ eiθ′

= s = z1 + z2 + · · ·+ zr = (ρ1 + ρ2 + · · ·+ ρr) eiθ = ρ eiθ. Donc ρ eiθ′

= ρ eiθ.

Premier cas ρ 6= 0.

Alors eiθ′

= eiθ. Donc zr+1 = ρ′ eiθ′

= ρ′ eiθ. Posons ρr+1 = ρ′.

Alors θ ∈ R, ∀k ∈ [[1, r + 1]], ρk ∈ R
+ et ∀k ∈ [[1, r + 1]], zk = ρk eiθ. La récurence s’achève !

Deuxième cas ρ = 0.

Alors ρ1 + ρ2 + · · · ρr = 0. Comme ρ1, ρ2, ..., ρr sont des réels positifs ou nuls : ρ1 = ρ2 = . . . = ρr = 0.

Donc ∀k ∈ [[1, r]], zk = ρk eiθ = 0 = 0× eiθ′

= ρk eiθ′

. Posons ρr+1 = ρ′. Alors zr+1 = ρ′ eiθ′

= ρr+1 eiθ′

.

Ainsi θ′ ∈ R, ∀k ∈ [[1, r + 1]], ρk ∈ R
+ et ∀k ∈ [[1, r + 1]], zk = ρk eiθ′

. La récurence s’achève non ?

b) AX = λ X donne en particulier λ xk =
n
∑

ℓ=1

ak,ℓ xℓ. Rappelons que ∀ℓ ∈ [[1, n]], |xℓ| 6 |xk| et ak,ℓ > 0.

Comme |λ| = 1, |xk| = |λ| |xk| = |λ xk| =

∣

∣

∣

∣

∣

n
∑

ℓ=1

ak,ℓ xℓ

∣

∣

∣

∣

∣

6

n
∑

ℓ=1

|ak,ℓ xℓ| =
n
∑

ℓ=1

ak,ℓ |xℓ| 6 |xk|
n
∑

ℓ=1

ak,ℓ = |xk|.

Ce qui précède donne alors : |xk| =

∣

∣

∣

∣

∣

n
∑

ℓ=1

ak,ℓ xℓ

∣

∣

∣

∣

∣

=
n
∑

ℓ=1

|ak,ℓ xℓ| =
n
∑

ℓ=1

ak,ℓ |xℓ|.

c) Supposons qu’il existe un élément ℓ0 tel que |xℓ0 | < |xk|. Alors akℓ0 |xℓ| < akℓ0 |xk| car akℓ0 > 0.

Ainsi
n
∑

ℓ=1

ak,ℓ |xℓ| <
n
∑

ℓ=1

ak,ℓ |xk| = |xk| ce qui n’est pas. Par conséquent |x1| = |x2| = · · · = |xn|.

Dans la suite nous poserons ρ = |x1| = |x2| = · · · = |xn|.

Rappelons que

∣

∣

∣

∣

∣

n
∑

ℓ=1

ak,ℓ xℓ

∣

∣

∣

∣

∣

6

n
∑

ℓ=1

|ak,ℓ xℓ|. Alors a) permet alors de dire qu’il existe un réel θ et des réels positifs

ou nuls ρ1, ρ2, ..., ρn tels que ∀ℓ ∈ [[1, n]], ak,ℓ xℓ = ρℓ eiθ. Donc ∀ℓ ∈ [[1, n]], xℓ =
ρℓ

ak,ℓ

eiθ.

Comme ∀ℓ ∈ [[1, n]],
ρℓ

ak,ℓ

> 0, ∀ℓ ∈ [[1, n]], |xℓ| =
ρℓ

ak,ℓ

· Or ∀ℓ ∈ [[1, n]], |xℓ| = ρ. Donc ∀ℓ ∈ [[1, n]],
ρℓ

ak,ℓ

= ρ.

Par conséquent ∀ℓ ∈ [[1, n]], xℓ =
ρℓ

ak,ℓ

eiθ = ρ eiθ. Finalement x1 = x2 = · · · = xn.

d) Ce qui précède prouve alors que SEP (A, λ) ⊂ Vect
(









1
1
...
1









)

. Donc dim SEP (A, λ) 6 dim Vect
(









1
1
...
1









)

= 1.

SEP (A, λ) étant un sous espace vectoriel de dimension au moins 1 nécessairement dim SEP (A, λ) = 1.

Donc SEP (A, λ) ⊂ Vect
(









1
1
...
1









)

et dim SEP (A, λ) = dim Vect
(









1
1
...
1









)

. Alors SEP (A, λ) = Vect
(









1
1
...
1









)

.

Or A









1
1
...
1









=









1
1
...
1









. Par conséquent λ = 1.

Si λ est une valeur propre de A de module 1 : λ = 1, dim SEP (A, λ) = 1 et SEP (A, λ) = Vect
(









1
1
...
1









)

.



Q5 Ici A appartient à S et l’une des ses puissances à des coefficients strictement positifs.

Donc il existe s dans N tel que les coefficients de As soient strictement positifs.

Nécessairement s appartient N
∗ car A0 = In et les coefficients de In ne sont pas tous strictement positifs.

Montrons par récurrence que ∀k ∈ N
∗, Ak ∈ S.

C’est clair pour k = 1 car A est un élément de S.

Supposons que pour un k dans N
∗, Ak appartienne à S. Alors A et Ak sont deux éléments de S. Q1 permet d’affirmer

que leur produit appartient à S. Alors Ak+1 appartient à S. Ce qui achève la récurrence.

∀k ∈ N
∗, Ak ∈ S donc Ar est un éléments de S dont tous les coefficients sont strictement positifs. Nous pouvons donc

lui appliquer le résultats de Q3 (et Q4...).

Soit λ une valeur propre de A de module un. Il existe un éléments non nul X de Mn,1(C) tel que AX = λ X.

Alors X 6= 0Mn,1(C) et ArX = λr X. De plus |λr| = |λ|r = 1. λ est donc une valeur propre de λr de module 1.

Q3 donne alors λr = 1 et dim SEP (Ar, λr) = 1.

Mieux SEP (Ar, λr) = SEP (Ar, 1), est la droite vectorielle engendrée par l’élément X0 de Mn,1(R) dont tous les

coefficients sont égaux à 1.

Si X est dans SEP (A, λ), AX = λ X donc ArX = λr X = X et ainsi X appartient à SEP (Ar, 1).

Donc SEP (A, λ) ⊂ SEP (Ar, 1). Alors dimSEP (A, λ) 6 dim SEP (Ar, 1) = 1.

Mais dim SEP (A, λ) > 1 car SEP (A, λ) n’est pas réduit à {0Mn,1(C)}.

Alors dim SEP (A, λ) = 1 = dim SEP (Ar, 1) = 1. Comme SEP (A, λ) ⊂ SEP (Ar, 1) : SEP (A, λ) = SEP (Ar, 1).

Ainsi SEP (A, λ) est la droite vectorielle engendrée par X0. X0 est alors un vecteur propre de A associé à la valeur

propre λ. Mais comme A appartient à S c’est aussi un vecteur propre de A associé à la valeur propre 1.

Ainsi λ = 1 et dim SEP (A, 1) = 1.

Si λ est une valeur propre de A de module 1 : λ = 1, dim SEP (A, λ) = 1 et SEP (A, λ) = Vect
(









1
1
...
1









)

.



Exercice 24 N2+ Sur les valeurs propres d’une matrice stochastique niveau 2+. ESCP 2011 2.18.

Soit n un entier supérieur ou égal à 2. On considère le sous-ensemble S des matrices de Mn(R) formé des matrices A

vérifiant les deux propriétés suivantes :

i) si A = (ak,ℓ)16k,ℓ6n, alors ak,ℓ > 0, pour tout (k, ℓ) ∈ [[1, n]]
2
;

ii) si on note U =





1
...
1



 ∈Mn,1(R), alors AU = U . Formulation ESCP ! !

Les éléments de S sont des matrices stochastiques.

Q1. a) Montrer que le produit de deux élément de S appartient à S. Question ajoutée

b) S est-il un sous espace vectoriel de Mn(R) ?

Q2. Soit A = (ak,ℓ) un élément de S.

a) Montrer que 1 est valeur propre de A.

b) Soit λ une valeur propre (réelle ou complexe) de A. Soit X ∈Mn,1(C) un vecteur propre associé.

En considérant une coordonnée de module maximal de X, montrer que |λ| 6 1.

Q3. Soit z1, . . . , zp, p nombres complexes (p > 2) vérifiant :

∣

∣

∣

∣

∣

p
∑

k=1

zk

∣

∣

∣

∣

∣

=

p
∑

k=1

|zk|.

Montrer qu’il existe des réels positifs ou nuls ρ1, . . . , ρp et un réel θ, tels que pour tout k de [[1, p]], on a : zk = ρj eiθ.

Question légèrement modifiée pour obtenir un résultat plus standard.

Q4. Soit λ une valeur propre complexe de A telle que |λ| = 1. Soit X =





x1
...

xn



 un vecteur propre associé. On pose :

|xk| = Max
ℓ∈[[1,n]]

|xℓ|

a) Montrer qu’il existe r ∈ [[1, n]] tel que xr = λxk.

b) En déduire qu’il existe un entier naturel non nul q tel que λq = 1.

Remarque Soit A = (ak,ℓ) un élément de Mn(R). Posons U ′ =









u′1
u′2
...

u′n









= AU .

∀k ∈ [[1, n]], u′k =
n
∑

ℓ=1

ak,ℓ × 1 =
n
∑

ℓ=1

ak,ℓ. Ainsi :

AU = U ⇐⇒ ∀k ∈ [[1, n]],
n
∑

ℓ=1

ak,ℓ = 1.

Ce résultat est essentiel dans la suite.

Q1 a) Soient A = (ak,ℓ) et B = (bk,ℓ) deux éléments de S. Posons C = AB = (ck,ℓ).

∀(k, ℓ, r) ∈ [[1, n]]
3
, ak,r > 0 et br,ℓ > 0 donc ∀(k, ℓ) ∈ [[1, n]]

2
, ck,ℓ =

n
∑

r=1

ak,r br,ℓ > 0.

De plus CU = ABU = AU = U . Ceci achève de montrer que C appartient à S.



Le produit de deux éléments de S est un élément de S.

b) 0Mn(R) U = 0Mn,1(R) 6= U . Ainsi 0Mn(R) n’appartient pas à S. Alors :

S n’est pas un sous-espace vectoriel de Mn(R).

Q2 a) AU = U et U 6= 0Mn,1(C) donc :

1 est valeur propre de A et U est un vecteur propre associé.

b) Soit λ une valeur propre de A dans C, X =









x1

x2
...

xn









un vecteur propre de A associé à λ et k un élément de [[1, n]]

tel que |xk| = Max(|x1|, |x2|, . . . , |xn|). AX = λX. La ”kème ligne de cette égalité” donne :
n
∑

ℓ=1

ak,ℓ xℓ = λ xk.

|λ| |xk| = |λ xk| =

∣

∣

∣

∣

∣

n
∑

ℓ=1

ak,ℓ xℓ

∣

∣

∣

∣

∣

6

n
∑

ℓ=1

|ak,ℓ xℓ| =
n
∑

ℓ=1

|ak,ℓ| |xℓ| =
n
∑

ℓ=1

ak,ℓ |xℓ|.

Or ∀ℓ ∈ [[1, n]], |xℓ| 6 |xk| et ak,ℓ > 0. Donc ∀ℓ ∈ [[1, n]], ak,ℓ |xℓ| 6 ak,ℓ |xk|. Alors

|λ| |xk| 6
n
∑

ℓ=1

ak,ℓ |xℓ| 6
n
∑

ℓ=1

ak,ℓ |xk| = |xk|
n
∑

ℓ=1

ak,ℓ = |xk| × 1 = |xk|. Ainsi |λ| |xk| 6 |xk|.

Supposons que |xk| = 0. Alors Max(|x1|, |x2|, . . . , |xn|) = 0. Donc ∀ℓ ∈ [[1, n]], |xℓ| = 0 ou ∀ℓ ∈ [[1, n]], xℓ = 0.

Par conséquent X = 0Mn,1(C) ce qui contredit le fait que X est un vecteur propre de A.

Finalement |xk| 6= 0. Alors |λ| |xk| 6 |xk| et |xk| > 0. En divisant par |xk| il vient : |λ| 6 1.

Si λ est une valeur propre de A dans C, |λ| 6 1 .

Q3 • Montrons d’abord que la condition est suffisante.

Soient r un éléments de [[2,+∞[[ et z1, z2, ..., zr r complexes.

Supposons qu’il existe un réel θ et des réels positifs ou nuls ρ1, ρ2, ..., ρr tels que ∀k ∈ [[1, r]], zk = ρk eiθ et montrons

que |z1 + z2 + · · ·+ zr| = |z1|+ |z2|+ · · ·+ |zr|.

|z1 + z2 + · · ·+ zr| =

∣

∣

∣

∣

∣

r
∑

k=1

ρk eiθ

∣

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

∣

(

r
∑

k=1

ρk

)

eiθ

∣

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

∣

r
∑

k=1

ρk

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣eiθ
∣

∣ =

∣

∣

∣

∣

∣

r
∑

k=1

ρk

∣

∣

∣

∣

∣

× 1 =

∣

∣

∣

∣

∣

r
∑

k=1

ρk

∣

∣

∣

∣

∣

=
r
∑

k=1

ρk.

r
∑

k=1

|zk| =
r
∑

k=1

∣

∣ρk eiθ
∣

∣ =
r
∑

k=1

|ρk|
∣

∣eiθ
∣

∣ =
r
∑

k=1

|ρk| × 1 =
r
∑

k=1

|ρk| =
r
∑

k=1

ρk.

Ainsi |z1 + z2 + · · ·+ zr| = |z1|+ |z2|+ · · ·+ |zr|.

• Montrons par récurrence sur r que la condition est nécessaire.

⋆ Montrons que la propriété est vraie pour r = 2.

Soient z1 et z2 deux nombres complexes tels que |z1 + z2| = |z1|+ |z2|.

On peut trouver deux réels θ1 et θ2, et deux réels positifs ou nuls ρ1 et ρ2 tels que z1 = ρ1 eiθ1 et z2 = ρ2 eiθ2 non ? ?

Alors
∣

∣ρ1 eiθ1 + ρ2 eiθ2
∣

∣ = |z1 + z2| = |z1|+ |z2| = ρ1 + ρ2.



∣

∣ρ1 eiθ1 + ρ2 eiθ2
∣

∣

2
=
(

ρ1 eiθ1 + ρ2 eiθ2
)

(

ρ1 eiθ1 + ρ2 eiθ2

)

=
(

ρ1 eiθ1 + ρ2 eiθ2
) (

ρ1 e−iθ1 + ρ2 e−iθ2
)

.

∣

∣ρ1 eiθ1 + ρ2 eiθ2
∣

∣

2
= ρ2

1 + ρ1 ρ2 ei(θ1−θ2) + ρ2 ρ1 ei(θ2−θ1) + ρ2
2 = ρ2

1 +
(

ei(θ1−θ2) + e−i(θ1−θ2)
)

ρ1 ρ2 + ρ2
2.

∣

∣ρ1 eiθ1 + ρ2 eiθ2
∣

∣

2
= ρ2

1 + 2 ρ1 ρ2 cos(θ1 − θ2) + ρ2
2.

De plus (ρ1 + ρ2)
2 = ρ2

1 + 2 ρ1 ρ2 + ρ2
2.

Alors ρ2
1 + 2 ρ1 ρ2 cos(θ1 − θ2) + ρ2

2 =
∣

∣ρ1 eiθ1 + ρ2 eiθ2
∣

∣

2
= (ρ1 + ρ2)

2 = ρ2
1 + 2 ρ1 ρ2 + ρ2

2.

Donc 2 ρ1 ρ2 cos(θ1 − θ2) = 2 ρ1 ρ2. Ou ρ1 ρ2 cos(θ1 − θ2) = ρ1 ρ2.

Premier cas ρ1 = 0.

Alors z1 = 0 = 0× eiθ2 = ρ1 eiθ2 et z2 = ρ2 eiθ2 . Le résultats est montré car θ2 ∈ R, ρ1 ∈ R
+ et ρ2 ∈ R

+.

Deuxième cas ρ2 = 0.

Alors z2 = 0 = 0× eiθ1 = ρ2 eiθ1 et z1 = ρ1 eiθ1 . Le résultats est montré car θ1 ∈ R, ρ1 ∈ R
+ et ρ2 ∈ R

+.

Troisième cas ρ1 6= 0 et ρ2 6= 0.

Alors ρ1 ρ2 6= 0. Comme ρ1 ρ2 cos(θ1 − θ2) = ρ1 ρ2 on obtient en divisant par ρ1 ρ2 : cos(θ1 − θ2) = 1.

Donc il existe k dans Z tel que θ1 − θ2 = k 2π. Alors θ1 = θ2 + k 2π donc eiθ1 = eiθ2 .

Ainsi z1 = ρ1 eiθ1 et z2 = ρ2 eiθ1 . Le résultats est montré car θ1 ∈ R, ρ1 ∈ R
+ et ρ2 ∈ R

+.

Ceci achève de montrer la propriété pour r = 2.

⋆ Supposons que la propriété est vraie pour un élément r de [[2,+∞[[ et montrons la pour r + 1.

Soient z1, z2, ..., zr+1 r+1 complexes tels que |z1+z2+· · ·+zr+1| = |z1|+z2|+· · ·+|zr+1|. Posons s = z1+z2+· · ·+zr.

Alors |z1 + z2 + · · ·+ zr + zr+1| = |s+ zr+1| 6 |s|+ |zr+1| = |z1 + z2 + · · ·+ zr|+ |zr+1| 6 |z1|+ |z2|+ · · ·+ |zr|+ |zr+1|.

Or |z1 + z2 + · · ·+ zr+1| = |z1 + z2 + · · ·+ zr + zr+1|. Alors toutes les inégalités précédentes sont des égalités.

Ce qui permet d’écrire que |s + zr+1| = |s|+ |zr+1| et |s|+ |zr+1| = |z1|+ |z2|+ · · ·+ |zr|+ |zr+1|.

Donc |s + zr+1| = |s|+ |zr+1| et |z1 + z2 + · · ·+ zn| = |s| = |z1|+ |z2|+ · · ·+ |zr|.

La première égalité donne l’existence d’un réel θ′ et de deux réels positifs ou nuls ρ et ρ′ tels que s = ρ eiθ′

et

zn+1 = ρ′ eiθ′

car la propriété est vraie pour 2.

L’hypothèse de récurrence et la seconde égalité montrent qu’il existe un réel θ et des réels positifs ou nuls

ρ1, ρ2, ..., ρr tels que ∀k ∈ [[1, r]], zk = ρk eiθ.

ρ eiθ′

= s = z1 + z2 + · · ·+ zr = (ρ1 + ρ2 + · · ·+ ρr) eiθ.

Alors ρ = |ρ| = |ρ| |eiθ| = |ρ eiθ| = |(ρ1 + ρ2 + · · ·+ ρr) eiθ| = |ρ1 + ρ2 + · · ·+ ρr| | e
iθ| = |ρ1 + ρ2 + · · ·+ ρr|.

Finalement ρ = ρ1 + ρ2 + · · ·+ ρr car ρ1 + ρ2 + · · ·+ ρr est positif ou nul.

Alors ρ eiθ′

= s = z1 + z2 + · · ·+ zr = (ρ1 + ρ2 + · · ·+ ρr) eiθ = ρ eiθ. Donc ρ eiθ′

= ρ eiθ.

Premier cas ρ 6= 0.

Alors eiθ′

= eiθ. Donc zr+1 = ρ′ eiθ′

= ρ′ eiθ. Posons ρr+1 = ρ′.

Alors θ ∈ R, ∀k ∈ [[1, r + 1]], ρk ∈ R
+ et ∀k ∈ [[1, r + 1]], zk = ρk eiθ. La récurence s’achève !

Deuxième cas ρ = 0.

Alors ρ1 + ρ2 + · · · ρr = 0. Comme ρ1, ρ2, ..., ρr sont des réels positifs ou nuls : ρ1 = ρ2 = . . . = ρr = 0.



Donc ∀k ∈ [[1, r]], zk = ρk eiθ = 0 = 0× eiθ′

= ρk eiθ′

. Posons ρr+1 = ρ′. Alors zr+1 = ρ′ eiθ′

= ρr+1 eiθ′

.

Ainsi θ′ ∈ R, ∀k ∈ [[1, r + 1]], ρk ∈ R
+ et ∀k ∈ [[1, r + 1]], zk = ρk eiθ′

. La récurence s’achève non ?

Q4 a) Posons L = {ℓ ∈ [[1, n]] | ak,ℓ 6= 0}. Comme
n
∑

ℓ=1

ak,ℓ = 1, il est impossible que L soit vide.

Soit r un éléments de L.

Nous allons montrer que ∀ℓ ∈ L, |xℓ| = |xk| et que ∀ℓ ∈ L, xℓ = xr, puis nous montrerons que xr = λ xk.

|xk| = |λ| |xk| = |λ xk| =

∣

∣

∣

∣

∣

n
∑

ℓ=1

ak,ℓ xℓ

∣

∣

∣

∣

∣

6

n
∑

ℓ=1

|ak,ℓ xℓ| =
n
∑

ℓ=1

|ak,ℓ| |xℓ| =
n
∑

ℓ=1

ak,ℓ |xℓ| 6
n
∑

ℓ=1

ak,ℓ |xk| = |xk| × 1 = |xk|.

Alors les inégalité précédentes sont des égalités.

Nous retiendrons que
n
∑

ℓ=1

ak,ℓ |xℓ| =
n
∑

ℓ=1

ak,ℓ |xk| et

∣

∣

∣

∣

∣

n
∑

ℓ=1

ak,ℓ xℓ

∣

∣

∣

∣

∣

=
n
∑

ℓ=1

|ak,ℓ xℓ| et nous allons exploiter successivement

ces deux égalités.

n
∑

ℓ=1

ak,ℓ |xℓ| =
n
∑

ℓ=1

ak,ℓ |xk| donne
n
∑

ℓ=1

(

ak,ℓ

(

|xk| − |xℓ|
)

)

= 0.

De plus ∀ℓ ∈ [[1, n]], ak,ℓ > 0 et |xk| − |xℓ| > 0 donc ∀ℓ ∈ [[1, n]], ak,ℓ

(

|xk| − |xℓ|
)

> 0.

Alors
n
∑

ℓ=1

(

ak,ℓ

(

|xk| − |xℓ|
)

)

= 0 donne ∀ℓ ∈ [[1, n]], ak,ℓ

(

|xk| − |xℓ|
)

= 0.

Comme ∀ℓ ∈ L, ak,ℓ 6= 0 : ∀ℓ ∈ L, |xk| − |xℓ| = 0. Ainsi ∀ℓ ∈ L, |xℓ| = |xk|.

Notons que l’on a également ∀ℓ ∈ L, |xℓ| = |xr|. Rappelons que

∣

∣

∣

∣

∣

n
∑

ℓ=1

ak,ℓ xℓ

∣

∣

∣

∣

∣

=
n
∑

ℓ=1

|ak,ℓ xℓ|.

La question 3 permet de dire qu’il existe un réels θ et n réels positifs ou nuls ρ1, ρ2, ..., ρn tels que :

∀ℓ ∈ [[1, n]], ak,ℓ xℓ = ρℓ eiθ.

Soit ℓ un élément de L. xℓ =
ρℓ

ak,ℓ

eiθ. Ainsi |xℓ| =

∣

∣

∣

∣

ρℓ

ak,ℓ

eiθ

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

ρℓ

ak,ℓ

∣

∣

∣

∣

∣

∣ eiθ
∣

∣ =

∣

∣

∣

∣

ρℓ

ak,ℓ

∣

∣

∣

∣

=
ρℓ

ak,ℓ

·

Comme r est dans L et que |xℓ| = |xr| on a
ρℓ

ak,ℓ

=
ρr

ak,r

· Alors xℓ =
ρℓ

ak,ℓ

eiθ =
ρr

ak,r

eiθ = xr.

Ainsi ∀ℓ ∈ L, xℓ = xr. Rappelons que si ℓ est un élément de [[1, n]] n’appartenant pas à L : ak,ℓ = 0.

Alors λ xk =
n
∑

ℓ=1

ak,ℓ xℓ =
∑

ℓ∈L

ak,ℓ xℓ =
∑

ℓ∈L

ak,ℓ xr = xr

∑

ℓ∈L

ak,ℓ = xr

n
∑

ℓ=1

ak,ℓ = xr × 1 = xr

Il existe un élément r de [[1, n]] tel que xr = λ xk.

b) Montrons qu’il existe un élément q de N
∗ tel que λq = 1.

Remarque Dans le principe c’est assez simple. Comme xr est encore une composante de X de module maximal on

peut, comme pour xk trouver xr′ tel que xr′ = λ xr = λ2 xk. Et on recommence. Comme X un a un nombre fini de

coordonnées, on finira par retomber sur une coordonnée xs déjà obtenue et nécessairement non nulle. Alors il existera

q dans N
∗ tel que xs = λq xs ce qui donnera λq = 1. C’est ce qu’on lit ”partout”. Le ”on finira” me gêne un peu d’où

la tentative qui suit pour faire une ”vraie” démonstration...

Raisonnons par l’absurde. Supposons donc que ∀q ∈ N
∗, λq 6= 1.

Montrons par récurrence que pour tout élément q de N
∗, il existe un élément kq de [[1, n]] tel que xkq

= λq xk.

• La propriété est vraie pour q = 1 d’après ce qui précède (il suffit de poser k1 = r).



• Supposons que la propriété est vraie pour un élélément q de N
∗ et montrons la pour q + 1.

L’hypothèse de récurrence montre qu’il existe un élément kq de [[1, n]] tel que xkq
= λq xk.

|xkq
| = |λq xk| = |λq| |xk| = |λ|q |xk| = 1× |xk| = |xk|. Alors |xkq

| = Max
16ℓ6n

|xℓ|.

Alors comme nous l’avons vu dans a) pour xk, on peut trouver un élément kq+1 de [[1, n]] tel que xkq+1
= λ xkq

.

Ainsi xkq+1 = λ xkq
= λ λq xk = λq+1 xk Ce qui achève la récurrence.

Montrons alors que les éléments de la suite (kq)q∈N∗ sont deux à deux distincts.

Supposons qu’il existe deux éléments q et q′ de N
∗ tels que q < q′ et kq = kq′

Alors xkq
= xkq′

. Donc λkq xk = λkq′ xk. Comme xk n’est pas nul, λkq = λkq′ .

Alors λkq′−kq = 1 et kq′ − kq ∈ N
∗. Ceci contredit l’hypothèse.

Alors la suite (kq)q∈N∗ est une suite indexée par N
∗ d’éléments deux à deux distincts de [[1, n]] qui est un ensemble

fini !

Ceci est donc impossible et l’hypothès ∀q ∈ N
∗, λq 6= 1 tombe.

Donc il existe un élément q de N
∗ tel que λq = 1.

Si λ est une valeur popre de A de module 1, il existe un élément q de N
∗ tel que λq = 1.


