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‘ EXERCICE 418 ; FNl ‘ Espace vectoriel des polynémes d’une matrice carrée A diagonalisable.

A est une matrice de M, (K). A1, Az, ..., Ap sont les valeurs propres distinctes de A.

On suppose que A est diagonalisable. Ainsi il existe un matrice inversible P de M, (K) telle que D = P71 AP soit
diagonale.

Q1. Montrer que si S est un polynéme de K[X] alors S(4) = PS(D)P~1.

P
Q2. Onpose T = JJ(X — Ap).
k=1

a) Montrer que T'(A) = O, (x)-

b) Montrer que S = {S € K[X] | S(A) = 0, )} est Pensemble des multiples de 7.

Q3. F={S(4); S € K[X]}. '

a) Montrer que F est un sous-espace vectoriel de M,,(K) et qu’il est engendré par (I,,, A, A%,..., AP71),
b) Montrer que F est de dimension p. .

A Ceci vaut aussi pour un endomorphisme diagonalisable d’un espace vectoriel de dimension n sur K.

Soit S un élément de K[X]. Il existe r dans N et (ag, a1, ...,a,) dans K™*! tel que S = Z ar X*.
k=0

Notons que A = PDP~! et que Vk € N, AF = (PDP~1)k = PD*P~1 (récurrence simple).

T

T T T
Alors S(A) = Z ap A*¥ = Z ay (PDP~H* = Z ap PD*P~1 =p (Z ax Dk> P~1. Alors:
k=0

k=0 k=0 k=0

| ¥S € K[X], 5(4) = PS(D)P~"]

a) T(A) = PT(D)P~*. D est diagonale. Posons D = Diag (a1, az, ..., 0y).

Alors T(D) est la matrice diagonale Diag (T(a1),T(az),...,T(ay)).

A et D sont semblables donc ont méme spectre. Alors {a1,az,...,an} = {A1, A2, ..., Ap}
Par conséquent as, asg, ..., ay, sont des zéros de T (et méme les zéros de T').

Donc T'(D) = Diag(T(e1),T(e2), -, T(an)) = Diag(0,0,...,0) = Op, &)-

Par conséquent T(A) = PT(D)P~! = POpq, k)P = Ot (x)-

| T(A) = Opt, 0 |

b) Soit S un élément de K[X].

S(A) = Opm, ) == PS(D)P™! = Op, ) <= PPPS(D)P'P = P71 0p, ()P <= S(D) = O, (x)-

A noter que la seconde équivalence est vraie car P est inversible...

S(A) = Op,(x) <= Diag(S(a1),S(a2),...,S(a@n)) = Oam, ) <= Vk € [1,n], S(ay) = 0.

Rappelons que {a,aa,...,an} = {1, A9, .., Ap} et que A1, Ag, ..., Ap sont deux & deux distincts. Alors:

S(A) =0p,x) = VE€[1,p], S(A) =0 = (X = M)(X = Ag)--- (X = Ap) divise S <= T divise S. Ainsi:
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,E ={S € K[X] | S(4) = 0pr,(x)} est Uensemble des multiples de T.—l

F ={S(4); S € K[X]} contient 7' = {S(A); S € Kp_1[X]}.

Réciproquement soit S(A) un élément de F (S est dans K[X]).

La division euclidienne de S par T" conduit & S = QT + R avec @ dans K[X], R dans K[X] et deg R < degT = p.
Ainsi R € K,_1[X]. De plus S(A) = Q(A)T(A) + R(A) = R(A) car T(A) = Opr, (x)-

Alors S{A) = R(A) avec R dans K,_{[X] donc S(A) est un élément de F'.

p—1
Finalement F = F'. F = {S(A4); S € Kp—1[X]} = {Z ar A% (ag, a1, ..., ap—1) € Kp} = Vect(I,, A, A%, ..., AP7).
k=0

) F ={S(4); S € K[X]} est le sous-espace vectoriel de M,,(K) engendré par (I, A4, A%,..., AP71). }

b) (In, A, A2,..., AP71) est une famille génératrice de F de cardinal p. Pour montrer que F est de dimension p il suffit
de prouver que cette famille est libre. o

p—1 p—-1
Soit (ag,01,...,0p-1) un élément de K2 tel que Z ap AF = O, k) Posons U = Z ap X*.
. k=0 k=0

U(A) = 0, ) donc 1" divise U. Or U est de degré au plus p — 1 et T' est de degré p donc U est nul.
Alors ses coefficients sont nuls. Par conséquent ag =a; =--- = ap—1 = 0.

Ceci achéve de prouver que (I, A, A%, ..., AP~1) est une famille libre. C’est donc une base de F.

‘ F={S(A4); S € K[X]} est un sous-espace vectoriel de M, (K) de dimension p.J
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TEXERCICE 1F l N2 | Endomorphisme cyclique again.

Soit E un espace vectoriel sur K de dimension n (n € [3, 4oo[).

Un endomorphisme f de E est cyclique s'il existe un vecteur zo de E tel que (fo, f(20),--., "7 {(xo)) soit une base
de E.

Q1. Soit f un endomorphisme cyclique de f et zo un élément de E tel que B = (zo, f(z0),-- ., f* " (z0)) soit une base
de E.

(ag,01,...,0n-1) est la famille des coordonnées de f™(zq) dans B.

Q1. a) Ecrire la matrice de f dans B.
b) Montrer que ce type de matrice caractérise les endomorphismes cycliques.
Q2. a) Montrer que (Idg, f, f2,..., f* 1) est une famille libre de L(E).

En déduire que tout polynéme annulateur non nul de f a un degré supérieur ou égal a n.

n—1
b) Montrer que V& € [0,n — 1], f™(f*(z0)) = Z a; f*(f*(z0)).
=0
n—1 )
En déduire que P = X" — Z a; X' est un polynéme annulateur non nul de f.
i=0

Q3. a) Soit A une racine de P et @ le quotient de P par X — A.

Montrer que si A n'est pas valeur propre de f, Q(f) = Oz(g) et en déduire une contradiction. Conclusion ?

b) Montrer que les valeurs propres de f sont les racines de P. Que dire de f si P admet n racines distinctes ?
c¢) On suppose que f est diagonalisable et on note a1, as, ..., @, ses valeur propres distinctes.

P
Montrer que S = H(X — ay,) est un polynéme annulateur non nul de f et en déduire que p = n.
. k=1

d) Conclure cette question.
Q4. g est un endomorphisme diagonalisable de E ayant n valeurs propres distinctes Ay, ..., An.

Pour tout ¢ dans [1,n], e; est un vecteur propre de g associé & la valeur propre o;. On pose zg =e1 + ez + ...+ ex.

n—1

On considére n éléments g, Y1, .., Yn—1 de K tels que: Z Yk 9% (o) = Op.
k=0
n n—1
Montrer que Z <Z Vi /\f> e; = 0g. En déduire que v =71 = --- =y, = 0... et que g est cyclique.
i=1 \k=0

Théme abordé dans LYON MI 2001 Pb 1, LYON 2006 Pb 2, oral ESCP 1998 2-26, 2000 2-10, 2003 2.20, 2010 2.12,
2012 2.10.
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‘EXERCICE 44 } FNZ*‘ [ Toute matrice de My,(C) est semblable 4 une matrice triangulaire.
Application. Oral ESCP 2012 2.11

Soit E un C—espace vectoriel de dimension finie n (n € N*) et f un endomorphisme de E.

Q1. a) Soit P un polyndme annulateur de f de la forme P = (X — A\)@. Montrer que si A n’est pas valeur propre de

f, alors ) est un polynéme annulateur de f.
Montrer qu'il existe un polynéme R € C[X] annulateur de f tel que toute racine de R est une valeur propre de f.

b) Soit A € C une valeur propre de f, montrer qu’il existe un hyperplan H de E contenant Im(f — AIdg), ot Idg
désigne Pendomorphisme identité.

¢) Montrer que la restriction de f & H est un endomorphisme de H.

d) Montrer par récurrence sur n, que tout endomorphisme de E admet une base dans laquelle la matrice associée est
triangulaire supérieure. :

Q2. Soient aa,...,a,, p complexes distincts. Soit ¢ un élément de [1, p].
. . R X 8%} Sig = ]
Justifier I'existence de polynémes Q; tels que, pour Vj € [1,p], Qi(ey) = et Q;(0) = 0.
0 sinon
Q3. La trace tr(M) d’une matrice.carrée M est par definition la somme de ses coefficients diagonaux. On admet que

deux matrices semblables ont la méme trace.
On suppose dans la suite que la matrice M de f dans une base B de E est telle que pour tout k € N* tr(M*) = 0.
a) Soit P € C[X] tel que P(0) =0. On note A, ---,Ap les valeurs propres de f.
P
Montrer qu’il existe p entiers non nuls mq, mg, ..., mp, indépendants de P, tels que: Z m;P(A;) =0.
=1

b) En prenant pour P des polyndémes introduits dans la question 2, montrer que M est nilpotente c’est-a-dire qu’il
existe m € N tel que M™ = Oy, (c)-
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Exercice 20| | N1t | Disques de Gerschgorin.

A savoir faire par ceeur.

n € [2,4+00[. A= (a;;) est un élément de M,,(C).
n
Pour tout ¢ élément de [1,n], on pose:r; = Z la;j| et D; ={z € C| |z —ai| < i}

j=1

i
x
n To
Montrer que Sp A C U D; (partir de AX = AX avec X = | . | non nul et considérer |z,| = 11¥[a<x |zk]).
i=1 : SEST
Ty
Théme abordé dans oral ESCP 1999 2-7, ESSEC 2009
T
T2
Soit A une valeur propre de A et X = . un vecteur propre associé.
Ty
Soit £ un éléments de [1,n] tel que |z¢| = 11L/Ika<x |k |-

n n
La ¢°™¢ ligne de I’égalité AX = A X donne Z ag) T = Axg. Alors (A —ag ) o = Z ag i Tr. Alnsi:

k=1 k=1
kAL

n n n
(A= agel|ze| = [(A = are) me| = ‘ > l’k’ <Y lackarl =D lacs| |2kl
k=1 k=1 k=1

ke ke ke

Or Vk € [1,n], |zk| < |xe| et |agx| = 0. Donc Vk € [1,n], |aek||zk] < |aek] |ze|. Alors:

n n
N =gl el <Y laek! okl < lagk
k=1 k=1

k#E k#L k#L

n
|xe] = |20 Z lag.r] = |ze|me. Done |A — ag ¢ |xe] < |xe| 74
k=1

Supposons que |z¢| = 0. Alors 11\</Ika<x |zi| = 0. Donc Vk € [1,n], |zr| =0 ou Vk € [1,n], zr = 0.

Ainsi X = 0, ,(c), ce qui contredit le fait que X est un vecteur propre de A. Donc |z,| # 0

Alors |xg] > 0 et |A — age||ze| < |ze|7e. En divisant par |x,| il vient donc |A — age| < 7o.
n

Par conséquent A appartient & Dy donc a U D;.
i=1

Ceci étant vrai pour toute valeur propre A de A, on peut affirmer que:

i=1




Exercice 21 N2 | Ovales de Cassini.

n € [2,4+o00[. A= (a;j) est un élément de M,,(C).

n
Pour tout ¢ élément de [1,n], on pose:r; = Z lagjl.
=
Pour tout (i,5) élément de [1,n]* on pose: Cij ={z € C| |z —ail |z — ajj| <rirj}.

Montrer que Sp A C U Cij.

(i,5)€[1,n]2
i#]

Ty
)
Soit A une valeur propre de A et X = . un vecteur propre associé.
xn
Soit £ un éléments de [1,n] tel que |z, = Max |zg]|.
1<k<n
Soit ¢/ un éléments de [1,n] tel que |xy| = Max |k |-
P

La £2™¢ ligne de ’égalité AX = A\ X donne Z g T = Az Alors (A —ag ) ¢ = Z g Tr. Alnsi:

k=1 k=1
)
n n n
A = apel el = |(A = aee) we| = } D ack ﬂfk‘ <D lagwarl = la ekl
k=1 k=1 k=1
) k£l k£l

Or Vk € [1,n] — {¢}, |zk| < |ze]| et |agr| = 0. Donc Vk € [1,n] — {¢}, |ack| |2k < |aek| |ze|. Alors:

n
|lzx| < Z |,k
k=1

n n
N —apel e < laek e | = |ze| Y laek] = lwe|re. Done |X = agg| |ze] < |z |re.
k=1 k=1

[y [y ()
n n
La #'°™° ligne de ’égalité AX = A X donne E ap Tk = Azpr. Alors (A —ap p) zp = E ap k. Ainsi:
k=1 k=1
kel

n n n
A —aeellze| =[(A—ape)ze| = ‘ > ak xk‘ <Y avpwrl =Y lae k] ek
k=1 k=1

k=1 =
k#£e! k#£e! k2!

Or Vk € [1,n], |zk| < |xe| et |ag k]| = 0. Donc Vk € [1,n], |ae k| |zk] < |ae k| |ze|. Alors:

n n n
A = ae el lze] <Y laexl el < Y laewllee = |zl Y lae il = |ze|re. Done A = ap e |zo| < |ze|re.
o hor iz

Alors 0 < |A —agel |ze| < |zl e et 0 <A —ap o] |ze] < |xe] 7o

Par produit |A — age| |A — ap o] |ze| |xer | < |ze| |er| 7o 70

Supposons que |z¢| = 0. Alors 11\</Ika<xn |zr| = 0. Donc Vk € [1,n], |zx| =0 ou Vk € [1,n], xx = 0.
Ainsi X = 0, ,(c), ce qui contredit le fait que X est un vecteur propre de A. Donc || # 0
Alors |zg] > 0 et |X — age| [N — ap o] |ze] |zer| < |ze] |ze | Tere.

En divisant par |z,| il vient |A — age| |A — ap o | |xer| < |z | To 700

Premier cas :xy # 0.



Alors |zp| > 0 et |A—agel X —apo||ze] < |ze|rere.

En divisant par |z | il vient |A — age| |A — ap | < o7 Done X € Cppr.

Deuziéme cas :xp = 0.

Alors 0 < |X —age| |ze| < |ze| T = 0. Ainsi A — ag | |xe] = 0. Mais |z¢| n’est pas nul donc |\ — ag | est nul.

Alors |A —age| |A —ap | =0< 7. On a encore: A € Cppr.

Dans les deux cas A € Cy o donc A € U Cij.

(i,5)€[1,n]?
i#]

Ceci étant vrai pour toute valeur propre A de A, on peut affirmer que:

spAc  |J cu

(i,5)€[1,n]?
]




Exercice 22 N1 | Sur les valeurs propres d’une matrice stochastique niveau 1.

A savoir faire par ceeur.

n

Soit A = (ak,¢) une matrice de M,,(R) telle que:V(k, ) € [[1,n]]2, ake = 0 et Vk € [1,n], Zak s =1.

=1
A est une matrice stochastique.
Q1. Montrer que 1 est valeur propre de A.
T
T
Q2. Soit A un élément de C valeur propre de A. Soit X = . un vecteur propre de A associé a la valeur propre A
Ty
et soit k est un élément de [1,n] tel que |z, = Max(|z1], |z2|, ..., |zn]). Notons que X est un éléments de M,, 1(C).

En considérant la k™€ ligne de I’égalité AX = A\ X montrer que |\ < 1

Théme abordé dans oral ESCP 2002 2.1 et 2.16, 2010 2.6, 2011 2.18, LYON 2010 Pbl, HEC 1993 (qui traite de la
limite de la suite des puissances d’une matrice stochastique ; on retrouve la seconde partie de ce probleme dans oral
ESCP 2010 2.9). On parle encore de matrice stochastique dans oral ESCP 2004 2.20, 2007 2.5, 2011 2.8 dans ESCP
MI 1996 et elles sont trés présentes dans les problémes de probabilité.

1 Y1
. 1 1 Y2
Considérons I'élément Xo = | . [ de M, 1(R) et posons Yo = [ . | = AXo.
1 Yn
Vk € [1,n], Zauxl Zakl:l-Yo:Xo.
=1 =1

Par conséquent Xy n’est pas nulle et AXy = Xy. Finalement :

’ 1 est valeur propre de A |

Ty
1)
Soit X = . un vecteur propre de A associé a la valeur propre A et k un élément de [1,n] tel que

Tn

n
|zk| = Max(|z1], |22, - - -, |zn]). AX = AX. En particulier : Z akp Tp = ATk
=1

Al zk| = [Aox| =

M:

E Akt Tg

=1
Or V¢ e [1,n], |ze| < |zx| et age

|ag,eze| = Z |ak,e| |ze] =

1

\vﬁ

0. Donc V¢ € [1,n], ake |xg\ < age |zg|. Alors

n n n
Maxl <D areled <Y anelorl = |kl Y are = okl x 1= |a]. Ainsi || |zg] < k-
= =1

Supposons que |zg| = 0. Alors Max(|z1],|z2],...,|zn]) = 0. Donc V¢ € [1,n], |x¢| =0 ou V¢ € [1,n], z, = 0.

Par conséquent X = 0,4, ,(c) ce qui contredit le fait que X est un vecteur propre de A.



Finalement |x| # 0. Alors |A| |xg] < |zk| et |zx| > 0. En divisant par |xy| il vient: [A] < 1.

’ Si A est une valeur propre de A dans C, |A| < 1 ‘




Exercice 23 N2 | Sur les valeurs propres d’une matrice stochastique niveau 2.

On considere 'ensemble S des éléments A = (ay ) de M, (R) tels que:

V(k,0) € [1,n]°, are >0t Vk € [1,n],> ape = 1.

=1
Les éléments de S sont des matrices stochastiques.
Q1. Montrer que S est stable pour le produit matriciel.
Q2. a) Montrer que 1 est valeur propre de A.
&
T
b) Soit A un élément de C valeur propre de A. Soit X = . un vecteur propre de A associé a la valeur propre A
Tn,
et soit k est un élément de [1,n] tel que |xx| = Max(|z1], |z2|, - .., |zn|). Notons que X est un éléments de M,, 1(C).

En considérant la k™€ ligne de I'égalité AX = X\ X montrer que |\ < 1.

% Dans Q3 et Q4 A un élément de S tel que:V(k,£) € [1,n], ag,e > 0.

Soit A une valeur propre de A de module 1. On se propose de montrer que A = 1 et que dim SEP (A4, \) = 1.

Q3 et Q4 donnent deux preuves de ce résultat.

T
T2
Soit X = | . | un vecteur propre de A associé & la valeur propre \. k est un élément de [1, n] tel que |zx| = 11\</[Z3<X |2g]-
. XN
Tn

Ici encore X € M,, 1(C).

’ Au choix Q3 ou Q4 ‘

n
E Ak,0 Ty

(=1

n
€T .
Q3. a) Montrer que |xg| = . en déduire qu’il existe un réel @ tel que: E Gk 0 (Z e 10— 1) =0.
Tk

(=1

b) Montrer que: V¢ € [1,n], z, = € 2 (prendre la partie réelle au niveau de 1’égalité précédente et remarquer que
;”—f; e~ a une partie réelle inférieure ou égale & 1).

¢) Conclure.
Q4. a) Soient r un éléments de [2, +oof et z1, 22, ..., z» T complexes.
Mountrer que |21 + 29 + - - - + 2| = |21] + |22]| + - - - + |2:-| si et seulement si il existe un réel 0 et des réels positifs ou nuls

1, P2, ooy Pr tels que VE € [1,7], 2 = py ™.

n n n
E Qg Ty < E lak,e xe| = E k¢
=1 (=1

=1
¢) Montrer que |z1| = |z2| = -+ = |zp|, puis que 1 = x5 = -+ = x,.

b) Montrer que |zy| = x| < |xg|. Conséquence ?

d) Conclure.

Remarque Si A est stochastique (et donc si on ne suppose plus que les coefficients de A sont strictement positifs),
toute valeur propre de A de module 1 distincte de 1 est une racine ¢*™° de I'unité avec 1 < ¢ < n. Voir Iexercice

suivant.



Q5. On suppose ici que A appartient a S est que I'une des puissances de A a des coefficients strictement positifs.
Montrer que le résultat précédent vaut encore.

Theéme abordé dans oral ESCP 2002 2.1. et 2.16, 2011 2.18.

Soient A = (ag¢) et B = (b ¢) deux éléments de S. Posons C' = AB = (¢ ¢).

V(k,£,r) € [1,n]°, ary >0 et by >0 done V(k,0) € [1,n]*, cke = arybre>0.
r=1

De plus Vk € [1,n], Z Che = Z Z ak,r bro = Z (ak,r br,é) =
(=1 r=

(=1 (=1 r=1 r=1

n
(akr x1) =D ar, =1
r=1

1

Ceci acheéve de montrer que C' appartient & S. AB € S

’ Le produit de deux éléments de S est un élément de S. ‘

1 (i
. 14 1 Y2
a) Considérons I'élément Xo = [ . [ de M, 1(R) et posons Yo = | . | = AXo.
1 Yn
Vke[Ln], yp = (arex1) = are=1 Y, =Xo.
=1 =1

Par conséquent Xy n’est pas nulle et AXy = Xy. Finalement :

’ 1 est valeur propre de A.

T
o
b) Soit X = . un vecteur propre de A associé a la valeur propre A et k un élément de [1,n] tel que
Tn
n
lzi| = Max(|z1], |z2], ..., |z,]). AX = AX. La ”k®™ ligne de cette égalité” donne : Z Qg Tp = AT
=1
n n n n
Azl = Magl = D anewe| < lamemel =Y lawel ool = areladl.
=1 =1 =1 =1
Or V¢ € [1,n], |z¢| < |zk| et age = 0. Donc V¢ € [1,n], ake|ze| < ake|zk|. Alors

n n n
A |zk] < Z age || < Z ag.e |TK| = |2k Z ake = |zg| X 1 = |xk]. Ainsi [A| |zg| < |2kl
=1 =1 =1

Supposons que |zx| = 0. Alors Max(|z1], |2, ..., |2zs|) = 0. Donc V¢ € [1,n], |z¢| =0 ou V¢ € [1,n], z, = 0.
Par conséquent X = 0,4, ,(c) ce qui contredit le fait que X est un vecteur propre de A.

Finalement |x| # 0. Alors |A| |xg| < |zk| et |zx| > 0. En divisant par |xg| il vient: [A| < 1.

’ Si A est une valeur propre de A dans C, |\| < 1. ‘

n
AX = XA X donne en particulier Axy = 3 ag¢x¢. Rappelons que V¢ € [1,n], |z < |xk| et age > 0.
=1



n

Comme |[A| =1, |zk| = |\ |zk] = | A zk| =

n
|ake$e|—zau|$z| k] Y akp = |okl.
1 =1

=

Ly

Ce qui donne: || = Alors agp —
Tk

n
E Ak 0 Ty |-

{=1

= 1 car x; n'est pas nul (zx=0 donne X = Opq, ,(c) car

(=1
= Max .
|xk| 1<£a<n |$l|)

n n
Xy Ty ;
Le complexe E ar¢ — a donc pour module 1. 30 € R, E Qg — = e'?,
Tk Tk
=1 /=1

n n n
Xy ) Ty _;
g ape—e g ay,¢. Par conséquent : E age | —e W _1)=0.
=1 Tk =1 Tk

=1

n
En prenant la partie réelle on obtient : Z ag,¢ <§Re (ﬂ e*i0> _ 1) =0 (165 coefficients de A sont rée]s).
Ty
/=1

n
Pour tout ¢ dans [1,n], notons t, la partie réelle de L =0 Alors Z ag,e (tp —1)=0.
Tp
=1

Rappelons que la partie réelle d’un complexe est inférieure ou égale & son module (z < |z| < /22 +y2...).

77,9
Tk

Ve € [1,n], < 1. Par conséquent V¢ € [1,n], t; <1 et age > 0. Donc V2 € [1,n], ake (te —1) <O0.

ik

Comme Z age (b —1) =0:VC € [1,n], ake (te —1) = 0. Ainsi V¢ € [1,n], ty — 1 = 0 car les coeflicients de A sont
=1
strictement positifs. Par conséquent V¢ € [1,n], t, = 1.

€T .

Fixons ¢ dans [1, n]. L 719 est un nombre complexe de module au plus 1 dont la partie réelle t, vaut 1. Nécessairement
Lk

ce complexe vaut 1.

Ve e [1,n], L e=i0 — 1. Alors Y/ € [1,n], z¢ = € 21, (en faisant k& = 1 on obtient ¥ = 1...).
Ty

Donc 21 = x9 = -+ = x,,. Alors X appartient & SEP (A, 1) et donc A = 1. Mieux nous avons montré que tout vecteur
1 1
propre associé a la valeur propre A donc a la valeur propre 1 est colinéaire a 1 . Ainsi SEP (A, 1) = Vect ( : )
1 1
1
Si A est une valeur propre de A de module 1: A =1, dimSEP (A, ) =1 et SEP (A4, \) = Vect ( 1 )
1

a) e Montrons d’abord que la condition est suffisante.
Soient r un éléments de [2, +oo[ et z1, 22, ..., 2 7 complexes.

Supposons qu’il existe un réel 6 et des réels positifs ou nuls py, pa, ..., p, tels que Vk € [1,7], zx = pr €? et montrons
que |21 + 20 + -+ 2| = 21|+ 22| + - + |2

r T T r
Zpk@w (Z Pk) e = Zpk Zpk
k=1 k=1 k=1 k=1

Z |2k] = Z ‘Pk6i9| = Z o] |ei0’ = Z lpk| x 1= Z lok] = Z Pk-
k=1 k=1 k=1 k=1 k=1 k=1

x 1=

|21+ 20+ + 2| = ] =

.
Z Pk
k=1

T
= Z Pk-
k=1



Alnsi |21 + 20+ -+ 2| = |21] + |22+ + |20
e Montrons par récurrence sur r que la condition est nécessaire.
* Montrons que la propriété est vraie pour r = 2.
Soient z; et zo deux nombres complexes tels que |z1 + 22| = |21] + |22].
On peut trouver deux réels 8 et 05, et deux réels positifs ou nuls p; et ps tels que 21 = py €01 et 29 = 02 €2 non 7 ?
Alors |p1 e 4 P2 ew?’ = |21 + 22| = |z1| + |22] = p1 + p2.
|p1 €% + po 6¢92|2 = (p1e® + pyei®) (W) = (p1e® + pyei®) (p1e™ ™ + pye=i).

‘ 62 |2 (61— i(62— i(61— —i(61—
o1 € + pa €| = pf + p1 pa 1 70) 4 py py €72 “’1)+p§:p?+(e (01-02) 4 =i(0n 92)) p1p2+ p3.

, 012
|1 e + pa e[ = pt +2p1 py cos(1 — 02) + p5.

De plus (p1 + p2)* = pi +2p1 p2 + p3.

61 62 |2

Alors pf + 2 p1 p2 cos(61 — 02) + p3 = |p1e’” + pae =(p1+p2)® =PI +2p1p2+ 5.
Donc 2 py p2 cos(6 — 62) = 2 p1 pa. Ou p1 p2 cos(01 — O2) = p1 pa.
Premier cas p1 = 0.
Alors z; =0 =0 x %2 = p; €92 et 25 = py %2, Le résultats est montré car fy € R, p; € R* et py € R*.
Deuziéeme cas ps = 0.
Alors 25 = 0 =0 x €1 = pye'® et 2; = py €91, Le résultats est montré car f; € R, p; € R* et py € R*.
Troisieme cas p1 # 0 et ps # 0.
Alors p1 p2 # 0. Comme p; p2 cos(6; — 02) = p1 p2 on obtient en divisant par py pa : cos(6; — 02) = 1.
Dongc il existe k dans Z tel que 61 — 0 = k27, Alors 6; = 0, + k21 donc €'t = ¢?92.
Ainsi z; = p; €% et 2y = py ', Le résultats est montré car 6, € R, p; € Rt et py € R*.
Ceci acheve de montrer la propriété pour r = 2.
* Supposons que la propriété est vraie pour un élément r de [2, +oo[ et montrons la pour r + 1.
Soient z1, za, ..., 241 +1 complexes tels que |21 + 29+ -+ 2zr41| = |21]|+ 22|+ +]|2r41|. Posons s = z1 429+ -+ 2.
Alors |z1 420+ -+ 2p + 2ry1| = s+ 2r 1] < 8|4 |zrg1| = |21+ 20+ - F 2o+ |zra | < 2]+ 22|+ 20|+ 2rga ]
Or|z1+zo4 -+ 2zrq1| = |21+ 22+ -+ 2z + zr41]- Alors toutes les inégalités précédentes sont des égalités.
Ce qui permet d’écrire que |s + zp11] = |8| + |zr41] €t 8| + |zr1]| = |21] + |22] + - + |20| + |2r41]-
Donc |s + zr41] = |s| + |zr1] €t |21 + 220+ -+ 25| = |s| = |21 + |22 + - + |20

La premiere égalité donne 'existence d’un réel 6’ et de deux réels positifs ou nuls p et p’ tels que s = pew/ et
1 6’

Zn+1 = p' €*¥ car la propriété est vraie pour 2.

L’hypothese de récurrence et la seconde égalité montrent qu’il existe un réel 6 et des réels positifs ou nuls
P1, P2y -y Pr tels que VE € [1,7], zx = pi €.

peiG, =s=z1+2+ +2z-=(p1 +,02+"'+,07-)6i0.

Alors p = [p| = |pl || = |pe”| = |(p1 + p2 + -+ pr) €”| = [p1 + pa + -+ pe| [€°] = [p1 + pa + -+ |-

Finalement p=p1 +p2+---+prcarpy +p2+---+pr 20



Alors pe® =s=z1+ 29+ 42 = (p1+p2+ -+ pp)ei? = pe®. Donc pe? = pe.

Premier cas p # 0.

Alors €’ = ¢, Donc z,41 = p' e® = p/ €. Posons py41 = p'.

Alors 0 € R, Vk € [1,7 + 1], pr € R et Yk € [1,7 + 1], 2z = pr €. La récurence s’acheve !

Deuzxiéme cas p = 0.

Alors p1 + p2 + - - - pr = 0. Comme p1, p2, ..., pr sont des réels positifs ou nuls: p; = p2 =... = p, =0.
Donc Vk € [1,7], zx = pre®® =0 =0 x " = pj e . Posons p,41 = p/. Alors z,q = p' et = p,yq €.

Ainsi 0/ € R, Vk € [1,7 + 1], pr € R et Vk € [1,7 4+ 1], zx = pr €. La récurence s’achéve non ?

n
b) AX = XA X donne en particulier Azy, = Y ar¢ 2. Rappelons que Y2 € [1,n], |x¢| < |zk| et age > 0.
=1

n n n n
Z Ak Tp| < Z |ak.¢ x| = Z age |ze| < |2k Z age = |xgl.
=1 =1 =1 =1
n n
Z Q.0 Tg
=1

n
= akewe =Y axelzel.
=1
¢) Supposons qu’il existe un élément ¢y tel que |z, | < |zg|. Alors age, |ze| < ake, |Tk| car age, > 0.

Comme |A| =1, |zk| = |\ |zk| = | A k| =

Ce qui préceéde donne alors: |xg| =

(=1

n n
Ainsi Z age |ze| < Z ak,e |Tk| = |zx| ce qui n’est pas. Par conséquent |x1| = |za] = - = |z,
=1 =1
Dans la suite nous poserons p = |z1| = |z2| = -+ = |zp].
n n
Rappelons que Z ag,p Tp| < |ag.e xe|. Alors a) permet alors de dire qu’il existe un réel 6 et des réels positifs
=1 =1
ou nuls p1, pa, ..., pn tels que V2 € [1,n], axexs = pee’®. Donc V¢ € [1,n], z, = P gio,
Q.0
pe Pe Pe
Comme V¢ € [1,n], — > 0,¥¢ € [1,n], |xe| = — Or V¢ € [1,n], |z¢| = p. Donc V¢ € [1,n], — = p.
k¢ ag,e Ak,e
Par conséquent V¢ € [1,n], z, = P gio _ pe?. Finalement zq = xo = - -- = @,.
ag.¢
1 1

1 1

d) Ce qui précede prouve alors que SEP (A, A) C Vect ( : ) Donc dim SEP (4, \) < dim Vect ( : ) =1.
1 1

SEP (A, \) étant un sous espace vectoriel de dimension au moins 1 nécessairement dim SEP (A4, \) = 1.

1 1 1
1 1 1
Done SEP (4, \) C Vect ( : ) et dim SEP (A, ) = dim Vect ( : ) Alors SEP (A, ) = Vect ( : )

1 1
1
Or A . |=] .| Parconséquent A =1.

1 1
1
1

Si A est une valeur propre de A de module 1: A =1, dimSEP (A, A) =1 et SEP (A, \) = Vect ( : )

1




Ici A appartient a S et 'une des ses puissances a des coefficients strictement positifs.

Donc il existe s dans N tel que les coefficients de A® soient strictement positifs.

Nécessairement s appartient N* car A% = I,, et les coefficients de I,, ne sont pas tous strictement positifs.
Montrons par récurrence que Yk € N*, AF € S.

C’est clair pour k£ = 1 car A est un élément de S.

Supposons que pour un k dans N*, A* appartienne &4 S. Alors A et A* sont deux éléments de S. Q1 permet d’affirmer
que leur produit appartient & S. Alors A**! appartient & S. Ce qui acheve la récurrence.

Vk € N*, A*F € S donc A" est un éléments de S dont tous les coefficients sont strictement positifs. Nous pouvons donc
lui appliquer le résultats de Q3 (et Q4...).

Soit A une valeur propre de A de module un. Il existe un éléments non nul X de M,, 1(C) tel que AX = A X.
Alors X # 0y, () et A”X = A" X. De plus |\"| = [A\|" = 1. X est donc une valeur propre de A" de module 1.
Q3 donne alors A" =1 et dim SEP (A", \") = 1.

Mieux SEP (A", \") = SEP (A",1), est la droite vectorielle engendrée par 1’élément X, de M, 1(R) dont tous les
coeflicients sont égaux a 1.

Si X est dans SEP (A, ), AX = XX donc A”X = X" X = X et ainsi X appartient a SEP (A", 1).

Donc SEP (A, \) C SEP (A", 1). Alors dim SEP (A4, ) < dimSEP (A", 1) = 1.

Mais dim SEP (A, ) > 1 car SEP (A, \) n’est pas réduit a {Onq, ,0)}-

Alors dim SEP (A, A) =1 =dimSEP (A",1) = 1. Comme SEP (A,\) C SEP (A",1):SEP (A4,\) = SEP (47,1).

Ainsi SEP (A4, \) est la droite vectorielle engendrée par Xy. X est alors un vecteur propre de A associé a la valeur
propre A. Mais comme A appartient a S c¢’est aussi un vecteur propre de A associé a la valeur propre 1.

Ainsi A =1 et dimSEP (4,1) = 1.

Si A est une valeur propre de A de module 1: A =1, dim SEP (A4, \) =1 et SEP (A4, \) = Vect ( : )




Exercice 24| |IN2t | Sur les valeurs propres d’une matrice stochastique niveau 2*. ESCP 2011 2.18.

Soit n un entier supérieur ou égal & 2. On consideére le sous-ensemble S des matrices de M, (R) formé des matrices A
vérifiant les deux propriétés suivantes :

i) si A = (ak,e)1<k,e<n, alors ag e > 0, pour tout (k,¢) € [[1,n]2;

1
ii) sionnote U = | * | € M, 1(R), alors AU =U. Formulation ESCP!!
1

Les éléments de S sont des matrices stochastiques.

Q1. a) Montrer que le produit de deux élément de S appartient & S.  Question ajoutée

b) S est-il un sous espace vectoriel de M, (R) ?

Q2. Soit A = (ak,) un élément de S.

a) Montrer que 1 est valeur propre de A.

b) Soit A une valeur propre (réelle ou complexe) de A. Soit X € M,, 1(C) un vecteur propre associé.

En considérant une coordonnée de module maximal de X, montrer que |A| < 1.

P P
Q3. Soit #1, ..., 2zp, p nombres complexes (p > 2) vérifiant : Z 26| = Z |2k |-

k=1 k=1
Montrer qu'il existe des réels positifs ou nuls pq, ..., p, et un réel 6, tels que pour tout k de [1,p], on a: z; = p, e'?.

Question légérement modifiée pour obtenir un résultat plus standard.

T
Q4. Soit A une valeur propre complexe de A telle que |A] = 1. Soit X = : un vecteur propre associé. On pose :
Ty
Tk = Max |z
| k| ZG[[I,nﬂ‘ £|
a) Montrer qu'’il existe r € [1,n] tel que z, = Azy.
b) En déduire qu’il existe un entier naturel non nul ¢ tel que A? = 1.
’U,,l
’LLIQ
Remarque Soit A = (ak,) un élément de M,,(R). Posons U’ = . = AU.
u'p

Vke[l,n], up, = > arex1=23 are. Ainsi:
=1 =1

AU =U <=-Vke[l,n], > axe=1.

~
Il
—

Ce résultat est essentiel dans la suite.

a) Soient A = (ag ) et B = (b ¢) deux éléments de S. Posons C = AB = (cg ).
V(k,l,r) € [[l,n]]s, axr = 0 et byp > 0 donc V(k,¢) € [[1,n]]2, Che = Z agr by = 0.
r=1

De plus CU = ABU = AU = U. Ceci acheve de montrer que C appartient a S.



] Le produit de deux éléments de S est un élément de S. \

b) Oa,r) U = Opq,, , (r) # U. Ainsi Opq,, ) n’appartient pas & S. Alors:

’ S n’est pas un sous-espace vectoriel de M, (R). ‘

a) AU =U et U # Opq, ,(c) donc:

’ 1 est valeur propre de A et U est un vecteur propre associé. ‘

x
T2
b) Soit A une valeur propre de A dans C, X = ) un vecteur propre de A associé & A et k un élément de [1,n]
Ty
n
tel que |xx| = Max(|z1], |22l - -, |Zn]). AX = AX. La "k*™€ ligne de cette égalité” donne : Z ak,0 T = ATk
=1
n n n n
Akl = awl = Y aceae <Y laneze =) lawel [zl =) ane .
=1 =1 =1 =1
Or V¢ € [1,n], |xe| < |zi| et are = 0. Donc V0 € [1,n], ake|xe| < age|xr|. Alors
n n n
A |zk] < Z ag.e || < Z ak.e |TK| = |2k Z ake = |zg| X 1 = |xk]. Alnsi |A| |zg| < |2kl
=1 =1 =1
Supposons que |zg| = 0. Alors Max(|z1],|z2], ..., |zn]) = 0. Donc V¢ € [1,n], |x¢| =0 ou V¢ € [1,n], z, = 0.
Par conséquent X = 0,4, ,(c) ce qui contredit le fait que X est un vecteur propre de A.
Finalement |x| # 0. Alors |A| |zg] < |zk| et |zx| > 0. En divisant par |xy| il vient: [A] < 1.
’ Si A est une valeur propre de A dans C, |\| <1 ‘
e Montrons d’abord que la condition est suffisante.
Soient r un éléments de [2, +oo[ et z1, 22, ..., 2  complexes.
Supposons qu’il existe un réel 6 et des réels positifs ou nuls py, pa, ..., p, tels que Vk € [1,7], 2z = pr €? et montrons

que |21 + 20 + -+ 2| = 21|+ 22| + -+ |2

r T T r
> pre’ (Z Pk) el = 1> m > px
k=1 k=1 k=1 k=1

s T T s s I
Z |2x| = Z |pr e’ | = Z lpx| €| = Z lpk| x 1= Z lpi| = Z Dk
k=1 k=1 k=1 k=1 k=1

k=1

Ainsi |21 + 20 + -+ + 2| = |21] + |22 + - + |20

r

ZZPk-

k=1

|21+ 224+ 4 2| = = = |ei0|: x 1=

T
Z Pk
k=1

e Montrons par récurrence sur r que la condition est nécessaire.
* Montrons que la propriété est vraie pour r = 2.
Soient z; et zo deux nombres complexes tels que |z1 + 23| = |21] + |22].
On peut trouver deux réels 0 et 6, et deux réels positifs ou nuls p; et py tels que z; = p1 e et 25 = pye’® non??

7,'02’ —

Alors |p1 e 4 pye |21 + 22| = |21] + |22] = p1 + po.



|p1 € + py 61'492’2 = (p1e® + pyei®) (W) = (p1 € + py i) (p1 e + py ).

. 2 in o n ip
|pr e + pae®|” = pi+ p1p2 P70 4 py py 170D 4 o2 = pT (el("l 02) 4 ~il0n 92)) p1 pa + p3.

, 12
|p1€ + pae™®|” = pT +2p1 pa cos(01 — 62) + p3.

De plus (p1 + p2)* = pf +2p1 p2 + p3.

i 2
%" = (pr+ p2)® = pi +2p1p2 + p5-

Alors p? 42 py pa cos(fy — 02) + p3 = |p1 e 4 pye
Donc 2 p; pa cos(b1 — 02) = 2 p1 p2. Ou p1 pa cos(61 — 62) = p1 pa.
Premier cas p; = 0.
Alors z; =0 =0 x €92 = p; %2 et 25 = py 2. Le résultats est montré car fy € R, p; € R* et py € RY.
Deuzieme cas pa = 0.
Alors zo =0 =0 x €91 = py et et z; = py €. Le résultats est montré car §; € R, p; € R* et py € RY.
Troisieme cas py # 0 et pa # 0.
Alors py p2 # 0. Comme p; po cos(61 — 62) = p1 p2 on obtient en divisant par py ps : cos(6; — 63) = 1.
Dongc il existe k dans Z tel que 61 — 0 = k27, Alors 6; = 0 + k21 donc €' = ¢*%2.
Ainsi z; = p1 e et 29 = 02 €1, Le résultats est montré car 6; € R, p1 € Rt et po € RT.
Ceci acheve de montrer la propriété pour r = 2.
* Supposons que la propriété est vraie pour un élément r de [2, +oo[ et montrons la pour r + 1.
Soient z1, za, ..., zr+1 +1 complexes tels que |21 + 29+ -+ 2,41| = |21|+ 22|+ +]|2r41|. Posons s = z1 429+ -+ 2.
Alors |z1 422+ +2r + 2041 | = |5+ zra| < sl 4 zrpa] = |zt 22+ 20|+ |zra| <zl 22+ + 2 [+ 204l
Or|z1+z04 -+ 241l =21+ 22+ -+ 2 + zr41]. Alors toutes les inégalités précédentes sont des égalités.
Ce qui permet d’écrire que |s+ zp11] = |8| + |zr41] €t 8| + |zr1]| = |21] + |22] + - + 20| + |2r41]-
Donc |5+ zp11] = [s| + [2r41] et [21 + 22+ + 2] = |s] = |z1] + |22 + - 4 [20].
La premiere égalité donne ’existence d’un réel 6’ et de deux réels positifs ou nuls p et p’ tels que s = pew/ et
Zni1=p e car la propriété est vraie pour 2.
L’hypothese de récurrence et la seconde égalité montrent qu’il existe un réel 6 et des réels positifs ou nuls

P15 P25 -+ Pr tels que Vk € H].,T']], 2k = Pk e’

pei(":s:zl+22+~~~+zr=(P1+P2+"‘+Pr)€i9-

Alors p = [p| = |pl|e”] = |pe”| = [(p1 +p2 + -+ pr) €] = |p1 + p2+ -+ pe| [ €] = |pr + p2 + -+ py .

Finalement p = p; + p2 + -+ - + p, car p; + p2 + - - - + p, est positif ou nul.

Alors pe® =s=z21+29+ 42 = (p1+p2+ -+ pp)ei? = pe®. Donc pe? = pe.
Premier cas p # 0.

Alors ¢ = ¢, Donc 2,41 = p' € = p/ €. Posons p,41 = p'.

Alors € R, Vk € [1,7 + 1], px € R* et Vk € [1,7 + 1], 2, = pr . La récurence s’acheve !

Deuzxieme cas p = 0.

Alors p1 + pa + -+ - p = 0. Comme p1, p2, ..., pr sont des réels positifs ou nuls: p; = ps = ... =p, =0.



Donc Vk € [1,7], zx = pre® =0 =0 x e = p €. Posons p,41 = p'. Alors z.11 = p' e = p.y1 €.
Ainsi 0 e R, Vk € [1,r+ 1], pr € RT et Vk € [1,r + 1], 21 = p& ¢?". La récurence s’achéve non ?

a) Posons L = {¢ € [1,n] | ax¢ # 0}. Comme sz:l ag,e = 1, il est impossible que L soit vide.

Soit r un éléments de L.

Nous allons montrer que V¢ € L, |x¢| = |zx| et que V¢ € L, xy = x,, puis nous montrerons que x, = A xy.

n n n n n
S arewe] Y anexed =Y lapel el =D arelrel < arelar] = o] x 1= |-
{=1 {=1 =1 =1 {=1

Alors les inégalité précédentes sont des égalités.

2k = [Al|zx] = [Aox| =

n

n
E QK0 Ty

(=1

n n
Nous retiendrons que g ak.¢ |xe] = E ak.¢ K| et
(=1 =1

= E |ak.¢ z¢| et nous allons exploiter successivement
=1

ces deux égalités.

Z Ak ‘Ik| donne Z (ak/ |£Ek| |xg‘))

De plus V¢ € [1,n], ars >0 et |ag| — [z = 0 done V0 € [1,n], ape (|zk| — |ze]) >0

Alors 3 (au (Jak| — |x¢|)) = 0 donne V£ € [1,n], axs (Jox| — a2]) =
/=1

Comme Yl € L, ap¢ #0:V0 € L, |z| — |xe| =0. Ainsi V€ € L, |z¢| = |xg]-

n
E Ak,e Ty

n
Notons que l'on a également V¢ € L, |x¢| = |z,|. Rappelons que = Z |ak.e xel.
=1 =1
La question 3 permet de dire qu’il existe un réels € et n réels positifs ou nuls py, p2, ..., p, tels que:
V0 € [1,n], axexe = pee?
Soit ¢ un élément de L. z; = PL i Ainsi |xe] = P i) - | PL |ei9| O
Qe Q¢ Q¢ Q| Gk
Comme r est dans L et que |z¢| = |z,| on a — L P Alors xp = Ll gio = Progio T
a ak,r k¢ Qk,r

)

Ainsi V¢ € L, x; = z,. Rappelons que si ¢ est un élément de [1,n] n’appartenant pas & L: ay ¢ = 0.

n
Alors)\xkzg aijgzg Qg Ty = E Qfp Ty = Ty E ake—xrg e =Tr X 1 =2,

=1 leL leL LeL

’ Il existe un élément r de [1,n] tel que z, = A z.

b) Montrons qu’il existe un élément ¢ de N* tel que A\ = 1.

Remarque  Dans le principe c’est assez simple. Comme z, est encore une composante de X de module maximal on
peut, comme pour xj, trouver z,. tel que x,» = Az, = A\?>xj. Et on recommence. Comme X un a un nombre fini de
coordonnées, on finira par retomber sur une coordonnée x, déja obtenue et nécessairement non nulle. Alors il existera
q dans N* tel que x5 = A\ x4 ce qui donnera A\? = 1. C’est ce qu’on lit "partout”. Le ”on finira” me géne un peu d’oti
la tentative qui suit pour faire une ”vraie” démonstration...

Raisonnons par I’absurde. Supposons donc que Vg € N*, \? £ 1.
Montrons par récurrence que pour tout élément ¢ de N*, il existe un élément k, de [1,n] tel que zp, = A 2y

e La propriété est vraie pour ¢ = 1 d’apres ce qui précede (il suffit de poser ki = r).



e Supposons que la propriété est vraie pour un élélément g de N* et montrons la pour ¢ + 1.
L’hypothese de récurrence montre qu’il existe un élément k, de [1,n] tel que zx, = A9 zy.
= |\ = |\ = |A|? =1x = . Alors = Ma .
[k, | = M ax| = || [zr| = [A]? || jok] = |ox|. Alors |oy, [ = Max ||
Alors comme nous I’avons vu dans a) pour 3, on peut trouver un élément k,, 1 de [1,n] tel que zx,, = Axp, .
Ainsi Thopr = AT, = AN x) = Atz Ce qui acheve la récurrence.
Montrons alors que les éléments de la suite (kq)qen+ sont deux & deux distincts.
Supposons qu'il existe deux éléments g et ¢’ de N* tels que ¢ < ¢’ et kg = k¢
Alors zy, = z,, . Donc Nea . = Afe . Comme 1, n'est pas nul, A¥e = \Fa’.

Alors A\fo' =ka =1 et k, — k, € N*. Ceci contredit I'hypothese.

Alors la suite (kq)qen+ est une suite indexée par N* d’éléments deux & deux distincts de [1,n] qui est un ensemble
fini !

Ceci est donc impossible et 'hypothes Vg € N*| A7 £ 1 tombe.

Donc il existe un élément ¢ de N* tel que A? = 1.

Si A est une valeur popre de A de module 1, il existe un élément ¢ de N* tel que A\ = 1.




