EXERCICE 95
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Soit A la matrice de M3(R) définie par : A = (1/2 0 1/2) . MEC E 2034
1/2 1/2 0

1. a) Justifier que la matrice A est diagonalisable.

b) Vérifier que 1 est une valeur propre de A et déterminer un vecteur-colonne propre associé.

¢) Calculer les valeurs propres de A et déterminer une base de R? formée de vecteurs propres de A.

Dans la suite de I'exercice, n est un entier supérieur ou égal & 2. On considére 'ensemble &, des matrices
A= (a; jhigi,jan de Mn(R) qui vérifient les propriétés suivantes :

pour tout (i,7) de [1,n}?, as; > 0;

1

A admet la valeur propre 1 et Xo= | ) est un vecteur-colonne propre associé a cette valeur propre.
1

2. I’ensemble S,,, muni des lois usuelles sur les matrices, est-il un espace vectoriel 7

3. Montrer que le produit de deux matrices de Sy, est une matrice de Sp.

4. Soit A un élément de S, et A une valeur propre de A.
V1 .

a) Montrer qu’il existe un vecteur-colonne propre V = ( : ) associé & la valeur propre A, pour lequel il existe
Un

un entier & de [1,n], vérifiant vy = 1 et pour tout ¢ de [1,n], [v;| < L.

b) Bn déduire que Von a1 [A| < 1 et |A—akrl <1 —apk.

5. Montrer que si les éléments diagonaux d'une matrice A de 8y, sont tous strictement supérieurs a1/2, la

matrice A est inversible.
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| EXERCICE 24 | [N2+] Rayon spectral.
Soit n un élément de N*. On pose E = M,(C)

Si A une matrice de F, on rappelle que A posséde au moins une valeur propre et on appelle rayon spectral de A le
réel noté p(A4) et égal & Alé/g%xA | Al
On appelle norme sous-multiplicative sur E toute application N de E dans R* telle que:

Al VAeE N(A) =0+ A=0g.

A2 VAeC, VA€ E, NAA) =\ N(4).

A3 V(4,B)e E?, N(A+ B) < N(4) + N(B).

A4 V(A,B) € E?, N(AB) < N(A) N(B).

Q1. a) Pour tout élément A = (a; ;) de E on pose ||A]| = Max

Max lai,;]

1

n

J

Montrer que {|.]| est une norme sous-multiplicative sur E.

n
b) Pour tout élément A = (a; ;) de E on pose Ni(A) = 11![;1<x <Z lai’jl>.
RIRN .

Déduire de a) que N est une norme sous—multiplicative sur E.

Dans toute la suite A = (a; ;) est une matrice de E.

Q2. Ici N est une norme sous-multiplicative quelconque sur E.

a) Soit A une valeur propre de A et X un vecteur propre associé.

Montrer que |[A| € N(A) (on pourra considérer la matrice B de E dont toutes les colonnes sont égales &4 X).
En déduire que p(A) < N(4).

b) k un éléments de [2, +oo[. Soit p une valeur propre de A*.

Montrer qu’il existe k éléments Ay, Ag, ..., A de C tels que X* — p = (X — X)) (X — A1) ... (X — M)

En remarquant que A* — p I, n’est pas inversible montrer que p € {A\*; A € Sp A}.

Montrer que Sp A* = {)\¥; X\ € Sp A}.

¢) Soit k dans [2, +oo]. Déduire de ce qui précede que p(4") = (p(A))k et que 0 < p(4) < (N(45)) k

Q3. On "rappelle” qu’une suite complexe (2x)r>k, converge vers 0 si et seulement si la suite réelle (|zx|)g>r, converge
vers Q.

(M) k> 1, est une suite d’éléments de E. On pose Vk € [ko, +oo, My = (m; ;(k)).

On dit que la suite (My)g>k, converge vers la matrice nulle de E si, pour tout (, ) dans [1,n]” f lirf m;,;(k) = 0.
k—+00

Il est clair que si S est une matrice quelconque de E et si la suite (Mg)r>k, converge vers la matrice nulle de E alors
les suites (S Mr)k>k, €t (My S)izr, convergent vers la matrice nulle de E.

a) Montrer que la suite (Mg)g>k, converge vers la matrice nulle de E si et seulement si . lirf [|Me]| = 0.
—-koo

b) En déduire que si la suite (A*)gen+ converge vers la matrice nulle de E: p(4) < 1.

1-p(4)

Q4. On se propose de montrer la réciproque de Q3 b). On suppose p(A4) < 1 et on pose ¢ = 5



J.F.C.

Ainsi € est un réel strictement positif et p(A) + ¢ < 1.

On "rappelle” que comme A est une matrice de M,,(C), est elle semblable & une matrice triangulaire T' =

(ce résultat est proposé dans un des exercices précédents).
Donc il existe une matrice inversible P de E telle que P'AP =T ouT = PAP™.
Soit d un réel strictement positif et D la matrice diagonale Diag (d,d>,...,d") de E.

Notons que D est inversible et que D~! = Diag (d~1,d2%,...,d™™).

n

a) Calculer D~T'D. Montrer que I'on peut trouver d dans R** tel que Vi € [1,n — 1], Z a7 tijl <e

j=i+1
Dans la suite nous supposerons que d est tel que I'inégalité précédente soit vrale.
En déduire alors que || DTD7!]| < p(4) + €.
b) Montrer que V& € N*, |[DP~*A*PD=|| < (p(A) +¢)*. Conclure.

1
E

Q5. N est une norme sous-multiplicative sur E. On se propose de montrer que p(4) = lim (N (Ak)) .

k—-+00

a) (Mg)ksh, est une suite d’éléments de E. On pose Vk € [ko, +oo[, My = (m;,;(k)).

(Fi3)1<i,j<n €st la base canonique de My (C).
Eps sig=r

On rappelle que : V(p, q,7,5) € |[1,n]]4, E,gE.s= _
Om,(cy sinon

Montrer que Vk € [ko, +oof, N(My) < Z Z |mi (k)| N(Ei ;)
En déduire que si (My)rzr, converge vers Og : thrrl N(M) = 0.
k—+oco

Etablir la réciproque (on pourra considérer N(E, , My, E, ,)).
1

b) Soit € un réel strictement positif. On pose A, = ——
: pla) +¢

Montrer que p(A.) < 1 et en déduire quil existe un élément k; de N* tel que Vk € [ky, +oof, N (AF) <1

En déduire que Vk € [k, +oo[, p(4) < (N (Ak)) < p(A) + ¢ et conclure.

(tiyj) de FE

Ce théme est abordé dans HEC MI 2011 mais les résultats importants sont établis pour A dans M, (R) et A diago-

nalisable...
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R, _ExgRo\CE 24
B = (e1,e2,e3) est une base d’un espace vectoriel E sur R. ORAL NEC 41845 ? i

-1 1 1
f est 'endomorphisme de F de matrice A = (—1 -1 —1) .
1 0 ©

Déterminer une base de Im f et une base de Ker f. Montrer que Im f et Ker f sont supplémentaires.

Déterminer les valeurs propres et les sous-espaces propres de f. f est-il diagonalisable ?
On pose u; = e3 —e3 et us = e + e — e3.

On se propose de déterminer les sous-espaces vectoriels F' de FE stables par f (f(F) C F).
a) Déterminer les droites vectorielles de E stables par f.

b) On pose P, = Vect(uq,us) et P, =Im f. Montrer que Py et P; sont stables par f.

¢) Soit P un plan de E stable par f différent de P,. Montrer que P N P est une droite vectorielle de E stable par f.
En déduire que uy appartient a P.

Montrer que f(P) # P. En déduire que u; appartient a P.

d) Donner tous les sous-espaces vectoriels de E stables par f.
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S JF.C. p. 1
EXAERCICE &x p

Exercice Q1 | Soit f un endomorphisme d’un espace vectoriel réel E.

On rappelle qu'un sous-espace vectoriel F' de E est stable par f si et seulement si f(F) C F.

a) P € R[X]. Montrer que Ker P(f) et Im P(f) sont des sous-espaces stables par f. En déduire que Ker f et Im f
sont des sous-espaces stables par f.

b) Soit k est un réel quelconque ; montrer que F' est un sous-espace vectoriel de E stable par f si et seulement si F
est stable par f — kI, ou I représente I’endomorphisme identité de E.

Dans lo suite E désigne un espace vectoriel de dimension 4 et £ = (e1,ea,€3,€4) est une base de E.

Soit f endomorphisme de E défini dans la base £ par la matrice :
On pose g = f — 21.

2 -1 -2 -3
A= (8 (2) 21 02)
0 0O 0 2
a) Calculer g°.
b) Déterminer Im(g), Ker(g), Im(g) N Ker(g),Im(g?) et Ker(g?).
Déterminer toutes les droites vectorielles stables par f.
a) Soit P un plan tel que Im(g?) C P C Ker(g®). Montrer que P est stable par g.
b) Soit F un plan sta’ple par g et v endomorphisme induit par g sur F.
i) Montrer que %2: 0.
ii) Si v = 0, montrer que F' = Kerg.
iii) Si v # 0 et si = est un vecteur de F tel que v(z) # 0, montrer que v(z) appartient & Im(v) N Ker(v).

¢) En déduire une caractérisation des plans vectoriels de E stables par f.
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‘ EXERCICE &2 ’ I N1 I Caractérisation des droites et des hyperplans stables par un endomor-

phisme. Enoncé 1.

E est un espace vectoriel sur K de dimension non nulle n. f est un endomorphisme de E.
Q1. a) Soit u un vecteur propre de f. Montrer que la droite vectorielle D engendrée par u est stable par f.

b) Réciproquement soit D une droite vectorielle de E stable par f. Montrer qu’elle engendrée par un vecteur propre
de f.

On se propose maintenant de caractériser les hyperplans de E stables par f.

On rappelle que deux hyperplans sont égaux si et seulement si leurs équations dans une méme base sont propor-

tionnelles.

Q2. A est la matrice de f dans une base B = (e1,es,...,e,) de E.

Soit H un hyperplan de E d’équation a1 1 + as z2 + - - + ap z, = 0 dans 5.
al bl
[25)] b2
Onpose V=| . |etW=2AV =| .
an bn

On pose encore H' = {z1 e; +mge§+---+$nen €EE|byzi+baze+ -+ byzy, =0}
a) Préciser la dimension de H' (deux cas).

b) Montrer qu'un élément v de FE de matrice X dans B appartient & H si et seulement si * XV = 0. Donner un résultat
analogue pour H'.

¢) On suppose que V est un vecteur propre de ‘A associé & la valeur propre A. Montrer que H est stable par f (on
pourra utiliser b) )

d) Réciproquement on suppose que H est stable par f. Montrer alors que H C H'. En déduire, en faisant deux cas
que V est an vecteur propre de tA.

1 11

Q3. IciK=R,n=3et A= 1 1 1 ]. Trouver les sous-espaces de E stables par f.
-1 1 1

Théme abordé dans oral ESCP 2003 2.3 (avec n=3), ESCP MI 2001.

a) u est un vecteur propre de f. Donc u est non nul et il existe un élément A de K tel que f(u) = Au.
Soit D la droite vectorielle de E engendrée par u. f(D) = f{Vect(u)) = Vect (f(u)) = Vect(Au) C Vect(u) = D.
Ainsi D est stable par f.

b} Il existe un vecteur non nul u qui engendre D. Comme D est stable par f, f(u) appartient & D ; ainsi il existe un
élément A de K tel que f(u) = Au. '

w étant non nul, u est vecteur propre de f. Donc D est engendrée par un vecteur propre de f.

j Une droite vectorielle de E est stable par f si et seulement si elle est engendrée par un vecteur propre de f. ]

a) Si (b1, bs,...,b,) # O, H' est un hyperplan donc H' est de dimension n — 1.

Si (b1, bo,...,0n) = 0xn, H' est égal & F et H' est de dimension n.
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H' est de dimension n — 1 si (b1, ba,...,b,) # Ox= et de dimension n sinon

1

T
b) Soit u un élément de E de matrice X dans B. On pose X = ’

T
3]
a2
vEHES T +at+ +anTn =0<= (z1 22 ... z,) | . | =0 XV =0.
Gn,

Donc u appartient & H si et seulement si XV = 0.

De méme u appartient & H' si et seulement si tXW = 0.

|lJn ¢lément u de E de matrice X dans B appartient & H (resp. H') si et seulement si XV =0 (resp. *XW = 0). l

a1
as ’ :

¢) Supposons que V = . est un vecteur propre de A associé a la valeur propre A. V n’est pas nul et ‘AV = AV.
Gn

Soit v un élément de H de matrice X dans la base B.

'XV = O, ,(x) car u appartient & H. Alors {(AX)V =*X(PAV) ='X(AV) = XXV = O, , ). Ainsi f(u) qui a
pour matrice AX dans la base B appartient a H.

H est stable par f.
T
d) H est stable par f. Soit » un élément de H de matrice X = 36:2 dans la base B. *XV = 04, ,(x)-
a:.n
Comme f(u) appartient & H et que la matrice de f(u) dans B est AX : *(AX)V = Oy, ,(x) donc !X (FAV) = Opq,,., (x)-
Alors *XW = 0y, , (k) et ainsi u est dans H'.
Ainsi H est contenu dans H' = {z1e; +z2e2+ -+ apen € E | byx1 + b2y + -+ 4+ by 2y =0}
Premier cas W est nul.
On atAV =0u4, ,(x) et V non nul donc V est un vecteur propre de *A (associé & la valeur propre 0).
Deuzieme cas W n’est pas nul.
Alors dimH' =n—-1=dimH. Comme H C H': H = H'.

Alorsayz1 +a1z1 + - +a1zy =0et byz1 + byzs + -+ + b,y z,, = 0 sont deux équations de I’hyperplan H dans la
base B.

Ces équations sont donc proportionnelles. Autrement dit il existe un élément A de K (et méme de K*) tel que:
Vk € [1,n], br = Aax.

Alors W = AV. Ainsi V n’est pas nul (H est un hyperplan) et AV = AV. V est encore est un vecteur propre de *A
(associé & la valeur propre A).
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ay
a2

Un hyperplan de E d’équation a; 21 + as 2 + -+ - + a, z, = 0 dans B est stable par f si et seulement si . est,
Qn

un vecteur propre de *A.

Notons qu’un sous-espace vectoriel de E est de dimension 0, 1, 2 ou 3.

{0g} est le seul sous-espaces vectoriel de E de dimension 0 et il est stable par f.

F est le seul sous-espace vectoriel de E de dimension 3 et il est stable par f.

Les sous-espaces vectoriels de dimension 1 (resp. 2) de F sont les droites (resp. hyperplans ou plans) de E.

Pour trouver les droites (resp. hyperplans ou plans) de E stables par f nous allons chercher les sous-espaces propres
de f (resp. ‘A).
Soit Aun réel et u =z ey +yes + zez un élément de E.
- (1-Nz+y+2z=0
weKer(f—Aldg) <= (f - A1dg)(@) =0c<= A-AL)|y | =[0] = (2z+(1-Ny+2=0
' “ —zy+(1-Nz=0
(1-Nz+y+2z=0
En faisant Ly «— Ly — Ly et Ly «— L3+ Lo il vient u € Ker(f — A Idg) <= < Az —y) =0
2-N(y+2)=0

z+y+2=0 z=0

— {
y+2z=0
Alors 0 est valeur propre de f et SEP (f,0) = Vect(es — e3).
—-r+y+z=0 y==x

z=0

Alors 2 est valeur propre de f et SEP (f,2) = Vect{es + e3).

Si/\:o,ueKer(f—AIdE)c»{

Si/\:2,iL€Ker(f—/\IdE)<=>{
z—y=0

T=y
Supposons que A # 0 et A £ 2. Alors u € Ker(f —AIldg) <= { 2=~V
(1-XNz=0

SiA#1alorsu € Ker(f — A 1dg) <= & =y =z =0 et X n’est pas valeur propre de f.
Six=1lalorsu € Ker(f —AIdg) <=z =y et z=—y.

Alors 1 est valeur propre de f et SEP (f,1) = Vect(e1 + ez — e3).

Ainsi Sp f = {0,1,2}, SEP (f,0) Vect(es — e3), SEP (f,1) = Vect(e1 + e2 — e3) et SEP (f,2) = Vect(er + e3).

Rappelons que les droites vectorielles de E stables par f sont les droites vectorielles de E engendrées par un vecteur
propre de f. Notons que les sous-espaces propres de f sont des droites vectorielles ; alors deux vecteurs propres associés
a la méme valeur propre engendrent la méme droite vectorielle.

Alors les droites vectorielles de E stables par f sont les trois sous-espaces propres de f.
SpA=Spf=1{0,1,2}. Montrons que A et 4 ont mémes valeurs propres. Soit A € R.
A €SpA &> A— X\I; non inversible <= *(A — XA I3) non inversible <= ‘A — X\ I3 non inversible <= X € Sp’A.

Ainsi Sp A = Sp?A donc Sp?A4 = {0,1,2}. Cherchons les sous-espaces propres de *A.



JF.C. p. 4

1 1 -1 z
Notonsque tA={1 1 1 |.Soit X ={y | un élément de M3 1(R).
1 1 1 z
r4+y—2=0
z+y=0 y=-z
X € SEP (*4,0) <= AX = Oy, v) = x+y+z:0¢${ ¢¢{ .
’ z=0 z=0
z4+y+2=0
1
Alors SEP (*4,0) = Vect(| -1 |).
0
r+y—z==x y—2z=0
y=-x
XeSEP (4 )<= AX =X<+=ztyt+tz=y < $+Z=O¢${
z=—z
c+y+z==z r+y=20
1
Alors SEP (t4,1) = Vect(| -1 |)
-1
r+y—z=22 y—2z== 0
T =
X €ESEP (4, 2) <= tAX =2X <= s+y+2z2=2y < y—z=$¢${ .
z=1y
T+y+z=2z Y=z
0
Alors SEP (*4,2) = Vect(| 1 |).
1
1 1 0
Ainsi SptA = {0,1,2}, SEP (*4,0) = Vect(| —1 |), SEP (*4,1) = Vect(| ~1 |) et SEP (*4,2) = Vect(| 1 |)
0 -1 1
Notons que les sous-espaces propres de A sont des droites vectorielles.
a a'
Notons également quesi [ b | et | b | sont deux éléments colinéaires de M3 1 (R), les hyperplans de E d’équations
¢ CI v

respectives az + by +cz =0 et a’ 2+ V' y + ¢’ z = 0 dans la base B sont identiques.

Finalement les hyperplans de E stables par f sont les hyperplans de E d’équations respectivesz—y =0,z —y—2z =10
et y + 2z = 0 dans la base B.

Les sous-espaces vectoriels de E stables par f sont :
{0g};
les droites vectorielles Vect(es — e3), Vect(e; + es — e3) et Vect(er + ea);
les hyperplans ou les plans d’équations respectives z —y =0,z —y—2=0¢et y + z = 0 dans la base B;

E.
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Y

@XERCICE 18 ‘ i N2 ‘ Caractérisation des droites et des hyperplans stables par un endomor-
phisme. Enoncé 2.

E est un espace vectoriel sur K de dimension non nulle n. f est un endomorphisme de E.

Q1. Montrer qu’une droite vectorielle de E est stable par f si et seulement si elle est engendrée par un vecteur propre
de f.

Q2 A est la matrice de f dans la base B = (e1,e2,...,¢,) de E.

Montrer qu'un hyperplan de E d’équation a1 1 + as €2 + - - + an ¢, = 0 dans B est stable par f si et seulement si
ai

az
est un vecteur propre de tA.

G
Théme abordé dans oral ESCP 2003 2.3 (avec n = 3), ESCP MI 2001.

e Soit D une droite vectorielle stable par f. Il existe un vecteur non nul « qui engendre D. Comme D est stable
par f, f(u) appartient & D ; ainsi il existe un élément A de K tel que f(u) = Au.

u étant non nul, u est vecteur propre de f. Donc D est engendrée par un vecteur propre de f.
e Réciproquement soit D une droite vectorielle de E engendrée par un vecteur propre u de f.
11 existe un élément A de K tel que f(u) = Au. "

f(D) = f(Vect(u)) = Vect (f(u)) = Vect(Au) C Vect(u) = D. Ainsi D est stable par f.

(rUne droite vectorielle de E est stable par f si et seulement si elle est engendrée par un vecteur propre de f. ]

Q2 | Soit H un hyperplan de E d’équation ay z1 + as 2 + -+ - + an £, = 0 dans la base B.

431
Qg

Posons V = . |- Notons que V n’est pas nul car H est un hyperplan.

Qg
Observons encore que, comme aj Z1 + @z Tz + - - + an T, = 0 est une équation de H dans B, un vecteur u de E de
matrice X dans B appartient & H si et seulement si XV = 0y, ,(k)-

T
e Supposons que H est stable par f. Soit v un élément de H de matrice X = $:2 dans la base B. ' XV = OMp 1 (K)-
~'17.n
Comume f(u) appartient & H et que la matrice de f(u) dans B est AX : {(AX)V = 0, ,(x) done *X (PAV) = Opq, i)
b1
Posons W =tAV = b:2 IX(PAV) = O, (k) donne alors by @1 + by 22 + -+ + by 2, = 0.
bn

Ainsi f est contenu dans H' = {z1e; +¥2e2+ -+ Tpe, € E | bz +byzy + -+ + by 21 = 0}.
St W est nul on a *AV = 04, ,(x) et V non nul donc V' est un vecteur propre de *A (associé & la valeur propre 0).

Supposons W non nul. Alors H' est un hyperplan de E qui contient I’hyperplan H. Ainsi H = H' car H et H' ont
la méme dimension finie.
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Alorsayz1 +a1z1+ - -+a1z1 =0et by xy + bgza + -+ - + by 3, = 0 sont deux équations de 'hyperplan H dans la
base B.

Ces équations sont donc proportionnelles. Autrement dit il existe un élément A de K (et méme de K*) tel que:
Vk € [1,n], by = Aay.

Alors W = AV. Ainsi V n’est pas nul et AV = AV. V est encore est un vecteur propre de *A (associé & la valeur

propre A).
a1
as

e Réciproquement supposons que V = . est un vecteur propre de 'A. Il existe un élément A de K tel que
2%

AV = \V.

Soit u un élément de H de matrice X dans la base B.

EXV = 0pm, (k) Alors {AX)V = X(PAV) = X(AV) = MXV =0y, ,(x)- Ainsi f(u) qui a pour matrice AX dans
la base I3 appartient a H.

H est stable par f.

ai
az

Un hyperplan de F d’équation a1 1 + as z2 + -+ -+ a, £, = 0 dans B est stable par f si et seulement si . est
Gn

un vecteur propre de *A.




