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l EXERCICE 31 ] l Nl‘ﬂ Sous espaces vectoriels stables par un endomorphisme diagonalisable.
Enoncé 1.

E est un espace vectoriel de dimension n sur K (n € N*).
f est un endomorphisme diagonalisable de E. A{, Ag, ..., Ap sont les p valeurs propres de f.
Pour tout élément & de [1,p] on pose Fy = SEP (f, Ax).

Q1. Montrer que si Gy, Ga, ..., G sont p sous-espaces vectoriels respectivement de Fy, F, ..., Fp, alors la somme
G1+ G2 + - + G est directe et stable par f.

Q2. Soit G un sous espace vectoriel de E stable par f. On pose pour tout élément k de [1,p], Gx = GN F;.
On se propose de montrer que G =G1 &G @ -+ D Gy

a) Montrer par récurrence que, pour tout k dans [1,p], si z1, z2, ...., T sont k éléments appartenant respectivement
a4 Fi, By, ..., Fy, et tels que 7 + @9 + -+ - + 25, € G alors ces éléments appartiennent également & G. '

b) Achever la démonstration du résultat proposé et conclure.

Q3. Soit G un sous-espace vectoriel de E stable par f et non réduit & {Og}. Montrer que la restriction g de f
3 G est un endomorphisme diagonalisable de G (il faut entendre que g est application de G dans G définie par
Vz € G, g(z) = f(z)).

Théme abordé dans oral ESCP 2002 2.22, ESCP MI 2001.

Montrons que la somme Gy + G2 + - - + G est directe.

Soit (@1, z2,...,2p) un élément de Gy x G2 X -+ X Gp tel que 1 + 22 + -+ + 2, = 0.
Comme (21, %2, ...,&p) appartient & Fy x Fy X --- x F, et que la somme F; + Fy + - - + F, est directe:
21 =29 =---Tp = 0p. Ceci achéve de prouver que la somme Gy + G2 + - - - + G, est directe.

Montrons ‘qu’elle est stable par f.
Soit « un élément de Gy + Gy + -+ + Gy. El(xl,xz,..‘.,xp) EGI xGax - XGp, x=214+T2+ -+ 2p.

flz) = flo) + flme) + -+ flap) = iy + Aoz + - + Az, car poﬁr tout élément i de [1,p], G; C F; et
F; = SEP (f,\i).

OrVie[l,p], z; € Gidonc Vi € [1,p], Aszs € Gy et ainsi f(z) =Mz +Xzo+ -+ Apzp €Gr+Go+ -+ Gp.

Si Gy, G, ..., G, sont p sous-espaces vectoriels respectivement de Fi, Fa, ..., Fp alors la somme G1 +Ga+ -+ G
est directe et stable par f.

a) Montrons par récurrence que, pour tout k dans [1,p], si z1, za, ...., T sont k éléments appartenant respec-
tivement & Fi, Fy, ..., Fj, et tels que 1 + 22 + - - - + 2 € G alors ces éléments appartiennent également a G.

C’est clair pour k = 1. Supposons la propriété vraie pour un élément k de [1,p — 1] et montrons la pour & + 1.

Soient 1, Ta, ...., Txt+1 des éléments de E appartenant respectivement & Fy, Fy, ..., Fry1 et tels que 21+ 2o+ -+ 241
soit dans G. Montrons que ces k + 1 éléments sont dans G.

Posons £ = 3y + T3 + - -+ + Tg41. G est stable par f donc f(z) appartient & G.
f(u[:) = f(:El + x5 +"'+$k+1) =A 21+ Axa 4 Aprt Tt

x et f(z) sont dans G donc Ags1 z — f(z) est dans G.
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Donc Ag+12 — f(2) = Mpr1 — A 21 + (Mg — A2) @2 + -+ (Akg1 — M) 2p € G et Vi € [L,E], (Aeg1 — M) z; € Fi.
L’hypothese de récurrence montre alors que Vi € [[i,\k]], (Akt1 — )z € G.

Comme Vi € [1,k], Agr1 — A #0, Vi€ [1,k], 2 € G.

Alors 1 + 2o+ 4z et £ =21 + T2 + - - - + Tpy1 appartiennent & G. Par différence x;. 1 appartient & G.

Alors Vi € [1,k + 1], z; € G et la récurrence s’achéve.

b) Montrons que G =G1 € G2 B -+ D Gyp.

Pour tout k dans [1, p], Gk = G N Fy, est un sous-espace vectoriel de G et de Fy, et Fy + F5 + - - - + F,, est directe donc
la somme G1 + G2 + - - - + G est directe et contenue dans G.

Montons l'inclusion inverse. Soit z un élément de G.
Comme E=F1 & F& - & F,, 3(z1,22,...,2p) EA X Fo X - X Fp, £ =021+ T2+ + Tp.

T = x1 + 22 + - + xp appartient & G et pour tout ¢ dans [1,p], z; € F;. La propriété de a) appliquée pour k = p
montre alors que Vi € [1,p], =; € G.

AlorsVie [1,p], z; e GNE; =G;. Doncz =z1 + 22+ +2, EG1 B G2 B --- ® Gy
Par conséquent G C G1 ® G2 @ --- & G, et finalement : G =G @G @ --- O Gp.

G est donc la somme (directe) de p sous-espaces respectivement contenus dans Fi, Fs, ..., Fp.

Un sous-espace G de F est stable par f si et seulement si il existe p sous-espace vectoriels G, Ga, ..., Gp respec-
tivement de Fi, Fy, ..., Fp tels que G =G1 & G2 & - & Gp.

@ @ est stable par f et non réduite & {Og}. g est une application de G dans G et Yz € G, g(z) = f(z).
Comme [ est linéaire, g est linéaire. Finalement g est un endomorphisme de G. Montrons que g est diagonalisable.
Pour cela.nous allons construire une base de G constituée de vecteurs propres de g.

Posons Vi € [1,n], Gs=GNF;. G=G1 G2 &--- @ G, d’aprés Q2.

Posons I = {i € [1,p] | Gi # {05} }. I n’est pas vide car G n’est pas réduit A {0g}.

G=G1®G® - 0G, = @ G,;. Pour tout ¢ dans I considérons une base B; de G; (qui n’est pas réduit au vecteur
' i€l
nul...).

Comme G = @Gi, B =" U B;" est une base de G. Or pour tout ¢ dans I les éléments de B; sont des vecteurs
. i€l iel
propres de f (associés a la valeur propre A;) donc de g.

Ainsi B est une base de G constituée de vecteurs propres de g. Alors g est diagonalisable.

: lLa restriction de f & un sous-espace vectoriel de E stable par f et non réduit & {Og} est diagonalisable.
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‘ EXERCICE 22 ‘ ‘ N2 l Comparaison des spectres de AB et BA.

A est une matrice de M, ,(K) et B une matrice de M, ,(K).
Q1. Montrer que AB et BA ont les mémes valeurs propres non nulles.
Q2. Montrer que sin =p:Sp AB=SpBA. Etsin#p?
A On a des résultats analogues pour les applications linéaires et les endomorphismes.

Théme abordé dans oral ESCP 2000 2-4 (exercice intégralement repris en 2010 (2.1)). Théme abordé en termes
d’applications linéaires dans une QSP ESCP 2007.

Netoo que ABE N, (1K) & BA ENp(ik).
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l Exercice 4‘ Autour de la réduction de fog et go f

E est un espace vectoriel sur K de dimension n. f et g sont deux automorphismes de E.

On rappelle qu’un automorphisme ”conserve la dimension”.

Q1. Montrer que f o g et go f ont les mémes valeurs propres.

Q2. Soit, A une valeur propre de fog et go f. On pose F\ = Ker(f o g — Aldg) et Gy = Ker(go f — Aldg).
Montrer que: g(Fy) C G et f(GA) C Fi. En déduire que F) et G ont méme dimension.

Q3. Montrer que fog et go f sont simultanément diagonalisables. Q4 . Cela vaut-s1 govr des endomo rptl'.inri
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| EXERCICE 3

vectoriel de dlmensmn n, ayant n valeur propres deux & deux distincts.

og =go f lorsque f un endomorphisme, d’un espace

E est un espace vectoriel de dimension non nulle n sur K. f et g sont deux endomorphismes de E.

On suppose que f a n valeurs propres distinctes. B = (ej,es,...,e,) est une base de E constituée de vecteurs propres
de f respectivement associés aux valeurs propres Ay, Az, ..., An.

Q1. On suppose que f o g = go f. Montrer que les sous-espaces propres de f sont stables par g. En déduire que les
vecteurs de B sont des vecteurs propres de g.

Q2. Montrer que: fog=go f si et seulement si f et g se diagonalisent dans la méme base.

Contenu ou presque dans oral ESCP 1998 2-29, 1999 2-18, 2012 2.7. On trowve cela dans ESCP 1996 1.2, 2004 2.17

a Vordre 2

A On a des résultats analogues pour les matrices.
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LEXERCICE 35;;7 LN].W Ensemble des matrices qui commutent avec une matrice diagonale a
éléments diagonaux deux a deux distincts.

D est matrice diagonale de M,,(K) & éléments diagonaux deux & deux distincts.

Montrer que lensemble des matrices de Mn(K) qui commutent avec D est I’ensemble des matrices diagonales de
M (K). On pourra donner deux preuves...
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@xercice | Soient A, B deux matrices M, (R).

On suppose que A admet n valeurs propres distinctes et que AB = BA.

Montrer qu’il existe un polynéme P € R[X] tel que P(A4) = B.
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} EXERCICE 3& ) Endomorphismes diagonalisables dans la méme base.

E est un espace vectoriel de dimension non nulle n sur K. f et g sont deux endomorphismes diagonalisables de E tels
que: fog=go f.
Sp(f) = {A1,A2,..., Ap} et pour ¢ dans [1,p], F; est le sous-espace propre de f associé & \;.
Sp(g) = {m1, p2,. .-, g} et pour 7 dans [1, p], pour j dans [1, ¢], G; est le sous-espace propre de g associé & p;.
Q1. Montrer que les sous-espaces propres de g sont stables par f.
4

Q2. Montrer que pour i dans [1,p] : F; = @(Fl NGj).

j=1
Q3. En déduire que f et g se diagonalisent dans la méme base.

Q4. Envisager une réciproque.

Soit y une valeur propre de g. Soit 2 un élément de SEP (g, ). g(f(x)) = f(g(2)) = f(pz) = u f(z).
Donc f(z) appartient a SEP (g, ). Ainsi SEP (g, u) est stable par f.

La symétrie du probléme permet de dire que les sous-espaces propres de f sont stables par g.

( Les sous-espaces propres de g (resp. f) sont stables par f (resp. g)J

Soit ¢ un élément de [1,p]. Montrons que F; N G1, F; NG, ..., F; NG, sont en somme directe.
Soit (w1, %2,...,24) un élément de (F; NG1) X (F;NG2) x -+ x (F5;NGy) tel que 21 + 22+ -+ -+ 24 = 0g.
Comme G, G, ..., G4 sont en somme directe (ce sont les sous-espaces propres de g) nécessairement :
71 =29 =. - =12, = 0g. Ce qui achéve de montrer que la somme (F; N Gq) + (F; NG2) + -+ + (F; NGy) est directe.
vj € [1,q], F;nG; C F; donc é(Fz NG;) C F. M‘ontrons Iinclusion inverse.

j=1 '

q

Soit z un élément de F;. Comme @ G; = E, puisque g est diagonalisable, il existe un unique élément (21,2, ..., z4)
de Gh x G x --- x G tel quemi:cil + o+ 4z
Ne reste plus alors qu’a montrer que z1, 3, ..., 4 sont des éléments de F; ce qui n’est pas une totale évidence.
T =121+ 2+ -+ 24 et z est élément de Fi. Ainsi Mj(z1 + 22+ +2¢) = Nx = f(z) = f(z1) + flx2) + - f(zg).
Donc (A; 71 — f(z1)) + (A 22 — f(z2)) + - + (A zg — f(zg)) = 0B,
Soit 7 un élément de [1,¢]. z; appartient & G; et G; est stable par f car c’est un sous-espace propre de g.

Par conséquent z; et f(z;) sont deux éléments de G; donc A; z; — f(x;) est encore un élément de Gj.

Alors (Aiz1 — f(z1)) + Nsw2 — f(z2)) + -+ (Nizg — fzg)) = 0, Vi € [1,4], Aiz; — f(z;) € G; et la somme
G1+ Gy + -+ G est directe. '

Ainsi \jzy — f{z1) = Niza — fma) - = Nzg — flzy) = 0g. Done Vi € [1,4], f(z;) = Xizj ouVje[l,q], zj € Fy.
Alors z =2y + 22+ -+ 24 € (F;NG1) + (F;NGo) + -+ + (F;NGy) et ceci pour tout élément & de F;.

Donc F; C (F;NG1) + (F;NGy) + -+ (F;NGy). Finalement :
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q
F; = @(Fl N Gj) E
j=1

Fixons ¢ dans [1,p]. Posons S; = {j € [1,¢] | F; N G; # {0g}}.

7
Supposons que S; est vide. Alors Vj € [1,¢], F; NG, = {0g} donc F; = @(E NG;) = {0g} ce qui n’est pas car F;

=1
est un sous-espace propre de f.
Donc S; n’est pas vide et F; = @ (F;nGj).
JjES;
Pour tout élément j de S; considérons une base B; ; de F; N G;.
Comme F; = @ (F;NGy), Bi=*“ U B;; " est une base de F; nécessairement constituée de vecteurs propres de f

JES; JES;
et de g.

P P
E= GB F;donc B=* U B; 7 est une base de E et ses vecteurs sont des vecteurs propres de f et de g.
i=1 i=1

Alors les matrices de f et de g dans cette base B sont diagonales.

! f et g se diagonalisent dans la méme base.

Ici f et g sont deux endomorphismes qui se diagonalisent dans la méme base By de E. Montrons que fog = go f.

By est une base de E constituée de vecteurs propres pour f et pour g. Alors les matrices de f et g dans la base By
sont diagonales donc commutent.

Mp, (f 0 g) = Mp, (f) My (9) = Mo (9) Mo (f) = Mpo(g 0 f). Alors fog=go f.

LSi f et g sont deux endomorphismes de E qui se diagonalisent dans la méme base: fog=go f J

Finalement :

{ Si f et g sont deux endomorphismes de E, f et g se diagonalisent dans la méme base si et seulement si fog = go f. ]
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@XERCICE %3 T ‘ NL‘ Commutant d’une matrice de M3(R).

0 0 0 -1 0 2
QL D=0 3 0 JetA=[ 0 1 2].
0 0 =3 2 20

Cp (resp. C4) est Pensemble des éléments de M3(R) qui commutent avec D (resp.A).

Q1. Montrer que Cp est I’ensemble des matrices diagonales de M3(R). Montrer que Cp = Vect(_l‘, D, D?
Q2. Déterminer Cy4.
Théme abordé dans oral ESCP 1995 1.11, 1996 1.23, 1999 2-17, 2008 2.21, 2010 2.18, 2012 2.1.
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EAERCICE 47 Pi

D’aprés oral ESCP 2010.

E est un espace vectoriel sur R de dimension 3. B = (e1, €2, e3) est une base de E .

11 -1
f est endomorphisme de matrice A = (1 1 1 ) dans la base B.
1 1 1

Déterminer les valeurs propres et les sous-espaces propres de f. Montrer que f est diagonalisable.

Construire une matrice inversible P dont tous les éléments de la seconde ligne valent 1 telle que P~*AP soit
une matrice diagonale D = Diag(a, §,7) avec o < f < v (on justifiera avec précision la construction).

Calculer P~!

a) Montrer que tout polynéme annulateur de A est divisible par S = X (X — 1)(X — 2).

b) Montrer que S est un polynéme annulateur de D puis de A.

¢) En déduire ensemble des polyndmes annulateurs de A

On pose £ = {Q(4); Q € R[X]}. Montrer que & = Vect(I3, A, A?)

Déterminer I'ensemble (pdes matrices de M3(R) qui commutent avec D. Montrer que CD: Vect(I3, D, D?).

En déduire 'ensemble % des matrices de M3(R) qui commutent avec A.
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‘ EXERCICE 44 T N1+ | Commutant d’une matrice de Mu(K) ayant n valeurs propres dis-
tinctes.

Q@3 .. D est une matrice diagonale de M,,(K) dont les éléments diagonaux sont deux & deux distincts.

a) Montrer que 'ensemble Cp des éléments de M, (C) qui commutent avec D est est Uensemble des matrices
diagonales de M,,(K).

b) Montrer que Cp = Vect(l,, D, D?,...,D™ 1),

Q2. A est une matrice de M,,(K) ayant n valeurs propres deux & deux distinctes. C4 des éléments de M, (K) qui
commutent avec A. K[A] = {P(4); P € K[X]}.

a) Montrer que C4 = Vect(l,, 4, A2,..., A"1) et que dim Cy = n.

b) Soit A1, Az, .., A, les valeurs propres de A. Montrer que Q = H (X — Ag) est un polynéme annulateur de A.
k=1

Montrer que K[A] = {P(4); P € Kn—1[X]} (on pourra diviser par Q), puis que K[4] = C4.
A On a un résultat analogue pour les endomorphismes.

Cela est contenu dans oral ESCP 2012 2.1.

Théme abordé pour une matrice de../\/(g(lR) dans oral ESCP 1999 2-17.

Théme abordé pour une matrice particuliére de M3(R) dans oral ESCP 1995 1.11, 2010 2-18.
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JFC. p. 1

‘ EXERCICE % é{&J (N?I Dimension du commutant d’un endomorphisme diagonalisable.

p € [2,+00]. f est un endomorphisme diagonalisable de F espace vectoriel de dimension n sur K. Ay, Az, ..., A, sont
les p valeurs propres (distinctes) de f. Pour tout ¢ appartenant & [1,p] on pose F; = SEP(f,\;) = Ker(f — A\ ldg).

S={geL(E)| fog=go [} est le commutant de f.
Q1. Montrer que S est un sous-espace vectoriel de L(E).
Q2. g est un élément de S. Montrer que pour tout élément i de [1,p], F; est stable par g.

Si ¢ appartient & [1,p], on note alors g;, application de F; dans F; qui & z associe g(x) et on pose
©(g) = (91,92, - 9p)-

Q3. Montrer que ¢ est une application linéaire injective de S dans H = L(F1) x L(F3) X -+ x L(Fp).
Q4. On se propose de montrer que ¢ est surjective. Pour tout élément ¢ de [1,p] on note p; la projection de E sur F;

P
parallélement a @ Fy.

k=1
ki

P
Soit (u1,usg,...,u,) un élément de H. On pose Vz € E, g(z) = Zui (pi(z)) (on évitera d’écrire u; o p;).
i=1

Montrer que g est élément de S et que ¢(g) = (u1,us,...,up). Conclure.

2
Q5. Déduire de ce qui précede que:dimS = Z (dim SEP(f, /\)) . Quediresin=p?
Aesp(f)

Q6. On note K[f] 'ensemble des polynémes de f. K[f] = {P(f); P € K[X]}.

P
a) Montrer que Py = H(X — Ag) est un polyndéme annulateur non nul de f de degré minimum.
k=1

En déduire que K[f] = Vect(Idg, f, f2,..., f*71) et que dimK[f] = p (on pourra utiliser Ja division euclidienne dans
KX)).

b) Montrer que K[f] C S et donner une condition nécessaire et suffisante sur ‘p pour que § = K[f].
Q7. Examiner le cas p=1...
Théme abordé dans ESSEC MI 2011.

A On a un résultat analogue pour les matrices.
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