JFC. p. 1

‘ EXERCICE 4 E)T N1 | Diagonalisibilité d’une matrice de rang 1.
n est un élément de [2, +oof. L est un élément non nul de M; (K) et C un élément non nul de M, ; (K).

Onpose A=CLeta=LC.

Q1. Calculer A2 en fonction de a et A. Qu’en déduire pour le spectre de A ?

Q2. Montrer que A est de rang 1 (on pourra expliciter A a partir des coeflicients de C et L).
Q3. Montrer que Sp A = {0,a}.

Q4. Montrer que A est diagonalisable si et seulement si A% n’est pas nulle.

Théme abordé dans oral ESCP 1995 1.2, 1.18, 1998 2-19, 2007 2.16, 2008 2.15, 2009 2.1.
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‘ EXERCICE &% | N1 | Diagonalisibilité d’une matrice de rang 1 again.
A est une matrice de M, (K) derang 1 (n > 2).

Q1. Montrer que A est diagonalisable si et seulement si A% # 0, (k)-
Q2. Montrer que A est diagonalisable si et seulement si tr A # 0.
Q3. Montrer que A est diagonalisable si et seulement si A possede une valeur propre non nulle.

A On a un résultat analogue pour les matrices.

Théme abordé dans oral ESCP 1995 1.2, 1.13, 1998 2-19, 2007 2.16, 2008 2.15, 2009 2.1.
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|[EXERCICE 4% | [N2]| Lien entre la diagonalisibilité de f et celle de f2.

E est un espace vectoriel sur K de dimension n non nulle. v est un endomorphisme de E.

Q1. Montrer que si u est diagonalisable alors u? est diagonalisable et Ker u? = Ker u.

Dans toute la suite on suppose u? diagonalisable.

Q2. On suppose que X est une valeur propre non nulle de u? telle qu’il existe o dans K vérifiant o® = A.
Montrer que SEP (u?, ) = Ker(u — aldg) @ Ker(u + aldg).

En déduire qu’il existe une base de SEP (uQ, /\) constituée de vecteurs propres de wu.

Q3. On suppose que K = C. Montrer que si Keru? = Keru alors u est diagonalisable. Et si K=R?
Theme abordé dans oral ESCP 2000 2-1, 2005 2.6, 2012 2.2. Théme implicite dans oral ESCP 2006 2.17.

Soit B = (ey,ea,...,e,) une base de E constituée de vecteurs propres de u respectivement associés aux valeurs
propres ")/1, Y25 ves Yn- .

Yk € [1,n], u(er) = i exr donc Vk € [1,n], u’(er) =72 ex. Alors B = (e1,€2,...,€,) est une base de E constituée de
vecteurs propres de u? respectivement associés aux valeurs propres 72, 73, ..., 72. u® est diagonalisable.

Soit z un élément de E de coordonnées (z1,z2,...,%,) dans la base B.

n n n
T = Z xp e, ul(z) = Z Ty Yk e et u’(z) = Z TrVE e
k=1 k=1 k=1

z € Keru <= u(z) =0g <= Vk € [L,n], z2x v =0<=Vk € [1,n], zx =0 ou s =0.
€ Keru<+=Vk € [l,n], zx =0ou~i =0 Vk € [1,n], 2172 =0 <> u?(z) = 0p <= z € Keru?.

Alors Keru = Keru?.

Ei u est diagonalisable alors u? est diagonalisable et Ker u? = Keru }

a) Soit  un élément de Ker(u—aldg). u(z) = az donc u?(z) = o’z = Az. Ainsi z appartient 3 Ker(u—aldg).

Par conséquent Ker(u — aldg) est un sous-espace vectoriel de Ker(u — AIdg). On montre de méme que Ker(u+aldg)
est un sous-espace vectoriel de Ker(u — AIdg).

Montrons maintenant que SEP (u?, X} = Ker(u — aldg) @ Ker(u + aldg).
Soit z un élément de SEP (u?,)). u(z) = A=.
Montrons par analyse/synthése qu'il existe un unique élément (y, z) de Ker(u—aldg) x Ker(u+aldg) tel que z = y+z.

Analyse/unicité. Supposons que z =y + z avec y dans Ker(u — aldg) et z dans Ker(u + aldg).

1 B
u(y) =ay et u(z) = —azdoncu(z) =ay—az y+z=zety—z= = u(z) (a n’est pas nul car A n’est pas nul).
iy . . 1 1 e TR
Par addition et soustraction on obtient : y = % (a m-l—u(x)) etz = o (a :v—u(:v)) . D’oli 'unicité de la décomposition.

1 1
Synthése/existence. Posons:y = o (az+ u(m)) et z = o (az — u(:c)) Clairement z = y + z.

uly) = 515 (au(m)+u2(m)> = 2—1(1- (au(m)—l—)\m) = ila (au(z)+a’z) = a% (u(z)+az) =ay. ye Ker(f—.aIdE).

On montre de la méme maniere que z € Ker(f + aIdg). D’ou lexistence de la décomposition.
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SEP (u?,A) = Ker(u — aldg) @ Ker(u + aldg) |

Montrons qu’il existe une base de SEP (uz, )\) constituée de vecteurs propres de u. Envisageons trois cas.

e Ker(u + aldg) = {0g}. Alors SEP (u?,\) = Ker(u — aldg) donc toute base de SEP (u?,)) est constituée de
vecteurs propres de u associés & la valeur propre «.

o Ker(u — aldg) = {0g}. Alors SEP (u?,\) = Ker(u + aldg) donc toute base de SEP (u?,\) est constituée de
vecteurs propres de u associés a la valeur propre —a.

o Ker(u — aldg) # {0g} et Ker(u + aldg) # {0g}. Soient S; une base de Ker(u — aldg) et Sz une base de
Ker(u + aldg). 8 US; est une base de SEP (u?, A) constituée de vecteurs propres de u.

Si A est une valeur propre non nulle de u? telle qu’il existe o dans K vérifiant o> = X alors il existe une
base de SEP (uz, /\) constituée de vecteurs propres de u.

On suppose que K = C, que Keru? = Keru et que u? est diagonalisable. Montrons que u est diagonalisable.
17 cas: u? est I’endomorphisme nul. -
lors Keru = Keru? = E. Ainsi u est également ’endomorphisme nul. Par conséquent u est diagonalisable.
28me a5 2 est n’est pas I’endomorphisme nul.

2

Comme u? est diagonalisable, u? a au moins une valeur propre non nulle. Notons Ai, As, ..., Ap les valeurs propres

non nulles de u?.
Comme K = C, pour tout k dans [1,p], il existe oy, dans K tel que a2 = A.

D’aprés la question précédente, pour tout élément k de [1,p], il existe une base By de SEP (u?, Ax) constituée de
vecteurs propres de u.

Distinguons encore deux cas.
a) 0 n"est pas valeur propre de u?.

Spu? = {1, Xa,..., Ay }. u? est diagonalisable donc E = SEP (u?, A1) P SEP (u?, X2) ---@SEP (u?,),).

Alors "By U By -+ U B,” est une base de E constituée de vecteurs propres de u (et de u?). Ainsi u est diagonalisable.
b) 0 est valeur propre de u?.

Soit By une base de Keru? et de Keru. Les éléments de By sont des vecteurs propres de u et u?.

Spu? = {0,A1,A2,..., A\p}. u? est diagonalisable donc E = Keru? @ SEP (f, A1) @ SEP (f,X2) --- @ SEP (f, Ap).

Alors Bg U By U By -+ U B, est alors une base de E constituée de vecteurs propres de u (et de u?). Ainsi u est
diagonalisable.

Si u est un endomorphisme d’un C-espace vectoriel, u est diagonalisable si et seulement si Ker u? = Keru

et u? est diagonalisable.

Montrons que le résultat ne vaut pas si K = R et si I'espace vectoriel considéré est de dimension au moins deux.

Soit B = (e1, e2,...,€ey,) une base d’un espace vectoriel E de dimension n sur R avec n 2 2.

Considérons I’endomorphisme u de E tel que u{e;) = ey, ules) = —eq et Vk € [3,n], uler) = ex.

(uler),ules), ..., u(en)) étant une base de E, u est un automorphisme de E car il transforme la base B de E en une
base de E.

u? est un également un automorphisme de E comme composé de deux automorphismes de E.
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Ainsi Keru = Keru? = {Og}.
Visiblement u? = —Idg. Finalement u? est diagonalisable et Ker u? = Ker u.

1% cas:n = 2.

Ici Mp(u) = (2 —61> Soit A un réel. A € Spu < X € Sp Mz(u) < ,_1)\ :/1\] =0 M+1=0.
Donc u n’a pas de valeur propre et ainsi u n’est pas diagonalisable.
2¥me casin 2 3.
Soit A un réel et soit x = z1e3 +22e2 + - + T, €, un élément de E.
Ty
£ € Ker(u - A dp) = (u— A Mg)() = Op <= (Mp() - A 1dg) | | = Onse.
m.n
—-Az1— a2 =0 To = —AXy
z € Ker(u— A 1dg) <= 21 — Az =0 =< (1+2)z =0
Vk € [3,n], 1 =Nzt =0 Vke[3,n], 1—-XNzp=0

1 =22 =0

car 1 + A2 n’est pas nul.
VEe[3,n], 1 =Nz =0

z € Ker(u — A\ Idg) <= {

SiAx#1:z€Ker(u—A1dg) = {xl =m=0 < 5 =0g, et /\ n’est pas valeur propre de u.
Vk e [3,n], 2 =0

Supposons que A = 1. Alors z € Ker(u — A Idg) <= 2y = 22 = 0.

Donc A est valeur propre de u et SEP (u,\) = Vect(es,eq, ..., €n).

Finalement Spu = {1} et dim SEP (u,1) = n — 2. Donc u n’est pas diagonalisable.

Dans les deux cas u? est diagonalisable, Ker u? = Keru et u n’est pas diagonalisable.

LLe résultat ne vaut passi K=Ret sin > Q.J

p.
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EXERCICE 45

' HEC 97 A étant une matrice de M2 (R), on considére I’application F de M3 (R) dans M3 (R) définie

par :
VM € My(R), F(M) = AM.
Q1. Montrer que F est un endomorphisme de Mj(R).

Q2. Montrer que F' est bijective si et seulement si A est inversible.

Q3. a) Soit u une valeur propre de 4 et X = [yJ un vecteur propre associé. Soient M = [5 8] et N = [8 ;J

Montrer que ces matrices sont des vecteurs propres de F' associés & p.
b) Montrer que F et A ont méme spectre.
Q4. Montrer que si A est diagonalisable alors F est diagonalisable.

Q5. Montrer que si F est diagonalisable alors A est diagonalisable.
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— BXERCICE 47

LY

[ Exercice | @(v) =uov. Lien entre la réduction de ¢ et celle de u. Oral ESCP 2005 .

Soit E un espace vectoriel sur K = R ou C de dimension finie n > 1.

On considére un endomorphisme « de E et on note ¢ Papplication de £L(E) dans lui-méme définie par :
Vv e L(E),p(v) =uow.

Q1. Vérifier que ¢ est un endomorphisme de L(E).

Q2. Soit A € K.

a) Montrer que si A est une valeur propre de ¢, alors A est une valeur propre de u.

b) Etablir la réciproque (on pourra faire intervenir un projecteur).

Q3. a) Notons E()\, ) le sous-espace propre de ¢ associé & la valeur propre A et E(),u) le sous-espace propre de u
associé & la valeur propre A. worotrous celow Jteuses Iy

Montrer que E(A, ) = L(E, E(\, u)).

b) En déduire que ¢ est diagonalisable si et seulement si u est diagonalisable.
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| EXERCICE 42 | |[N%| Lien entre la diagonalisabilité de A et de M — AM. ESCP 2009 2.18

Soit n un entier supérieur ou égal & 2, et A un élément de M, (C).

On définit T sur M,,(C) par: VM € M,(C), T(M) = AM.

Q1. a) Montrer que T est un endomorphisme de M, (C).

b) Donner une condition nécessaire et suffisante pour que 7" soit un automorphisme de M, (C).

Q2. Soit A une valeur propre de A et X un vecteur propre associé. Montrer que A est une valeur propre de T' en
exhibant une matrice propre associée.

Q3. On suppose dans cette question que A est diagonalisable. Soit (X, X2, ..., X,) une base de C™ formée de vecteurs
propres de A.

a) En considérant les matrice X; X}, pour (i,7) € [[1,71]]2, montrer que T' est diagonalisable.

b) Déterminer le rang de X;*Xj.

On admet que toute matrice de A € M,,(C) admet au moins une valeur propre.

Q4. On suppose dans cette question que T' est diagonalisable. Soit (M; ;)1<i,j<n une base de vecteurs propres de T'.

a) Soit A une valeur propre de A et X un vecteur propre associé. Montrer que Papplication ¢ : Mp(C) = M, 1(C),
définie par (M) = M X est une application linéaire surjective. '

b) En considérant la famille (o(M; ;) montrer que A est diagonalisable.

1<i,j<n
JFC : ¢) Montrer le résultat admis.
Théme abordé dans oral ESCP 1994 2.1 avec M3 (R).

On trouve dans oral ESCP 1994 2.5 M — AM B dans Ms(R) avec des matrices A et B particuliére.
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| EAERCICE 48 JFC. 4 &
\

Exercice .] L’endomorphisme ¢ : M - AM — MA

| (Ey, Es, ..., E,) est la base canonique de My, 1 (K).
|

a) Montrer que la famille (E;*E;) cfi,np2 est la base canonique de M, (K).

(i:4)
b) (X1, Xo,...,X,) et (V1,Ys,...,Y,) sont deux bases de M,, 1 (K).
Montrer que si ¢ et j sont deux éléments de [1,n]: E;*E; est combinaison linéaire de la famille (Xpth)(p’q)eﬁl)nﬂz.

En déduire proprement et simplement que (Xpt}’q)(p)q)e[[l,n]]z est une base de M, (K).

Dans la suite A est une matrice diagonalisable de M, (K).

On pose, pour tout M dans M, (K), o(M) = AM — M A.

Montrer que @ est un endomorphisme de M, (K).

Soit X est un vecteur propre de A associé & la valeur X et Y un vecteur propre de A associé & la valeur p
a) Montrer que XY est une matrice non nulle de M, (K).

b) Montrer que X*Y est vecteur propre de ¢ associé & la valeur propre A — p.

a) Montrer que toute valeur propre de A est une valeur propre de *A. Comparer Sp A et Sp {A.

b) Montrer que A est digonalisable (on pourra utiliser la semblablité... et retrouver les résultats de a)!)

a) Utiliser Q4 b), Q1 b) et Q3 b) pour montrer que ¢ est digonalisable.

b) Ecrire le Sp ¢ avec les éléments de Sp A. ¢ est-il un automorphisme de M, (K)?
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J.F.C.

( EXERCICE &3 l f N2 l Diagonalisibilité de ’endomorphisme v -+ vou —uov de L(E).

Ce sont les deus derniéres parties d’un probléme qui figure dans les sujets proposés & la fin de cet article.
E est un espace vectoriel de dimension n sur K (n > 1). f est un endomorphisme de E.

On note ®; l'application qui & tout élément g de L(E) associe fog—go f. & est clairement un endomorphisme de
L(E).

Partie IV | » Ici f est diagonalisable. On se propose de montrer que ®; est diagonalisable.

A1, Az, ..., Ap sont les valeurs propres distinctes de f.
B =(e;,ea,...,e,) est une base de F constituée de vecteurs propres de f respectivement associés aux valeurs propres
Gy, gy ooy Oy

(Eij)(i5ep,nj2 st la base canonique de M, (K). Pour tout (i,7) dans [1,n]?, u;,; est ’endomorphisme de E de
matrice E; ; dans B.

Q1. Calculer ®(u; ;) pour tout (i,7) dans [1,n]*. En déduire que ®; est diagonalisable et préciser son spectre.
Q2. a) Montrer que Ker®; = {g € L(F) | Vi € [1,p], g(SEP (f,\i)) C SEP (f, \:)}.

b) En déduire que Ker @ est isomorphe & L(SEP (f,A1)) X L(SEP (f,A2)) X --- X L(SEP (£, A,)).

¢) Préciser la dimension de Ker &y ¢t lerg®s. Etsip=n?

|

Dans cette partie on suppose que ®; est diagonalisable. On se propose dé montrer que f est diagonalisable.

Q1. On suppose que f admet au moins une valeur propre A. (g1,92,...,9n2) €st une base de L(E) constituée de
vecteurs propres de ®; respectivement associés aux valeurs propres $1, B2, ..., On2 et & est un vecteur propre de f
associé & la valeur propre A.

a) Pour tout ¢ dans [1,n], calculer f(g;(z)) en fonction de A, B; et g;(v).

b) On pose Vg € L(E), ¢(g) = g(z). Montrer que ¢ est une application linéaire surjective de £(E) dans E.

c) Montre; que f est diagonalisable.

On se propose de montrer que le spectre de f n’est pas vide.

Q2. Ici K = C.

a) Montrer que f posséde un polynéme annulateur non nul P.

b) En remarquant que P est scindé montrer qu’au moins une des racines de P est une valeur propre de f. Conclure.

Q3. Ici K =R et on raisonne par ’absurde. Supposons que f n’a pas de valeur propre. Soit A la matrice de f dans
une base de E.

On considére l'endomorphisme 14 de M,,(R) défini par: VM € M, (R), va(M) =AM — M A.

On considére également ’endomorphisme D4 de M {(C) défini par : YM € M,(C), @Z:;(M) =AM — MA.

a) Montrer que ¥4 est diagonalisable.

Montrer que fb; est diagonalisable et que ses valeurs propres sont réelles.

'b) Montrer qu’il existe un complexe non réel «v valeur propre de A. Montrer que 7 est valeur propre de A et de tA.
Soit X (resp. Y) un élément non nul de M, 1(C) tel que AX =X (PAY =7Y). .

Calculer @(X YY) et en déduire une contradiction.

Q4. Conclure.
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PART IE TZ Réduclion de ¢ Conque {est diaganclisable
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