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‘ EXERCICE 51 [ N2 Caractérisation des matrices nilpotentes.

Soit A une matrice de M,,(C). Montrer que les assertions suivantes sont équivalentes.
i) A est nilpotent c’est & dire qu'’il existe 7 dans N* tel que A" = Opq,, (¢)-

ii) 0 est la seule valeur propre de A.
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[ EXERCICE 54, ‘ N2 Polynéme minimal. Application. Oral HEC 2011 S 113.

Q1. Question de cours: Rappeler la définition du rang d’'une matrice. Une matrice carrée et sa transposée ont-elles le
méme rang ?

Q2. Dans cette question, A et B sont deux matrices carrées de M,,(K) (n € N*) qui ont moins une valeur propre
commune (K =R ou K = C).

Dans cette question j’ai remplacé le R du texte par K. Dans la correction je reste fidéle au texte original...

a) Démontrer qu’il existe un élément o de K et deux matrices de M., 1(K) non nulles telles que *AX = a X et
BY =aY.

b) En déduire qu'il existe une matrice carrée non nulle M telle que M A = BM.

. 1 2 1 .
c) Montrer que les deux matrices A = ( > et <3 ) ont une valeur propre commune et trouver une matrice

2 1 0 1
non nulie M telle que MA = BM.
Q3. Dans cette question a est un endomorphisme de C”.

a) Soit @ € C[X]. Montrer que, si z est un nombre complexe qui n’est pas valeur propre de a et si le polyndme
P = (X — 2)Q est un polynéme annulateur de a, Q est alors aussi un polynéme annulateur annulateur de a.

b) Démontrer qu’il existe un polynéme annulateur de a dont les seules racines sont les valeurs propres de a (comment
on cause ¢ HEC!!).

Q4. Dans cette question, on examine la réciproque de la propriété trouvée en Q2 et on considere deux matrices A et
B de M,,(C) pour lesquelles il existe une matrice non nulle M telle que M A = BM.

a) Que peut-on dire des valeurs propres de A et de B lorsque M est inversible 7
b) Démontrer que, pour tout polynéme P de C[X], on a: MP(A4) = P(B)M.

¢) Démentrer, 3 Paide de Q3, que A et B ont nécessairement une valeur propre commune.
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@XERCICE 53 i FNZ*‘ ! Condition nécessaire et suffisante pour qu’une matrice (resp. un en-
domorphisme) soit trigonalisable.

QL. A est une matrice de M, (K) semblable & une matrice triangulaire supérieure T' de M,,(KK).

7

On pose T' = (t;,;), et pour tout » dans [1,n], Q, = H(X —tp k)
k=1

(Ey, Fs,...,Ey,) est la base canonique de M, ;1 (K).

a) Montrer par récurrence que Vr € [1,n], Vj € [1,7], Q-(T) E; = Op,, ,(x)-

b) En déduire que @,, est un polyndéme annulateur scindé de A.

Q2. Soit E un K—espace vectoriel de dimension finie n (n € N*) et f un endomorphisme de E.

On suppose que f posséde un polynéme annulateur scindé S.

a) Montrer qu’il existe au moins une racine de S qui soit une valeur propre de f. Soit A une telle racine.

b) Montrer qu'il existe un hyperplan H de E contenant Im(f — AIdg), ot Idg désigne 'endomorphisme identité.
c) Montrer que H est stable par f. Soit i 'application de H dans H définie par:Vx € H, h(z) = f(z).

Montrer que h est un endomorphisme de H et que S€® est un polynéme annulateur scindé.

d) Montrer par récurrence sur 7, que tout endomorphisme d’un K-espace vectoriel de dimension n (n € N*) qui admet
un polynoéme annulateur scindé possede une matrice triangulaire supérieure.

Q3. Montrer les propriétés suivantes.

P1 A est une matrice de M, (K). A est semblable & une matrice triangulaire supérieure de M, (K) si et seulement,
si A posséde un polynéme annulateur scindé.

P2 Soit f un endomorphisme d’un K-espace vectoriel £ de dimension n (n > 1). 1l existe une base de E dans
laquelle la matrice de f est triangulaire supérieure si et seulement si f posséde un polynéme annulateur scindé.

P3 Toute matrice de M, (C) est semblable & une matrice triangulaire supérieure de M, (C).

P4 Si f un endomorphisme d’un C-espace vectoriel E de dimension n (n > 1), il existe une base de E dans
laquelle la matrice de f est triangulaire supérieure.
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