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QUELQUES RESULTATS (OU REFLEXES ?) UTILES EN REDUCTION

Sauf mention du contraire F, E’ et E” sont des espaces vectoriels sur K.

Niveau 1

A est un élément de M, (K) et A un élément de K.
1. A est valeur propre de A si et seulement si il existe un élément non nul X de M,, 1(K) tel que AX = A X.
2. X est valeur propre de A si et seulement si A — A I, n’est pas inversible.

3. X est valeur propre de A si et seulement si rg(A — A1) < n.

A est un élément de M,,(K) et A une valeur propre de A.

dim SEP (4,)\) = n —rg(A — \I,).

f est un endomorphisme d’un espace vectoriel F de dimension n non nulle.

1. X est valeur propre de f si et seulement si f — AIdg n’est pas injectif (resp. n’est pas surjectif, resp. n'est pas
bijectif).

2. X est valeur propre de f si et seulement si rg(f — AIldg) < dim E.

f est un endomorphisme d’un espace vectoriel E de dimension finie et A une valeur propre de f.

dim SEP (f,\) =dim F —rg(f — A 1dg).

E est de dimension 7 non nulle. B est une base de E et f est un endomorphisme de E de matrice A dans B.
1. f et A ont méme spectre.
2. Soit u est un élément de E de matrice X dans B et A un élément de K.
X est un vecteur propre de A associé a A si et seulement si u est un vecteur propre de f associé a A.

3. Soit A une valeur propre de f et A. Le sous-espace propre de f associé & A a méme dimension que le sous-espace
propre de A associé a A\. Autrement dit :

dim SEP (4, ) = dim SEP (f, \)

A est une matrice de M, (K).

1. 0 est valeur propre de A si et seulement si il existe un élément non nul X de M, 1(K) tel que AX = O0pq, ,(K)-
2. 0 est valeur propre de A si et seulement si A n’est pas inversible.

3. 0 est valeur propre de A si et seulement si rg A < n.

f est un endomorphisme d’un espace vectoriel E de dimension n non nulle.
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1. 0 est valeur propre de f si et seulement si f n’est pas injectif (resp. n’est pas surjectif, resp. n’est pas bijectif).

2. 0 est valeur propre de f si et seulement si rg f < dim E.

f est un endomorphisme de F. Ai, Ag,..., A, sont p valeurs propres de f.

Attention A1, Aa,..., Ap ne sont pas nécessairement toutes les valeurs propres de f...

Pour tout 7 dans [1,p], u; est un vecteur propre de f associé a la valeur \; et F; est une famille libre du sous-espace
propre SEP (f, \;) associé a A;.

1. (u1,ug,...,up) est une famille libre de E.
2. “FLUFU---UF,” est une famille libre de F.
3. SEP (f, A1), SEP (f, \2),..., SEP (f,\,) sont en somme directe.

p
4.3 dimSEP (f, \x) < dim E.
k=1

On suppose que E est de dimension n non nulle. f est un endomorphisme de F.

1. f possede au plus n valeurs propres distinctes.
2. Les sous-espaces propres de f (s’il en existe) sont en somme directe.

3. La somme des dimensions des sous-espaces propres de f (s'il en existe) ne dépasse pas n.

Autrement dit : Z dim SEP (f,\) < dim F |
AESD f

E est de dimension n non nulle et f est un endomorphisme de E.

Si f possede n valeurs propres distinctes, f est diagonalisable et ses sous-espaces propres sont des droites vectorielles.

E est de dimension finie non nulle et f est un endomorphisme de E .

Les assertions suivantes sont équivalentes.

i) f est diagonalisable.

37

i’) 1l existe une base de E constituée de vecteurs propres de f.

i”) 1l existe une base de F dans laquelle la matrice de f est diagonale.

)
)
i)
ii) E est la somme (directe) des sous-espaces propres de f; c’est a dire: E = @ SEP (f, ).
AESP(f)
iii) \El Z dim SEP (f,\) = dim E, autrement dit la somme des dimensions des sous-espaces
AESP f

propres de f est égale a la dimension de E. q

E est un espace vectoriel sur K de dimension n non nulle.

f est un endomorphisme ’ diagonalisable | de F.

1. On obtient une base de E constituée de vecteurs propres de f en concaténant une base de chacun des sous-espaces
propres de f.

2. Si B est une base de E constituée de vecteurs propres de f respectivement associés aux valeurs propres ai, aa, ...,
oy, la matrice de f dans B est la matrice diagonale Diag(as, o, ..., ap).
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A est un élément de M,,(K).
A1, Ag,..., Ap sont p valeurs propres de A.
Attention A1, Ao,..., Ap ne sont pas nécessairement toutes les valeurs propres de A...

Pour tout 7 dans [1, p], X; est un vecteur propre de A associé & la valeur \; et F; est une famille libre du sous-espace
propre SEP (A, ;) associé a ;.

1. (X1,X2,...,Xp) est une famille libre de M,, 1 (K).
2. “FLUFU---UF] est une famille libre de M,, 1 (K).
3. SEP (A4, A1), SEP (A, X\2),..., SEP (A, \,) sont en somme directe.

P
4. ) dimSEP (4, \) < n.
k=1

Soit A un élément de M, (K).

1. A a au plus n valeurs propres distinctes.

2. Les sous-espaces propres de A (s’il en existe) sont en somme directe.

3. La somme des dimensions des sous-espaces propres de A ne dépasse pas n.

Autrement dit : Z dim SEP (4,)\) <n |
AESP A

A est une matrice de M, (K).

Si A possede n valeurs propres distinctes, A est diagonalisable et ses sous-espaces propres sont des droites vectorielles.

A est une matrice de M,,(K). Les assertions suivantes sont équivalentes.
i) A est diagonalisable.
i) A est semblable & une matrice diagonale.

i) M, 1(K) est la somme (directe) des sous-espaces propres de A ; autrement dit M,, 1(K) = @ SEP (4, ).
A€Sp(4)

iii) La somme des dimensions des sous-espaces propres de A est égale & n ; autrement dit Z dim SEP (4, \) = n.
AeSp A

iv) Il existe une base de M,, 1(K) constituée de vecteurs propres de A.
v) A est la matrice d’'un endomorphisme diagonalisable.

vi) L’endomorphisme canoniquement associé & A est diagonalisable.

Soit A une matrice ’ diagonalisable ‘ de M, (K).

1. On obtient une base de M, 1(K) constituée de vecteurs propres de A en concaténant une base de chacun des

sous-espaces propres de A.

2. Si B est une base de M,, 1(K) constituée de vecteurs propres de A respectivement associés aux valeurs propres o,
Qg, ..., y, et si P est la matrice de passage de la base canonique de M, 1(K) a la base B alors:

P~1AP est la matrice diagonale Diag(ay, az, ..., ap).
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Soit A une matrice ’ diagonalisable ‘ de M, (K).

Ainsi il existe une matrice inversible P de M, (K) et une matrice diagonale D = Diag(ay, as,...,a,) telles que
P~1AP = D. On note, pour tout j élément de [1,n], C; la j™° colonne de P.

Alors (C1,Cs,...,Cy) est une base de M,, 1(K) constituée de vecteurs propres de A respectivement associés aux
valeurs propres a1, aa, ..., Q.

A= <CCL Z) est une matrice de Mz (K).

A est une valeur propre de A si et seulement si (a — A)(d — A) —be = 0.

A appartient & M,,(K). Si A est triangulaire les valeurs propres de A sont les éléments de sa diagonale.

Soit A une matrice diagonalisable de M,,(K).

La somme des valeurs propres de A est égale a sa trace. Z A=Tr(A) |
AESpP(A)

f est un endomorphisme de K,,[X] tel que:VP € K, [X], deg f(P) < deg P.
Alors la matrice de f dans la base canonique de K,[X] est une matrice de M1 (K) triangulaire supérieure.

Sa diagonale fournit les valeurs propres de f.

Deux matrices semblables ont méme spectre et sont simultanément diagonalisables..

FE est un espace vectoriel sur K de dimension non nulle n. f est un endomorphisme de FE.

Une droite vectorielle de E est stable par f si et seulement si elle est engendrée par un vecteur propre de f.

Si f est un endomorphisme d’un espace vectoriel £ de dimension n ayant n valeurs propres deux a deux
distinctes alors les sous-espaces propres de f sont des droites vectorielles et f est diagonalisable.

”Meéme chose” pour les matrices.

f est un endomorphisme de E et A est une valeur propre non nulle de f. Alors SEP (f,A\) C Im f.

Ainsi les valeurs propres non nulles de f sont les valeurs propres de la restriction de f & Im f qui est (presque...) un
endomorphisme de Im f.

A est une matrice de M, (K).
e Sp(*A) = Sp(4).
e Si A est une valeur propre de A :dim (SEP (*A, A)) = dim (SEP (A, N) )

e ' A est diagonalisable si et seulement si A est diagonalisable.

A est une matrice inversible de M, (K).

e 0 n’est pas valeur propre de A.
e Sp(A~1) = {1 X € Sp(A)}.
e Si A est une valeur propre de A: SEP (471, 1) = SEP (4, \).
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o A~! est diagonalisable si et seulement si A est diagonalisable.

e On suppose que A est diagonalisable et que B = (X1, X»,...,X,) est une base de M,, 1(K) constituée de vecteurs
propres de A respectivement associés aux valeur propres «y, g, ..., ay. P est la matrice de passage de la base
canonique de M, 1(K) a cette base B.

Alors B = (X3, Xa,...,X,) est une base de M,, 1(K) constituée de vecteurs propres de A~! respectivement associés
1 1 1 1 1 1

aux valeur propres —, —, ..., —, P~'AP = Diag(ay, as,...,a,) et P71 A7!P = Diag (, — )
ap Q2 7% ap Qg Qp

Soit p une projection de E. p est diagonalisable et si p n’est ni Oz(g) ni Idg alors Spp = {0, 1}.

Soit s une symétrie de FE. s est diagonalisable et si s n’est ni Idg ni —Idg alors Sps = {—1,1}.

E est un espace vectoriel sur K de dimension n (n € N*). f et g sont deux endomorphismes de FE.
Si fog=go f les sous-espaces propres de f (resp. g) sont stables par g (resp. f).

”Meéme chose” pour les matrices.

E est un espace vectoriel sur K de dimension n (n € N*). f et g sont deux endomorphismes de E.

On suppose que f admet n valeurs propres deux a deux distinctes. f est donc diagonalisable et ses sous-espaces
propres sont des droites vectorielles.

1. fog=go [ siet seulement si il existe une base de E constituée de vecteurs propres pour f et pour g.
2. fog=go f sietseulement f et g se diagonalisent dans la méme base.

”Meéme chose” pour les matrices.

R.33 | A est une matrice de M,,(K).
1. Q(Sp(A)) C Sp(Q(A)) (c’est du cours).
2. Soit A une valeur propre de A. SEP (A, \) C SEP (Q(A),Q(\)) (c’est du cours).

”Meéme chose” pour les endomorphismes...

A est une matrice de M,,(K) et @ est un élément de K[X].

On suppose que A est diagonalisable et que B = (X1, Xo,...,X,,) est une base de M,, 1(K) constituée de vecteurs
propres de A respectivement associés aux valeur propres ai, asg, ..., a,. P est la matrice de passage de la base
canonique de M, 1(K) & cette base B. Q est un élément de K[X].

e Q(A) est diagonalisable.

o B = (X1,Xs,...,X,) est encore une base de M,, 1(K) constituée de vecteurs propres de Q(A) respectivement
associés aux valeur propres Q(a1), Q(az), ..., Q(ay).

o PilAP = Diag(ala Qg,..., an) et PilQ(A)P = Diag(@(al)v Q<a2)7 R Q(O&n))
e Sp Q(A) = {Q(a1)> Q(OQ)’ ) Q(an)} ou Sp Q(A) = Q(Sp A)

?Meéme chose” pour les endomorphismes...

Soit A une matrice de M, (K) n’ayant qu’'une seule valeur propre .

A est diagonalisable si et seulement si A = A I,.
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”Meéme chose” pour les endomorphismes...

Toute matrice de M,,(K) posseéde au moins un polynéme annulateur non nul.

”?Méme chose” pour les endomorphismes...

Soit A une matrice de M,,(K) et P un polynéme annulateur non nul de A.
Le spectre de A est contenu dans ’ensemble des zéros de P.

”Meéme chose” pour les endomorphismes...

Soient A une matrice de M,,(K).
Tout multiple d’un polynéme annulateur de A est un polynéme annulateur de A.

”Meéme chose” pour les endomorphismes...

f € L(E). f est diagonalisable et A, ..., A, sont les valeurs propres distinctes de f.

(X = A1) (X = A2) ... (X — Ap) est un polyndme annulateur de f.

A e M, (K). A est diagonalisable et A1, ..., A, sont les valeurs propres distinctes de A.

(X = A1)(X = A2)...(X — Ap) est un polynome annulateur de A.

Soient A une matrice de ./\/ln() et @ un polynome annulateur non nul de A.
L’une au moins des racines de @) est une valeur propre de A.

Meéme chose pour les endomorphismes d’un espace vectoriel de dimension n sur C.

Toute matrice de /\/ln() possede au moins une valeur propre.

Meéme chose pour les endomorphismes d’un espace vectoriel de dimension n sur C.

Soit A une matrice de Mn() Soit A un élément de C.
On suppose que A est une valeur propre de A.

1. X est encore une valeur propre de A.

2. SEP (4,)) = {X; X € SEP (4,\)}.

3. dimSEP (A4,)) = dim SEP (4, \).

On consideére la matrice J = | : * ] de M, (K). On suppose m

1. SpJ = {0,n}.
2. J est diagonalisable.

3. SEP (J,0) est I'hyperplan de M,, 1 (K) d’équation z1 + x2 + - - - + z,, = 0 dans la base canonique de M,, ;(K) et
1

1
SEP (J,n) est la droite vectorielle engendrée par
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R.45| A = (a;;) est une matrice de M, (R) telle que:

Y(i,5) € [Ln]?, ai; > 0et Vi€ [1,n], Y a; =1
j=1

e 1 est valeur propre de A.

e Si A est un élément de C valeur propre de A: |\ < 1.

Niveau 2

A est une matrice de M,,(C). P est un élément de C[X]. P(Sp(A4)) = Sp (P(4)).

Méme chose pour un endomorphisme d’un espace vectoriel de dimension n sur C.

E est un espace vectoriel de dimension n sur K (n € N*). G est un sous-espace vectoriel de E.

f est un endomorphisme diagonalisable de E. A\, A2, ..., A, sont les p valeurs propres de f.

P
G est stable par f si et seulement si G = @Gk ou Gy, Ga, ..., G, sont p sous-espaces respectifs de SEP (f, A1),

SEP (f, Aa), ..., SEP (f, \,). =

Soit A une matrice de M, (K).
e Tout multiple d'un polynéme annulateur de A est un polynéome annulateur de A.

e Si Py est un polynéme annulateur non nul de A de degré minimum, ’ensemble des polynémes annulateurs de A est
I’ensemble des multiples de Fp.

e Si Py est un polynéme annulateur non nul de A de degré minimum, LES valeurs propres de A sont LES racines de
Py.

o Il existe un unique polynéme normalisé P; de K[X] tel que 'ensemble des polyndémes annulateurs de A est 'ensemble
des multiples de P;. P est le polynéme minimal de A. P; est 'unique polynéme annulateur normalisé de degré minimal
de A.

”Meéme chose” pour les endomorphismes...

A et B sont deux éléments de M,,(K). Sp(AB) = Sp(BA).
1. Sp(AB) = Sp(BA).
2. Si X est une valeur propre non nulle de AB (et de BA) : dim SEP (AB,\) = dim SEP (BA, \).
3. Si A et B sont inversibles: AB est diagonalisable si et seulement si BA est diagonalisable.

Méme type de résultat pour les endomorphismes.

Soit A une matrice de M, ,(K) et B une matrice de M, ,,(K). Notons que AB € M,,(K) et BA € M,(K).
L’ensemble des valeurs propres non nulles de AB coincide avec ’ensemble des valeurs propres non nulles de BA.

Méme type de résultat pour les endomorphismes.

A est une matrice antisymétrique de M, (R).

1. Spg A C {0} (autrement dit 0 est la seule valeur propre réelle possible de A).
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2. Spc A C iR (autrement dit une valeur propre de A est nécessairement un imaginaire pur).

Soit A une matrice de M,,(K) de rang 1.

A est diagonalisable si et seulement si A possede une autre valeur propre que 0.
A est diagonalisable si et seulement si A% n’est pas nulle.

A est diagonalisable si et seulement si la trace de A n’est pas nulle.

R.53 | A = (a;;) est une matrice de M,,(R) telle que:

n
Y(i,5) € [Ln]?, ai; > 0et Vi€ [1,n], Y a; =1
j=1
e 1 est valeur propre de A.

e Si X est un élément de C valeur propre de A: |A| < 1.

e Si de plus V(i,j) € [[1,71]]27 a;; > 0, 1 est la seule valeur propre de A dans C de module 1 et le sous-espace propre
1

1
associé est la droite vectorielle engendrée par

1

R.54 | Disques de Gerschgorin. n € [2,400[. A= (a;;) est un élément de M,,(C).

n
Pour tout ¢ élément de [1,n], on pose:r; = Z la; ;| et D; ={z € C ||z —a;;| <1}

j=1
J#i

n

En utilisant Sp A = Sp?A on obtient encore un résultat du méme type. r; = Z la; ;| est simplement remplacé par

j=1

i
T, = Z \aj7i|.
o
B - B
R.55| « et 3 sont deux éléments de K. On considere la matrice A = 6 - | de M, (K).
: -, -, /B
B - B a

On suppose n > 2 et 5 # 0.
1. SpA={a—8,a—+nB}.

2. A est diagonalisable.

3. SEP (A, o — ) est I'hyperplan de M,, 1 (K) d’équation z1 +z2 +- - -+, = 0 dans la base canonique de M,, 1 (K)
1

1
et SEP (A,a — 4+ np) est la droite vectorielle engendrée par

1

f est un endomorphisme diagonalisable d’un K-espace vectoriel E de dimension n.
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A1, A2, ..., Ag sont les valeurs propres distinctes de f. On suppose que s > 2.
1. Pour tout ¢ dans [1,s], SEP (f,\;) et @ SEP (f, \;) sont suplémentaires dans E.
j=1
i

Pour tout ¢ dans [1, s], on note p; la projection sur SEP (f, \;) parallelement & @ SEP (f,\)).

j=1
J#i

P1, D2, ---, Ps sont les projecteurs spectraux de f.

2.a)|VreN, fr=Xp +Xpat-+Xp.=> A\pi|
=1

Les puristes valideront ce qui précéde avec r € N*.

b) Si @ est un élément de K[X], | Q(f) = i Q(\) pi-
i=1

3

3. Soit j un élément de [1, s].

1 sit=y
Il existe un élément L; de K,_1[X] et un seul tel que Vi € [1,s], L;(\;) = { ].
0 sinon

p;j = L;(f) | p; est donc un polynéme de f.

Niveau 3

f est un endomorphisme d’un espace vectoriel F sur K de dimension n.
F' est un sous-espace vectoriel de F, de dimension non nulle, stable par f.

Si f est diagonalisable, la restriction de f a F' définit un endomorphisme de F' qui est diagonalisable.

E est un espace vectoriel de dimension n sur K (n € N*). G est un sous-espace vectoriel de E.

f est un endomorphisme diagonalisable de E. A1, Ag, ..., A, sont les p valeurs propres de f.

P
G est stable par f si et seulement si G = @Gk ou Gi, Ga, ..., G, sont p sous-espaces respectifs de SEP (f, A1),

SEP (f,A2), ... SEP (f, ). =

E est un espace vectoriel de dimension n sur K (n € N*).
f est un endomorphisme diagonalisable de E. A\, Az, ..., A, sont les p valeurs propres de f.
C(f) est le commutant de f donc C(f) ={g € L(|)fog=go f}.
1. C(f) est un sous-espace vectoriel de L(E).
2. Soit g un endomorphisme F.
g commute avec f si et seulement si g laisse stable SEP (f, A1), SEP (f, A2), ..., SEP (f, \p).

p
3. dimC(f) =Y dimSEP (f, \).

k=1

Meéme chose pour une matrice diagonalisable.
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E est un espace vectoriel sur K de dimension n (n € N*). f et g sont deux endomorphismes diagonalisables
de E.

1. fog=go f siet seulement si il existe une base de E constituée de vecteurs propres communs a f et a g.
2. fog=go f sietseulement f et g se diagonalisent dans la méme base.

”Meéme chose” pour les matrices.

E est un espace vectoriel de dimension n sur K (n € N*).

f est un endomorphisme diagonalisable de E. Aq, A2, ..., A, sont les p valeurs propres de f.
1. {P(f); P € K[X]} est un sous-espace vectoriel de L(E).
2. (Idg, f, f2,..., fP71) est une base de {P(f) ; P € K[X]}.
3. dim ({P(f) . Pe K[X]}) = p.

Méme chose pour matrice diagonalisable.

FE est un espace vectoriel sur K de dimension non nulle n. f est un endomorphisme de E.

A est la matrice de f dans une base B de E.

a1

a2
Un hyperplan de E d’équation a; 1 + as x2 + - - - + a, x, = 0 dans B est stable par f si et seulement si . est un

an
vecteur propre de *A.

FE est de dimension n non nulle et f est un endomorphisme de E dont les valeurs propres distinctes sont Ap,
A2, oy Ap.

P
f est diagonalisable si et seulement si H(X — Ai) est un polynoéme annulateur de f |.
k=1

Méme chose pour une matrice.

FE est de dimension n non nulle et f est un endomorphisme de FE.

1. ’ f est diagonalisable si et seulement si f posseéde un polynéme annulateur scindé a racine simple |.

2. f est diagonalisable si et seulement si il existe des scalaires v1, ¥2, ..., 7 deux a deux distincts tels que
(f=mIdg)o(f =2 Idg)o---o(f =7 Idg) = 0z(m).

Méme chose pour une matrice.

F est de dimension n non nulle et f est un endomorphisme de E.

’ 1. f est trigonalisable si et seulement si f possede un polynéome annulateur scindé ‘

2. f est trigonalisable si et seulement si il existe des scalaires v1, 2, ..., Vp tels que (f —v1 Idg) o (f —y2 Idg)o---o
(f = ldg) = Oz(m).

Meéme chose pour une matrice.




JF.C. p. 11

1. Tout endomorphisme d’un espace vectoriel de dimension n non nulle est trigonalisable.

2. Toute matrice A de M,,(C) est trigonalisable.

A = (a;;) est une matrice de M,,(R) telle que:

n
w@ﬂemﬂﬁaw>oaw6me2pM:1

e 1 est valeur propre de A.

e Si A est un élément de C valeur propre de A: |A| < 1.

j=1

e Si A est une valeur propre de A dans C de module 1, il existe un élément r de N* tel que X soit une racine r®¢ de

l'unité.

A une matrice de M,,(C). On rappelle que A posséde au moins une valeur propre et on appelle rayon

spectral de A le réel noté p(A) et égal & Max |A|.
AESP A

La suite (AP),en converge ver Opq, (¢ si et seulement si p(A) < 1.

Ovales de Cassini. n € [2,4+00]. A= (a; ;) est un élément de M,,(C).

n
Pour tout ¢ élément de [1,n], on pose:r; = Z la; -
j=1

Pour tout (i,7) élément de [1,n]” on pose: Cij = {z € C| |z — aii| |z — a; ;| < rirj}.

J#i

SpAC

U du

(i,4)€[1.n]?
i#j

ou

spAc |J Gy

1<i<jgsn

En utilisant Sp A = Sp*A on obtient encore un résultat du méme type.




