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Soit (£2,.4, P) un espace probabilisé.
Dans la suite les variables aléatoires considérées sont des variables aléatoires réelles discrétes ou a densité.

Si X est une variable aléatoire sur (2, .4, P), la fonction génératrice des moments de X est la fonction numérique
de la variable réelle

MX:u—>E(e"X) .

PRELIMINAIRE

Inégalité de Markov Ne pas rédiger.

Soit Y une variable aléatoire, sur (2,4, P), & valeurs dans R™ admettant une espérance. Montrer, dans les cas
suivants, que pour tout réel A strictement positif :

PY > )) < @

a) Y est une variable aléatoire discrete finie.
b) Y est une variable aléatoire & densité.
2
Montrer que Vx € R, ¢ < z + €” (on pourra dériver deux fois v:z — e + 1 —e® et remarquer que

e?' =T > e=1/4 > 1/2 et que v/(0) = 0).

n!
3 | Soit v un réel strictement positif. Montrer que Vn € N, V¢t € R, [¢"] < — eIl (faire trés simple, e* = 3 ...).
n
v k=

PARTIEI : QUELQUES EXEMPLES

X est une variable aléatoire sur (€2, A, P).

Déterminer M, avec précision, dans les cas suivants (on indiquera clairement le domaine de définition de Mx).
a) X suit une loi de Bernoulli de parametre p.

b) X suit une loi de géométrique de parametre p.

¢) X suit une loi normale de parametres 0 et 1.

d) X suit une loi exponentielle de parametre A.

(1—p+pe*, pe/(1L = (1 =p)e"), e /* | 327)

a) n est un élément de N* et X7, Xy, ..., X, sont n variables aléatoires indépendantes sur (£2,.4, P) ayant méme
loi qu’une variable aléatoire Y. On pose S,, = X7 + Xo + -+ - + X,,.

Soit u un élément du domaine de définition de My . Montrer que Mg, (u) existe et exprimer en fonction de My (u).

b) Trouver Mx lorsque X suit une loi binémiale de parameétres r et p.
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PARTIE II : LE CAS DES VARIABLES ALEATOIRES DISCRETES FINIES

X est une variable aléatoire discréte finie sur (2,4, P).
On suppose que X () est de cardinal r et on pose X () = {x1,22,..., 2, }.

Montrer que Mx est de classe C* sur R et que Vi € N, M)(g)(O) = BE(XY).

On considere une suite (X,,),>1 de variables aléatoires mutuellement indépendantes sur (€2, A, P) qui suivent la
méme loi que X.

On note m l'espérance de X et o sont écart-type que 1'on suppose strictement positif.
Sp — E(Sp)
V(Sh)

)

b) Ecrire un développement limité de My d’ordre 2 au voisinage de 0 (utiliser Taylor-Young, cela se fait en deux

Onpose Vn e N*, S, = X1+ Xo+ -+ X, et S =

a) Montrer que Vn € N*, Vu € R, Mg, (u) =™ = <MX(

lignes).

Ecrire un développement limité de x — In (M X (a:)) d’ordre 2 au voisinage de 0.

2

En déduire que pour tout réel u : lirJIrl Ms: (u) = e’z (ici c’est plus délicat).
n—-—+0oo
Moralité 7
u2
Remarque hIJIrl Ms: (u) = €2 vaut encore pour une variable X quelconque pourvu que Mx soit définie dans un
n—-1+0oo

voisinage de wu.

PARTIE III : AUTOUR DE L’INEGALITE DES GRANDES DEVIATIONS

Dans cette partie on suppose que X suit une loi de Bernoulli de parametre p (p €]0,1[). On pose ¢ =1 — p.

On consideére toujours une suite (X,,),>1 de variables aléatoires mutuellement indépendantes sur (€2, A, P) qui suivent
la méme loi que X.

On pose Vn € N*, S, = X1 + Xo +--- 4+ X,,.
a) Soit a un réel. Montrer que:
Sn

Vn € N*, Vu € [0, 40|, P <n > a) < (em ™ Mx(u))".

(on pourra remarquer que I’événement {57" > a} coincide avec I’événement {e“s" > e"“"}... dans le cas ou u est
strictement positif et utiliser le préliminaire).

b) Ici on considére un réel a appartenant a Uintervalle |p, 1[. On pose Yu € [0, +o0[, pq(u) = —au + In(pe™ + q).
Montrer que ¢, admet un minimum strictement négatif.

En déduire qu’il existe un réel strictement positif «, tel que

Vn € N*¥, P<Sn >a> Le X
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¢) En s’inspirant de ce qui préceéde montrer que si b est un élément de ]0, p[, il existe un réel 3 strictement positif tel
que

Vn € N*, P(S" gb) <e Hm
n

(on pourra utiliser I'inégalité de Markov avec e~%5).

Soit € un réel, strictement positif et strictement inférieur a p et a q.

a) En utilisant la question précédente, montrer que ’on peut trouver un réel 7. strictement positif tel que :

Sn

n

vneN’:P(

—p\%) <2eEm

b) Comparer cette inégalité a l'inégalité de Bienaymé-Tchebychev. Que cela vous inspire-t-il pour la loi faible des
grands nombres ?

€ est un réel strictement positif et n est un élément de N*.

S. n
a) Montrer en utilisant Q1 a) que: Vu €]0, 400, P <" >p+ s) < (e75" (pet™ + qeP*)) "
n

Sh : 2\ " 2\ .
b) En déduire que: Vu €]0, +oo[, P ( >p+ 5) < (675“ (p et qe”QUz)) < (e*“‘*“z) (on pourra utiliser le

préliminaire).

S
¢) Montrer enfin que P (7: >pte| <e T

S’ E
d) On montre de méme que P (n <p-— 5) < e~ 7™ Prouver alors que
n

52
P(‘—p’ 25) <2e 77

PARTIE IV : LE CAS DES VARIABLES ALEATOIRES A DENSITE

Dans cette question X est une variable aléatoire a densité et f en est une densité définie sur R.

Montrer que le domaine de définition de Mx est un intervalle (soit & montrer que si a et b sont deux éléments du
domaine de définition de Mx, le segment d’extrémités a et b est contenu dans le domaine de définition de Mx).

X est une variable aléatoire sur (€2, .4, P) qui suit une loi gamma de parametres b et 7.
a) Montrer que pour tout k dans N*), X posséde un moment d’ordre k qui vaut b* 7 (7 +1) (1 +2)--- (1 + k — 1).
b) Montrer que le domaine de définition de Mx est | — oo, 3[ et que:

1

Vue}—oo,i[, Mx(u) = m

¢) Montrer que Mx est de classe C* sur son domaine et vérifier que Vk € N, M)((k)(O) = B(X%).
On se propose de généraliser le résutat précédent.
X est une variable aléatoire sur (2, A, P) admettant f pour densité.

On suppose qu’il existe un réel « strictement positif tel que

+oo
Vo € [—a, o, / e”t f(t) dt converge.

— 00
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Ainsi Mx est au moins définie sur [—a, .

—+oo —+oo
a) Montrer que si z est dans [—a, o], / el 1t £ () dt et / e®Itl £(t) dt convergent.

— 00 — 00

b) Soit n un élément de N et x un élément de | — o, . Soit v un élément de |0, o — |z|[.

+o0 [

n!

Montrer que / |t el 1] £(2) dt est convergente et majorée par — / eIl £(t)dt (on pourra utiliser le point 3
— 00 ’y — 00

du préliminaire).

+oo

En déduire que L, (z) = / t™ €™ f(t) dt est absolument convergente.
—o0

¢) Soit n un élément de N et  un élément de | — «, af.

On se propose de montrer que L,, est dérivable en x et que L!,(x) = Ly 41(x).

a— |zl
2

Soit h un réel non nul tel que: |h| < . Montrer que

2,2
Ve R, [elHMt _ et _ ptett| < h—tel el

h2 +oo ot
En déduire que |L,(z + h) — L,(x) — h Ly41 ()] < - / |t|" T2 o T 1t f(t)dt. Conclure.

d) Montrer que Mx est de classe C* sur | — @, a[ et que pour tout élément k de N, E(X*) existe et vaut M)(ck)(O).

e) Soit 7 un élément de N et  un élément de | -5, %

Ici le texte a €té modifié et la correction est d’un esprit un peu différent.

" M0
MX(x)—Z )2'( )xk
k=0 ’

|x‘n+1 +oo
< / [t el f(t) dt.

Montrer que: n+ 1) N

Soit v un élément de ||z|,a — || (|z] < §...).

Montrer que:
T

n M(k)
‘Mm)—zx O < |2

k!
k=0

n+1 +00
/ eIt F () dt.

— 00

En déduire que:

+oo (k)
Mx(z) = Z MXT(O) z*.

k=0




