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SLIJET 19

n est un élément de N et n 2 2. Soit t un espace vectoriel réel de dimension n.

On note f (,8, R.) l'espace vectoriel des formes linéaires définies sur E, l(E) l'espace vectoriel cles endomorphismes de
E et ÇL(E) l'ensemble des automorphismes de -8.

on rappelle qu'un hyperplan de -E est sous-espace vectoriel de E de dimension n - j..

On note Id6 l'endomorphisme identité de E.

On appelle transvection de -E tout endomorphisme f de E tel que:

Ker(/ - Ids) est un hyperplan de E et Im(/ - Idc) C Ker(/ - Ida).

L'hyperplan Ker(/ - IdB) est appelé Ia base de / et la droite I*(/ - Id6) est appelée la direction de /.

Partie I

I 
qf lO" prend, dans cette question uniquement, t: lRz[X].

Soit / l'application définie sur.E par:VP e E, f e): P * P'(0)é2 -D.
a) Montrer que / est un endomorphisme de .8.

b) Ecrire Ia matrice de / par rapport à la base canonique (l,X,X2) de E.

c) Déterminer Ker(/ - Ida) et Im(/ - Idu ).

d) En déduire que / est une transvection de -E et donner sa base et sa direction.

I 
qz lsoit / un endomorphisme de ,8.

Montrer que / est une transvection de E si et seulement si Ker(/-Ida) est un hyperplan de -E et (l -Ido), :0r@).

I Qg I Soit / une transvection quelconque de .8.

a) Montrer que si À est une valeur propre de / alors À : 1 (on pourra utiliser (f -Ido), :Tqq, mais on démontrera
ce que I'on affirme... ce n'est pas encore du cours).

b) Déterminer l'ensemble des valeurs propres de /. L'endomorphisme / est-il diagonalisable ?

c) Montrer que / est dans ÇL(E) et exprimer "f-' e., fonction de / et de lda.

Montrer alors que /-1 est une transvection dont on donnera les éléments en fonction de ceux de /.

Partie II

IQl] "l Soit cp une forme linéaire non nulle sur .8. Montrer que Ker p est un hyperplan de .8.

b) Soit fI un hyperplan de -8. Montrer qu'il existe une forme linéaire non nulle g de E telle que H : Ker g (on pourra
définir p à partir d'une base que I'on construira astucieusement, et ici encore on montrera tout ce que I'on affirme).

Eil Solt tp une forme linéaire non nulle de E et u un vecteur non nul appartenant à Ker p.

On considère l'application fç,u de.E dans -E définie par fr,u.. $+:L+g@)u.
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Montrer gre fç,u est une transvection de E et en donner la base et Ia direction.

lEslRe"lproquement, soit / une transvection de -E de base ff et de direction D.

a) Montrer l'existence d'une forme linéaire non nulle g de E et d'un vecteur non nul u de Kerrp tels que f : Ï*,u.

b) Déterminer l'application f -e,uo fç,u.Retrouver alors l'intégralité des résultats de PI Q3 c).

IEZ] nunt cette seule question n:4et B = (er,e2,e3,e4) est une base de E.

/
/ est I'endomorphisme de t dont la matrice dans B 

"st 
a = (

\
Montrer que / est une transvection et donner ses éléments. En

Ef l "l Soit / une transvection de ,8. Soit À un réel non nul.

Montrer que I'on peut trouver une base B : ("t,e2,. . . ,err) de

/l 0 ... 0 Àr
[n 1 o,|

m:l ,'.. :l (M:rn+À.trr,,...).l:ll: '. 10,
\o o r/

On pourra faire une brève analyse puis partir d'un vecteur non

b) Énoncer et établir une réciproque.

1 0 0 0r
2 0 2 1\
2 -r 3 1l
-2 | -2 o/
déduire que ,4 est inversible et donner son inverse

E telle que Ia matrice de / dans 6 soit:

nul e1 de I-(/ - Id6) et compléter ...).


