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INTRODUCTION
b1
bo
A = (ai;) est une matrice inversible de M, (R) et B=| . | est un élément de M,, 1(R).
bn,

L’équation X € M,, 1(R) et AX = B a alors une solution et une seule X™*.
On se propose d’étudier quelques méthodes permettant non pas de calculer X* mais d’en donner une approximation.

Le tout repose sur la construction d’une suite (X,),>0 d’éléments de M, 1(R) qui converge vers X* en un sens que
I’on peut déja préciser.

DE LA CONVERGENCE D’UNE SUITE DE MATRICES COLONNES

(p)
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Supposons que:Vp € N, X, = 2 est un élément de M,, 1(R). On pose: X* =

o) T,

(p)

. )p>0 converge vers x;.

On dit que la suite (X,),>0 converge vers X* si, pour tout élément ¢ de [1,n], la suite (=

L1
T2
Pour tout élément X = | . [ de M, 1(R), on pose || X]| = 11\</Ia<x |;].
. <ig<n
Ty,

a) Soit X et YV deux éléments de M,, 1(R) et A un élément de R. Montrer que:

b HXH = 0 — X = OM'!L,I(R)'
o [[AXIF= AL X
o [X+ Y[ <[X]+ Y

X — ||X|| est une norme sur M,, 1(R).
b) Montrer que, pour tout élément X de M,, 1(R), |AX]| < [11\</[a<x (Z |az’j\)} [1X1].
RN i=1

Trouver un élément non nul X de M, 1(R) tel que I'inégalité précédente soit une égalité.
¢) Soit (X,)p>0 une suite d’éléments de M,, 1 (R). Montrer que les assertions suivantes sont équivalentes :
i) (Xp)p>o0 converge vers X*.
i) (|IX, — X*|)p>0 converge vers 0.
iii) La suite de terme général R, = AX, — B = converge vers Opq,, | (R)-

(»)
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Le plus souvent la suite (X,),>0 est définie par récurrence. On se donne Xy dans M, 1(R). On envisage la construction
de X, 41 & partir de X, de la maniere suivante. On évalue le résidu d’indice p R, = AX,, — B et on cherche un moyen
“d’améliorer” ce résidu (diminuer sa norme serait une bonne chose...) en modifiant X,. Le résultat de la modification
de X, est alors X, !

Si le passage de X, a X,41 ne modifie qu'une composante de X, on parle de relaxation; dans le cas contaire on
parle d’itération.

En relaxation, I'une des idées classiques consiste & construire X,,; a partir de X, pour faire en sorte que l'une
des composantes de R,y soit nulle. Reste & décider du rang de cette composante et du moyen de la rendre nulle.
Commengons par traiter le second probleme.

i est un élément de [1,n]. p est dans N.

rz(p+1)

a) Exprimer, pour ¢ dans [1,n], en fonction des composantes de X, 11 et des coeflicients de A.

b) Soit j un élément de [1,n]. Peut-on construire X, & partir de X,, de telle maniére que:

r§p+1) —QetVk e III,'I’L]], k 75] = x;@ZH’U — x](cp) ?

On a donc évoqué la possibilité d’annuler la composante d’indice i du résidu en modifiant uniquement la composante
d’indice j de X,. Le plus souvent on prend j = .

¢) On suppose a;; # 0. Montrer que 'on peut construire X,;1, & partir de X,,, de telle maniere que:

rPT) =0 et Vk € [1,n], k#i= x,(fﬂ) zxép).

g

n (p)
1 )
Montrer alors que : prH) - — [bi _ § aikmgp)} _ xgp) _n
Qi =1 ' Qi
ki

rz(p)

Montrer que si k est un élément de [1,n] distinct de i : r,(cpﬂ) = ’I“](Cp) — Qg
i
Compter le nombre de multiplications/divisions et le nombre d’additions/soustractions pour passer de X, et R, &

(p)
s .oy
Xpt1 et Ry (on ne calcule qu'une seule fois —).

Notons bien que le passage de X, a X1 ne modifie que la composante d’indice i de X, mais qu’il n’en est pas de
méme pour le passage de R, a Rp41.

Le choix de I'indice i débouche sur plusieurs méthodes classiques. Nous allons exposer les deux principales.
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LA METHODE DE SOUTHWELL

On suppose ici que:Vi € [1,n], a; # 0. Le choix de la composante de R, & annuler souscrit au schéma suivant.
On tape sur celui dont la téte dépasse le plus en espérant que les autres, impressionnés par une telle hardiesse, ne la
rameneront pas trop (... leur téte...)!

En clair on prend i tel que |7’§p )| = 11\</Ikau<x \r,(f )| (cet ¢ n’étant pas unique on peut prendre le plus petit i ayant cette
IFXRMN

qualité).
On se propose d’écrire un programme en TP4 permettant de construire la suite (X,)p>0.

Ecrire une fonction qui donne le plus petit rang ou le maximum des valeurs absolues des composantes d'un
élément de M,, 1(R) est atteint et qui donne aussi ce maximum.

La premiere phrase de la déclaration de cette fonction est :
Function Rang_et_Max(n : integer ; X : vecteur ; var max : real) : integer ;

Dans le programme principal figurent les déclarations suivantes.

Const DimMax=50 ; IterMax=100 ; MinCoef=1e-5 ; Epsilon=1e-6 ;
Type vecteur=array[l..DimMax] of real;
matrice=array[l..DimMax,1..DimMax] of real;

Plusieurs problémes se posent.
1. La méthode est-elle convergente ? Autrement dit la suite (X,),>0 converge-t-elle vers X* ?
2. En cas de convergence quand faut-il s’arréter de calculer des termes de la suite 7
3. L’utilisateur aura-t-il le bon gotit de proposer une matrice dont les coefficients diagonaux sont “non nuls ” ?

a) La suite (X,)p>0 converge vers X* si et seulement si la suite (Rp)p>0 (resp. (||Rpll)p>0) converge vers zéro. Il est
normal d’arréter les calculs lorsque || R,| est suffisamment petit.

Ecrire alors une procédure qui calcule X, jusqu’a ce que: ||R,|| < epsilon.

La premiere phrase de la déclaration de cette procédure est :
Procedure Southwell 1 (n:integer ; A:matrice; B :vecteur ; var X : vecteur) ;

On utilisera la fonction écrite plus haut et on pourra choisir Xg nul.
b) La convergence n’étant pas assurée on limite le nombre d’itérations & TterMax.

De plus si la valeur absolue d’un a;; est inférieure 8 MinCoef on peut la considérer comme nulle et on se refuse alors
a diviser par a;;. Le travail s’arréte.

Ecrire une fonction Sousthwell_2 qui effectue le méme travail que la procédure Southwell_1 en tenant compte des deux
contraintes précédentes.

Cette fonction devra:

- Renvoyer le nombre de termes de la suite calculés si la précision est atteinte... ainsi que le résultat
obtenu.

- Renvoyer la valeur —1 si une division n’a pu avoir lieu.

- Renvoyer la valeur —2 si on a fait le nombre maximum d’itérations sans atteindre la précision

La premiere phrase de la déclaration de cette fonction est :
Function Southwell 2 (n:integer ; A : matrice; B : vecteur; var X : vecteur ) : integer ;
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LA METHODE DE GAUSS-SEIDEL

On suppose encore que : Vi € [1,n], a;; # 0. Ici on annule successivement chaque composante du résidu de la premiere
a la derniere puis on recommence a partir de la premiere. Notons que les formules proposées dans ce qui précede sont

encore vraies.

S’inspirer de la fonction Southwell 2 pour écrire une fonction Gauss_Seidel (on peut utiliser Rang et _Max ou
réécrire une fonction Max plus simple).
(Xp)p=0 est la suite construite en utilisant la méthode précédente.

(k)
(k)

On pose pour tout élément k de N, Y, = y2 = Xn (cela revient & regrouper n pas succesifs de la méthode de
yff)
Gauss-Seidel).
Justifier le résultat suivant :
i—1
: ety _ L (D k) _
Vk e N, Vi e [1,1], v, o [Z agy; )+ Z aijy;
Jj=1 Jj=i1+1
a;; 0 0 0 a2 - a
OnposeE: a_21 h B " et F= - : .A=FE+F.
. . . 0 . v Qp—1n
anl e Apn—1 Ann O . e O

a) Montrer que E est inversible. On pose encore: M = —E~!'F et C = E~!B. Montrer que:

Vk € N, Yk+1 =MY,+C

b) Montrer que si X est un élément de M,, 1(R): MX +C =X & X = X*.

¢) Montrer que (Yy)r>o converge vers X* si et seulement si (X,,),>0 converge vers X*.

d) M = (mj;). On pose A = Max (Z |m”\) et on suppose A < 1.
j=1

1<ign

Montrer que Vk € N, ||V, — X*|| < A\* ||[Yp — X*||. En déduire que (Yx)k>0 et (Xp)p>0 convergent vers X*.
)\k

Montrer encore que:Vk € N, ||Y;, — X™|| < ||Y1 Yoll-

a) On se propose de trouver une condition suffisante portant sur A pour que A < 1.

n

Z \aij|> et on suppose p < 1.
i=1

On pose u = Max (

1<ign |CL7;Z'|
J#i
U U1
U2 V2 )
U= ) et V = ) sont deux éléments de M, 1(R) tels que MU = V. Exprimer, pour ¢ dans [1,n], v; en
Unp Un
fonction de vy, v, ..., Vi1, Ujg1, --vy Un.

Montrer par récurrence que: Vi € [1,n], |v;| < p |U]|. En déduire que: A < p < 1.
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b) Montrer que si A vérifie uniquement :

n
Vie [Ln], Y laij| <lail (1)
=t
alors A est inversible et on peut construire avec la méthode de Gauss-Seidel une suite qui converge vers X*.

Si A vérifie (1) on dit que A est & diagonale strictement dominante.
k
¢) Montrer dans ce cas que:Vk € N, [|[Yy — X*|| < pF ||Yo — X*| et ||V — X*| < 1,u7 IY1 — Yol
—p
3 1 4
Q9] 4- (2 6) b= (8)'
a) Montrer que A vérifie les bonnes hypotheses et calculer X*.

b) Yo = Opm, ,r) €t VE €N, Yy y = MY}, + C. Calculer Yy pour tout élément k de N. Vérifier que la suite (Y)r>o0
converge vers X*

e On peut démontrer que pour une matrice symétrique dont les valeurs propres sont strictement positives I’algorithme
de Gauss-Seidel converge toujours.

e La relaxation c’est bien mais la sur-relaxation c’est encore mieux! On se donne un réel w non nul. Pour passer de
Xp a X,41 on procede de la maniere suivante. On passe de X, a leH-l en utilisant Gauss-Seidel et on pose alors :

Xp+1 = (,L)XI’H_1 +(1-w) le>+1~ Ne reste plus qu’a bien choisir le w pour obtenir une convergence “optimale”.

e Revenons sur des idées entrevues dans la méthode précédente.

On est passé de 'équation AX = B a I’équation M X + C = X en partionnant A (A= E+ F...) et on a vu que, sous
de bonnes hypotheses, la suite (Yj)r>o définie par Yy € M, 1(R) et Vk € N, Yy 11 = MY}, + C convergeait vers X*.
On parle alors d’itération linéaire. Nous allons dans ce qui suit exposer une méthode d’itération linéaire reposant
sur une autre partition de A :la méthode de Jacobi.

LA METHODE DE JACOBI

aill 0 0
On suppose dans la suite que A est a diagonale strictement dominante. On pose: E = O R : ,
0 0  ann

F=A-E,M=—-E'FetC=E"B.

On choisit Yy dans M,, 1(R) et on pose:Vk € N, Y1 = MY, + C.

a) Montrer que X* est I'unique solution de 'équation X € M,, 1(R) et M X = X.
b) Exprimer, pour k dans N, les composantes de Y1 en fonction de celles de Y.

¢) Reprendre Q9 b).

1 n
11 u=M (— y ) 1.
P = i8S aa] ; aigl)- <

i
a) Montrer que si U et V sont deux éléments de M, 1(R) tels que MU =V alors ||V < p ||U]].

b) En déduire que la suite (Y%)r>0 converge vers X*.

Ecrire une fonction Jacobi, sur le modele de Southwell_2 permettant d’obtenir une approximation de X*.




