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Dans tout ce probléme, la lettre n désigne un entier supérieur ou égal & 2 et on note [1,n] 'ensemble {1,2,...,n}.
On rappelle qu’une permutation de [1,n] est une bijection de [1,n] sur lui-méme. Par ailleurs, on note

e &,, ensemble des permutations de [1,n] ;

e M,,(R) D’espace vectoriel des matrices carrées d’ordre n & coefficients réels ;

o M, ,(R) Pespace vectoriel des matrices & p lignes, ¢ colonnes & coefficients réels ;

e m; ; I’élément générique d’une matrice M, c’est-a-dire le réel situé a I'intersection de la i-ieme ligne et de la j-ieme
colonne de M ;

e ‘M la transposée d’une matrice M.

Lorsque o appartient & &,,, on appelle matrice de la permutation o la matrice de M,,(R) notée P, dont le terme
s s ;. .o 2 . . . .
générique p; ; vérifie:V(4,5) € [1,n]", p;j = 1si (i) = j et p; ; = 0 sinon.

0 1 0
Par exemple, pour n = 3 et ¢ € B3 définie par 0(1) =2, 0(2) =3, 0(3)=1, P, =0 0 1

1 0 0
E,, est 'ensemble des matrices M appartenant & M,,(R) vérifiant la propriété suivante :

Vi e [1,n], Vj € [1,n], Zm““ = ka,j.
k=1 k=1

Dans ce cas, la valeur commune de ces sommes sera notée w(M). E; est Pensemble des matrices de E,, dont les
coefficients sont positifs ou nuls.

PARTIE I: Quelques généralités sur les matrices de permutation.

Montrer que le nombre de matrices de permutation de [1,n] est n!.
o est une permutation de [1,n]. Montrer que P, est une matrice orthogonale.
Ecrire la matrice P, correspondant & la permutation ¢ de [1,7n] définie par:

Vie[l,n—1], ¢(i)=i+1et pn)=1.

n
Déterminer les matrices: (P,)? et (P,)3, puis donner (P,)* pour tout k dans [1,n]. Calculer Z Pg.
k=1

Méme chose par le chemin des écoliers... Ecrire la matrice P, correspondant a la permutation ¢ de [1,n]

définie par :
Vke[l,n—1], @k)=k+1etpn)=1.

a) Trouver les valeurs propres et les sous-espaces propres de P, considérée comme matrice de M, (C).

k27w

b) Vk € [1,n], \p = €' "+ . Q est la matrice de M,,(C) dont I’élément situé & P'intersection de la k*™° ligne et la £°™®
colonne est AX.

Montrer que QQ = n I, et que Q' P,Q = Diag(A1, A2, ..., A\y).

¢) Montrer que Q! (Z P;) @ = Diag(0,0,...,0,n). En déduire Z P
r=1

r=1

a) o et o’ sont deux permutations de [1,n]. Montrer que P, P,y = P,ioq.
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b) P est une matrice d'une permutation de [1,n]. Montrer que pour tout élément k de Z, P* est encore une matrice
d’une permutation de [1,n].

¢) P est une matrice d’une permutation de [1,n]. Montrer que I'on peut trouver deux élémenst distincts ¢ et ¢’ de N
tels que P? = pe (on pourra utiliser Q1). En déduire qu’il existe un élément r de N* tel que P" = I,.

L est Pensemble des matrices de M,,(R) qui commutent avec tous les matrices des permutations de [1,n].
a) Soit B = (b;;) un élément de M,,(R) et o une permutation de [1, n].

Montrer que: BP, = P, B si et seulement si V(i, j) € [1, 7], bio—1(j) = bo(i),j-

a B - B

b) a et 3 sont deux réels. On considere la matrice M («, 8) = ﬁ @ de M, (R).
: . .. /8
B - B «

M(a, 3) = (m; ;) avec m; ; = a si i = j et [ sinon.
Montrer que M («, 3) est dans L.

¢) Réciproquement, montrer que si B est dans L, il existe deux réels « et ( tels que B = M(«, ().

PARTIE II: Etude de ’ensemble E,,.

On note J la matrice de M,,(R) dont tous les coefficients valent 1 et U la matrice colonne a n lignes égale & |

1
a) Montrer que E, est un sous espace vectoriel de M, (R) et que l'application w : E, = R M +— w(M) en
est une forme linéaire.

Montrer que le noyau de w et la droite vectorielle engendrée par J sont supplémentaires dans F,,.

b) Soit M un élément de M, (R). Etablir que : M appartient a E,, si et seulement si U est vecteur propre commun &
M et *M associé & une méme valeur propre.

¢) Soit M un élément de M, (R). Etablir que: M appartient & F,, si et seulement si M commute avec J.

d) Vérifier alors que E,, est stable pour le produit matriciel et préciser w(M N) en fonction de w(M) et w(N) lorsque
M et N appartiennent a F,,.

On se propose dans la suite de cette partie de montrer qu’il existe une base de E,, constituée de matrices de permutation.
Pour (r,s) € [2, n]]z, on note A, s la matrice de E,, d’élément générique a:j, telle que :

1 s (i,5) = (1,1) ou (i,5) = (r,s)
~L s () = (18) o0 (o) = (1)

V(i 5) € [Ln]?, a7 =

(Eij),j)eq,np? est la base canonique de M, (R). Ainsi si (4, j) appartient a [1, n]?, Ei; est Pélément de M., (R) dont

seme

tous les coefficients sont nuls sauf celui situé & l'intersection de la i®™ ligne et de la j colonne qui vaut 1.
a) Si (r,s) est un élément de [2,n], exprimer A, s en fonction de Ey 1, E, s, E1 5 et Ey 1.

Soit (Ar.s) (r,s)ef2,ny? Une famille de réels. Montrer que:

)

Z )\r,s Ar,s = <Z Z Ar,s) El,l + Z Z >\r,s E’r’,s - Z <Z )\r,s> El,s - Z <Z Ar,s) Er,1~
2

r=2 s= r=2 s=2 r=2 s=2 s=2 r=2 r=2 s=2

b) Montrer alors que (4;.5) (. 5 e[2,n)? est une famille libre de Kerw.
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c) Soit M = (m; ;) un élément de Ker w. On pose V(r,s) € [2,n]?, Ars = My s. Vérifier que M = 5 > A,
r=2 s=2

s Ar,s

d) Déterminer la dimension de Kerw puis celle de E,,.
a) Etablir que pour toute permutation o de [1,n], la matrice P, appartient & E,,

Montrer que les matrices des permutations de [1,n] sont les seules matrices M de E,, telles que w(M) = 1 n’admettant
qu’un seul élément non nul par ligne et par colonne.

b) Montrer que J est somme de matrices de permutations de [1,n].

¢) Soit (r,s) un élément de [2,n]*. Montrer qu’il existe deux permutations 71 et 75 de [1,7] telles que :
71(1) =1, n(r) =s, 2(1) = s, 72(r) = 1 et Vk € [1,n] — {1, r}, 71 (k) = 72(k).

Exprimer alors A, ; comme combinaison linéaire de matrices de permutations de [1,n].

d) Que dire de la famille (F;), g, pour Ep ?

Prouver qu’il existe (n — 1)? 4+ 1 permutations oy, 09, .. ., O(n-1)2+1 de [1,n] telles que (Py,, Po,,. .., Pg(nil)zﬂ) soit
une base de FE,,.
Que représente la somme des composantes d’une matrice M de FE,, relativement a cette base ?
PARTIE III Etude de ’ensemble E; .
a) Montrer qu’une matrice de E, possédant au moins n? — n + 1 coefficients nuls est nulle.
b) Montrer que E;' est stable pour le produit matriciel et que pour toute famille (o1, o3, ...,0,) de permutations de
P
[1,n] et toute famille (a1, g, ..., ap) de réels positifs ou nuls, Z apP,, € E}.
k=1

Dans la suite de cette partie on admet le résultat suivant dont la démonstration sera 1’objet de la partie

facultative ! | IV : pour toute matrice non nulle M = (m; ;) de E;f, il existe une permutation o de [1,n] telle que:

M1 ,6(1)M2,0(2) - - - Mn,o(n) > 0.
a) M est une matrice non nulle de E;I. ¢ est une permutation de [1,7] telle que my ,(1yM2,5(2) - - - My o(n) > 0.
On pose : ¢ = Min{my (1), M2,5(2); - - - s Mo (n) }-

Montrer que M — cP, est une matrice de E;" dont le nombre de coefficients nuls est strictement inférieur au nombre
de coeflicients nuls de M.

b) En déduire que pour toute matrice non nulle M de E; il existe, un élément p de [1,n? —n + 1], p permutations

P
01,02,...,0p de [1,n] et p réels aq, s, ..., q, strictement positifs tels que: M = Z o Py, .
k=1
3 1 2
¢) Exemple:lorsque M = | 3 1 2 |, exprimer M comme combinaison linéaire & scalaires strictement positifs de
0 4 2
matrices de permutations de [1, 3].

Une application : I’espace vectoriel R™ est muni de sa structure euclidienne canonique et on note < x,y > le
produit scalaire de deux vecteurs x et y de R™.

On désigne par (u,ua,...,u,) et (v1,v2,...,v,) deux bases orthonormées de R™.
a) Donner, pour tout élément i de [1,n], les coordonnées de u; dans la base (vy,va,...,v,).

Vérifier que la matrice M, , = ((< v;,u; >)?) appartient & E;} et donner la valeur de w(M, ).
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Lorsque o est une permutation de [1,n], préciser M, , dans le cas ot (v1,va,...,Vn) = (Us(1), Us(2)s - - - > Uor(n))-
b) On introduit un endomorphisme s de R™ tel que (w1, ug, - . ., uy) soit une base de vecteurs propres de s respectivement
A1
A2
associés aux valeurs propres A1, Ao, ..., A\,. On note A la matrice . de M,, 1 (R).
An
< s(vy),v1 >
Jusitifier que s est symétrique. Montrer I’égalité matricielle : : = M, ,A.
< s(vp), vp >

b) En utilisant la question IIL.2.b, établir que pour toute forme linéaire f de M, 1(R), il existe deux permutations o
et o’ de [1,n] vérifiant : f(P,A) < f(My,A) < f(PyrA).

d) On suppose que: A} <Ay <...< A\, et r €[1,n].

Trouver une forme linéaire f permettant d’en déduire les inégalités :

T

T s
Z)\k < Z < s(vk), v >< Z)\nﬂurk
k=1 k=1 k

=1

Que représente le terme < s(vg),vr > dans la matrice de s relativement a la base (vi,ve,...,v,)? Pouvez vous
donner une interprétation matricielle des inégalités obtenues ci-dessus ?

La partie qui suit est facultative

PARTIE IV: Démonstration du résultat admis.

L’objet de cette derniére partie est la justification du résultat admis dans la partie ITI.1.

Lorsque (p,q) € [[1,71}]2, on appelle sous-matrice de type (p,q) de la matrice M appartenant & M,,(R) toute matrice
extraite de M en supprimant de M n — p lignes et n — ¢ colonnes.

On suppose que M appartient & M,,(R) et qu’elle contient une sous-matrice nulle de type (p, q).

X 0
a) Montrer qu’il existe deux permutations o et o’ de [1,n] telles que: P, M P, = ( ) avec X € My, ,—4(R),

Z Y
ZeMpy_pn—yqR)etY € M,,_, ,(R).

b) En déduire que si M est une matrice non nulle de E;" on a p+ ¢ < n (on pourra s’intéresser a la somme des
coefficients de M).

On désire établir la propriété (P,) suivante:si M appartient & M, (R) et vérifie 'hypothese (H,) : Vo €
By My o(1)M2,6(2) - - Mn,o(n) = 0, alors M contient au moins une sous-matrice nulle de type (p, q) avec p+q = n+1.

Notons que l'on peut implicitement définir H,, pour n = 1 et qu’alors, une matrice de My (R) vérifie H; si et seulement

st ¢’est la matrice nulle.
a) Le vérifier pour n = 2.
b) n étant supérieur ou égal & 3, on suppose que la propriété (Py) est vérifiée pour tout k € [2,n — 1].
On désigne par M une matrice appartenant a M, (R) et vérifiant (H.,,).
e Etablir que M contient une sous-matrice de type (n — 1,n — 1) vérifiant (H,_1).

e En déduire qu’il existe deux permutations T et 7’ de [1,n] et deux éléments p et g de [1,n] tels que:p+ ¢ =n et
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X 0
P,MP. = p ‘ v avec X € M,(R), Z € M, ,(R) et Y € M,(R).
e Montrer que X vérifie (H,) ou Y vérifie (H,).
e En déduire alors que M contient une sous-matrice nulle de type (p’,¢’") telle que p’ + ¢’ = n + 1 et conclure.

Montrer alors, & I’aide de 2) b) que pour toute matrice non nulle M de E;', il existe une permutation o de [1,n]
telle que : my 5(1)M2,6(2) - - - M0 (n) > 0.




