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SERIES

Exercice 1 | Soit (un)n>n, une suite de réels. La suite de terme général u,, est de méme nature que la série de
terme général U, 11 — Up.

+oo
En cas de convergence : Z (U1 —ug) = (ngrfoo un) — Upg-
k}:’no
n 1 n
Application. La suite de terme général ; z Inn est convergente et ; 7~ Inn.

n
Posons, pour tout élément n de [ng, +00[, vy = upt1 — uy, €t Sp = Z Vg
k=ng
n
Remarquons que Vn € [ng, +oof, Sp = Z (Ugt1 — Uk) = Upp1 — Ung-

k‘:no

L’équivalence des assertions suivantes donne alors le résultat.
- La série de terme général v,, converge.
- La suite de terme général S,, converge.

- La suite de terme général u,; — uy, converge.

(]

- La suite de terme général u,, 1 converge.

- La suite de terme général u,, converge.

n
1
Application. Posons Vn € N*, u,, = Z . Inn.

k=1

1 1 1
Vn e N*, upy1 —up=———In(n+1)+Inn= ”1—ln(1+>.
n n

+1 1+
22
Au vosinage de 0: vl r—24o(x?)etIn(l+z)=x— 5 + o (z?).
x

2 a? 2 a? 2 a?
Alors a —In(l+2)=2—2° -+ ?—I—Ox = —?—&—O(x ). Ainsi T2 —ln(l—&—x)zzo—?.

1

, = 1 1 1

Par conséquent w11 — u, = ﬂ —In{1+ )T o —(Upt1 — Up) et s

. 1 . . -
La convergence de la série de terme général 52 et les regles de comparaison des séries a termes positifs donnent la
n
convergence de la série de terme général —(u, 41 — Uy).

n

Ainsi la série de terme général u,1 — u, converge donc la suite de terme général u,, = E 7 Inn converge.

k=1
n n
Notons v sa limite. lim Un _gdone lim | *=L— 1| =0Ainsi lim =L —1et Z —~Inn.
n—-+oo Inn n—-+00 Inn n—+oo Inn 1 k

n —+oo
. . 1 1 1
Exercice Montrer que nll}}-loo (kg_l T In n) = E [k —1In (1 + k)]

k=1
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Produit de Cauchy de deux séries (an)n>0 €t (bn)n>0 sont deux suites de réels positifs.

n
On pose Vn € N, ¢, = Z ay by _r. Montrer que :

=0 n n n 2n
VnEN,chQZakZbk<ch.
k=0 k=0 k=0 k=0

Montrer que si les séries de terme généraux a,, et b, convergent, la série de terme général c¢,, converge et

“+oo “+o0 +oo
E Cr = E G, § bn .
k=0

k=0 k=0

e Soit n un élément de N.

;CV; (Zk: aibk_i> :zn: (zn: aibk_i> :zn: niiaibj

i=0 i=0 \k=i i=0 \j=0
Vi € [0,n], Vj € [0,n], a;b; > 0; donc Vi € [0,n], Vj € [0,n], > a;ib; <> aib;
j=0 j=0
Ainsi Z CL = Z Z a;b; | < Z a;jb; | = Z a; Z b; = Z a; Z bj. D’ou la premiere
k=0 i=0 \j=0 i=0 \j=0 i - ; i

inégalité.
2n 2n k 2n 2n 2n 2n—1 n
LTSI D SRS B oY ST B ol S B
k=0 k=0 \i=0 i=0 \k=i i=0 \ j=0 i=0

2n 2n—1
Z Z a; b; | est positif car les suites (an)n>0 et (bn)n>0 sont a termes positifs.
i=n+1 7=0

2n n 2n—1
Ainsi Z cp = Z Z a; b;
k=0 i=0 \ j=0
2n n 2n—1 n n n n
Vi € [0,n], V5 € [0,2n], aibj206t2n7i2ndonchk> Zaibj 22 Zaibj = a; b;.
k=0 i=0 \ j=0 i=0 \j=0 i=0  j=0
Ceci acheve de prouver la seconde inégalité.
n n
e Supposons que les séries de terme généraux a,, et b, convergent. Les suites de termes généraux Z ay, et Z by, sont
k=0 k=0
“+o00 +oo
croissantes et convergent respectivement vers Z aj et Z bk
k=0 k=0
n n n +oo —+o0 n +oo —+oo
AlorsVn e Ny > e < D) ar Y. b < DY) ap Y, b Ainsivn e N, > e < > ar D, b
k=0 k=0 k=0 k=0 k=0 k=0 k=0 k=0

La série de terme général ¢, est a termes positifs et la suite de ses sommes partielles est majorée ; cette série est donc

convergente.

Remarque Ce résultat vaut encore si les deux séries sont absolument convergentes (et méme si l'une est convergente
et lautre est absolument convergente).

2n +o0

n n +oo +oo +oo
Vn € N, Z cr < Z ag Z b < Z cn. En passant a la limite il vient Z cr < Z ag Z br < Z Ck-
k=0 k=0 k=0

k=0 k=0 k=0 k=0 k=0
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+oo +oo “+o0
Donc Z Cr = Z Qg Z bk.
k=0 k=0 k=0
Formule de Stirling.

Q1. Soit (tn)n>n, une suite de réels. Montrer que la suite de terme général ¢,, converge si et seulement si la série de

terme général ¢, 11 — t, converge.

e\m 1
Q2. Pour tout n dans N*, u,, = n! (7> — et v, =Ny — Inwy,.
n/ \/n
1
12n2
b) Utiliser Q1 pour prouver que la suite (u,),>1 converge vers un réel L strictement positif. En déduire un équivalent

a) Montrer que: v, ~

de n!.

Q3. On rappelle que:

Montrer que L = /27 et donc que:

On pose Vn € [ng, +oo[, Sp = > (tgt1 —tr). Yn € [ng, +00[, Spn = tnt1 — tny,-

k:no
Alors la série de terme général ¢,, 1 —t,, converge si et seulement si la suite de terme général S,, = t,,41 —tp, converge;
autrement dit si et seulement si la suite de terme général ¢, 1 converge. Ceci est encore équivalent a la convergence

de la suite de terme général ¢,,.
Ainsi la série de terme général ¢, 1 — t,, converge si et seulement si la suite de terme général ¢,, converge.

Soit n un élément de N*.

n+1 n »,H_l
. 11 n 1! 2
ety (S EETVESY USSR | Y (R
Up, n+1 vn+1 nl\e n! n+1\n+1 n+1 n-+1

1 1 1
vnzlnun_H—lnun_,_l:lnu"+1 :1ne—|—<n+) In—" :1—(n+) In <l—|—>.
U n

1 1 1 .
vp=n|——|14+-—]In{1+ —| ). Cherchons un équivalent de v,
n 2n n
2 3 2 3 2 3
1+§=1+g+0(a€3)etln(l—l—x):x—%—i-%—i—O(xs),donc(1+§> ln(l—l—:v):x—%—i—%—i—%—%—l—o(ﬁ).

3

3
z —ey 3 4 d = 3 x ~o
(1+2>ln(1+x)—x—|—12—|—0(x ). @ (1+2)ln(1+x) 12—|—o(a: ). <1+2)1n(1—|—x)0

1 1
p € top~n | ——s |~ ———-
ar consequent v, ~n ( 12”3) 12712

1 L1
U~ o TMEN o 1212

Les regles de comparaison des séries a termes positifs montrent alors la convergence de la série de terme général —v,,

> 0 et la série de terme général

converge.

donc également celle de la série de terme général v,,.

La série de terme général v, = Inu,41 — Inu, converge donc la suite de terme général Inwu,, converge. Notons ¢ sa

limite.

La suite de terme général u,, converge alors vers L = e’ et L est strictement positif. L étant non nul u,, ~ L.
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no] n\m" 2
1= — ~ | ~ — | ~
Par conséquent n ( ) NG Loun!~L+yn (e) . On a également : (2n)! ~ L v/ ( )
(2n)! 2\ 1 1 ex2n  \2n
Alors =" pvan (22) L ey o v
o on "\¢) 2 (@2 (n) nL

n!)?
2 V2
r (2 T )= done Y2 T 0 /5 Alors —ﬁ . Ceci exige = ﬁ Clest & dire L = /2.
(27 n!)2 2 4n nlL 2 \f\f 2v/n V2L 2

n n
Finalement n! ~ v27mn <7> .
e

Exercice 4 | Séries et intégrales généralisées

a est un entier et f une fonction continue (ou continue par morceaux), décroissante et positive sur [a, +00[.

n
Q1. On pose, pour tout n dans [a, +oo[, S, = Z ug. Montrer que si n appartient & [a, +oo[:
k=a

/f Jdt + f(n) < S, < /f )dt + f(a).

n n+1
Q2. Montrer que les suites de termes généraux S,, — / f)dt et S, — / f(t)dt sont convergentes.
a a

1 1
Application. Montrer que (1 + 3 +--+——1In n) converge vers un réel v appelé la constante d’Euler.
n

Q3. En suppose que la série de terme général f(n) diverge. Montrer que pour tout élément n de [a, +oo[:
n
Sy ~ / F(t) dt
a

1 1
Application. Montrer que:| 1+ 5 4+ -+ —~Inn|
n

f est décroissante sur [a, +00[. Vk € [a,+oof, Vt € [k, k+ 1], f(k+1) < f(t) < f(k).

k+1
En intégrant il vient : Vk € [a,+oo[, f(k+1) < / fyde < f(k) ().
k
n—1 n—1 k—+1 n—1

En sommant on obtient ¥n € [a + 1, +00], Z fk+1) < Z /k f@)dt < f(E).

k=a k=a

Soit encore Vn € [a + 1, +o00], Z f(k) = f(a) < /nf(t) dt < Z f(k) = f(n).
a k=a

k=a
Ainsi Vn € Ja + 1, +oo], /n f@®)dt+ f(n) < S, = Z f(k) < /" f@®)dt+ f(a) (2).
a k—a a
Notons que ceci vaut encore pour n = a (f(a) < f(a) < f(a)!)

n+1
PosonsVnE[[a +oof, up, = Sy, —/ f(t)dt et v, =S, —/ f()de.

n+1
Vne[[a,—i—oo[[,unﬂ—un:f(n—}—l)—/ dt+/ () fn+1)— / ' f(t)dt <0 d’apres (1).
n+2 :+2
Vn € [a, +oo[, vpt1—vn = f(n+1) —/ (& )dt+/ f@ydt = f(n+1) —/ f(t)dt > 0 d’apres (1) (appliquée
a a n+1

pour n + 1).
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Ainsi (U )n>q est décroissante et (vy,)n>q est croissante.

D’apres (2), Vn € [a,+oo[, up = Sy, f/ f@)dt = f(n) =2 0. (un)n>q est décroissante et minorée par 0 donc

convergente.

n+1 n+1
Toujours d’apres (2), Vn € N, S, < Sp41 < / f@®)dt+ f(a). Alors Vn € N, v, = S,, — / f@®)dt < f(a).
(Un)n>a est croissante et majorée par f(a) donc convergente.

1
Application. On pose a =1 et Vt € [1,+00|, f(t) = 7 f est continue, décroissante et positive sur [1,4o00].
“ 1
Alors la suite de terme général — — Inn converge.
sencat 3 516) - [ 00 =3 verg

n +oo
Posons : ¥n € [a, +oof, I, = / f(t)dt. Comme la série de terme général f(n) diverge lintégrale / f)de

diverge. f étant une fonction positive sur [a, +o0], hm f( ) dt = 400. Donc hm f( ) dt = 4o0.

T— 400 n—-+o0o
a a

En particulier il existe un élément p de [a, +oo[ tel que Vn € [p, +oof, I, > 0.

Sn,
Vn € [a,+oo[, In < I, + f(n) < S, < I, + f(a). Donc Vn € [p,+oof, 1 < 7 <1+ fl(a).
Cfla) S
Comme hrf 7= 0, il vient par encadrement : hrf — = 1. Ainsi S,, ~I,.
1
Reprenons l'application précédente. La série de terme general — est divergente donc Z -~ / E =Inn.
k=1

Exercice 5| (an)n>n, est une suite de réels qui est décroissante et qui converge vers zéro. ¢ est un réel qui vaut 1

ou —1.

Q1. Montrer que la série de terme général u,, = € (—1)"a,, est convergente.

+oo
Q2. Montrer que, pour tout élément n de [ng, +oof : |Rn+1| = ‘ Z uk‘ < |tny1]-
k=n-+1
, . - o (D"
Q3. « est un réel. Etudier la nature de la série de terme général —
n

(1"
Vn

Montrer que u,, ~ v, mais que les deux séries ne sont pas de méme nature.

Q4. Vn e N*, u, = — +

et v, =

Pour simplifier, nous supposerons que ng = 0 et que € = 1. Alors (ay)n>0 est une suite décroissante de réels qui
converge vers zéro et ¥n € N, u,, = (—1)"a,. Notons que dans ces conditions tous les termes de la suites (ay)n>0 sont
positifs.

n
1 |Posons Vn € N, S, = u. Montrons que ( (S2p11 , (S2 est un couple de suites adjacentes.
P+1)p>0 P) p>0
k=0

Vp €N, Sopis — Sopi1 = Ugpia + uzprs = (—1) 2 agpio + (—1)* 1 agpi3 = agpiz — agps 2 0.
(Sgp+1)p>0 est croissante.

Vp €N, S — Sy, = = (—1)%*1 —1)2pt2 = — <0
pEN, Sopto 9p = Ugpt1 + Uzpyo = (—1) asp+1 + (—1) A2p+2 = —Q2p+1 + A2py2 < 0.

(Sgp)p>0 est décroissante.
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Jlim(Sop = Sapir) = lim (—ugpir) = pﬂgloo(—(—l)%“ azpt1) = lm azp41 =0.

Ceci achéve de montrer que ((Sgp+1)p>0, (Sgp)p>0> est un couple de suites adjacentes.

Alors les suites (Sgp+1>p>0 et (Szp)p>0 convergent et ont la méme limite ce qui suffit pour affirmer que la suite (S, )n>0
converge.

Par conséquent la série de terme général u,, converge.

—+o0
Posons S = Z Up. Montrons que Vn € N, |R,41| =15 — Sn| < |tunt1] = ant1-
n=0

Il suffit de prouver que Vp € N, |Rgp| < agpi1 et Vp € N, |Ropia| < agpyo.
(S2p+1)p>0 est croissante et converge vers .S donc Vp € N, So,y1 < S.
(Sgp)p>0 est décroissante et converge vers S donc Vp € N, Sy, > S.

oeVpeN, Sopp1 <SS9y VpeEN, Sypiq — Sp <5 — 5, <0.

VpeN, 0< Sy, — S =—Ryp < S2p — Sopt1 = —Uzpy1 = A2py1-

Par conséquent : Vp € N, |Ro,| = —Rap < agpy1-

e VpeN, Sopp1 <5< Sopyo (0k?). YpEN, 0< S — Sopt1 < Sopta — Sopta-
VpeN, 0< S —Sopy1 = Ropp1 < Sopyo— Sopg1 = Uzpya = Gopya.

Par conséquent : Vp € N, |Rg, + 1| = Rap < agpr2.

(=D"

n(l

=n"% > 1. La suite de terme général

Supposons que « est un réel négatif ou nul. Alors Vn € N*,
(="
nOé

ne peut converger vers zéro et la série proposée diverge.

1

Supposons que « est un réel strictement positif. Alors la suite de terme général — est décroissante et converge vers
n

zéro.

_1)”

D’apres Q1, la série de terme général converge.

1 -nH"
La série de terme général — diverge et la série de terme général ( \/2 converge (Q3 avec o = 1/2) donc la série
n n

de terme général u,, diverge et celle de terme général v,, converge.

1 u
Soit n un élément de N*. Notons que vfl = —. Ainsi u,, = v2 4+ v,. Alors — = v, + 1.
n Un,

. . Un,
Comme lim v, =0, lim — =1.
n—-+oo n—-+o0o Un

Ainsi u, ~ v, et les séries de terme généraux u,, et v, ne sont pas de nature.

Convergence normale I est un intervalle de R non réduit & un point et (u,)n>n, €st une suite
d’applica-
tions continues de I dans R.

On suppose qu'il existe une suite (a,)n>n, de réels telle que:
e la série de terme général o, est convergente
e Vxel, Vn € [ng,+oof, |u,(z)] < ayp

Q1. Montrer que pour tout élément = de I, la série de terme général u,,(x) est absolument convergente.
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n +oo +o0
Désormais si x est dans I et n dans N, Sp,(z) = Y ug(z), Ro(x) = >, wup(z) et S(z) = > up(z).
k=0 k=n+1 k=0

Q2. Sans indication Montrer que S:x — S(z) est continue en tout point de I.

Q2. Avec indications c est un élément de I. On se propose de montrer que S :x — S(z) est continue en ¢ a 'aide
de la définition.

Soit € un élément de Rt *. Montrer que 'on peut trouver un élément p de N tel que:

+oo
Vo € I, |S(x) = S(e)] < |Sp(@) = Sp(e)| +2 DY an <[Sp(x) = Sp(e) + g
k=p+1

Conclure en utilisant la continuité de .S,,.
Q3. a et b sont deux éléments de I tels que:a < b. Montrer que :
b +oo

/a nz::O U (t) At = :zj:z /abun(t) dt

+oo

/abS(t)dt—/abSn(t)dt’g(b—a) 3 ).

k=n-+1

(montrer que si n est un élément de N:

Vo € I, ¥n € [ng, +oo[, |un(x)] < au, et la série de terme général o, converge. Les régles de comparaison des
séries & termes positifs montrent que la séries de terme général |u, (x)| converge pour tout élément x de I.

’ Ainsi, pour tout z dans I la série de terme général u, (x) est absolument convergente (donc convergente). ‘

+oo
Sz — Z up () est définie sur I. Montrons que cette fonction est continue sur I.

n=no

+oo
Posons pour tout élément n de N, r,, = Z Qag.

k=n-+1
+oo
Notons que Vx € I, Vn € [ng, +oo[, |Rn(z)| < Z lug(z)] < 7y
k=n+1

Soit ¢ un élément de I. Montrons que S est continue en ¢. C’est a dire que:

VeeRY* AneRY*, Vzel, |[r—c/<n=|5()— S()| <e.

Soit z un élément de I et n un élément de [ng, +oof.
|S(@) = S(e)] = [(Sn(@) = Su(€) + (Bn(x) = Bu(e))| < |Sn(x) = Sn(c)| + | Ru() — Ru(c)|-
1S(z) = S(e)| < [Sn(2) = Sn(e)] + [Bn ()] + | Rn(c)| < [Sn(x) = Sn(e)] + 2rn.

Soit & un réel strictement positif. lirf rn, = 0 (reste d’une série convergente) donc il existe un élément p de [ng, +o00[
n—-+oo

tel que:Vn € [p, +oo[, |r,| < Z

Ainsi on a |S(z) — S(c)| < |Sp(z) — Sp(e)| + 2rp < |Sp(x) — Sp(e)| + g

Sp est continue sur I comme somme finie d’applications continues de I dans R.
€

Alors Ine R, Vz eI, |z — | <n=|Sp(x) — Sp(c)| < 5

Ainsi Vo € I, \x—c|<n=>|S(x)—S(c)|<g+g:5,

Ceci acheve de prouver la continuité de S en c.
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T — Z ug(x) est continue en tout point de 1.

k= no
b +oo +oo
Soit a et b deux éléments de I tels que a < b. Montrons que / ( Z U (t > dt = Z / Unp (t
a n=ng n=ng
b
Il s’agit de montrer ue/ S(t)dt = lim / ug(t) dt ou ue/ S(t = lim / U
g que | 5(1) ""*"“nz;o ( q Jm | ’;; i

Montrons donc que hm S t)dt = / S(t

b b b
/S(t)dt—/ S, () dt| = g/ \Rn(t)\dtg/ rndt = (b— a)
b

b
Comme lim ((b —a) rn) = 0 il vient par encadrement : lim Sp(t)dt = / S(t)dt.

t)dt

n——+oo n——+oo a

Remarque Ceci vaut encore clairement pour a > b. Ainsi:

b +oo +oo b

Y(a,b) € I?, / un(t)dt:Z/ u, () dt
a n=0 a

(an)n>0 est une suite de réels positifs telle que la série de terme général a,, soit convergente.

Pour tout n dans N, on pose: R,, = Z ar et b, = na,.
k=n+1

On se propose de montrer que les séries de termes généraux b, et R, sont de méme nature et ont méme somme.

Q1. Montrer que, pour tout n dans N*: X
n n—
Z k‘ak = Z Rk —an.
k=0 k=0
Q2. Montrer que si la série de terme général R,, converge alors la série de terme général b,, converge.
Q3. On suppose que la série de terme général b,, converge.

Montrer que:Vn € N, nR,, < Z by..
k=n-+1

En déduire que la série de terme général R, converge et a méme somme que la série de terme général b,,.
Q4. Conclure.

Q5. Application. Soit X une variable aléatoire prenant ses valeurs dans N. Montrer que X posséde une espérance si

+oo
et seulement si la série de terme général P(X > n) converge. En cas d’existence montrer que F(X) = Z P(X >n).
n=0
+oo
Q1. Soit n un élément de N*. Observons que: Vk € N*, a; = Z a; — Z a; = Rr_1 — Ry.
i=k i=k+1

Alors : Z kayp = zn: kap = zn: k(Ry_1 — Ry) = zn: kRp_1— zn: k Ry.
k=1 k=1 k=1 k=1

n n—1 n n—1 n
Une petite translation d’indice donne sans difficulté : Z kap = Z (k+1) Rg —Z kR = Z (k+1) Rk—z k Ry,.
k=0 k=0 k=1 k=0 k=0
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n n—1
Alors:Zkak:Z(k—l—l—k) R, —nR, ZRk—nR
k=0 k=0
n n—1
VneN*, Y kar=)»_ Rp-nRy
k=0 k=0
400
Q2. Supposons que la série de terme général R,, converge. Posons R = Z Ry.
k=0

n
Cette série est a termes positifs donc Vn € N, —n R, <0et 0< Y. Rr < R.

k=0
n—1 n—1
Ainsi:Vn € N*¥, Zkak—ZRk—nR ZRkéR.
k=0 k=0 k=0

On obtient donc:¥n € N*, > kap < R. Mieux Vn € N, > kap <R
k=0 k=0

Alors la série de terme général k ay est a termes positifs et la suite de ses sommes partielles est majorée par R; la
série de terme général k ay est donc convergente.

+oo
Si la série de terme général R,, = E ay, converge alors la série de terme général b,, = n a,, converge.
k=n-+1

Q3. Réciproquement supposons que la série de terme général b,, = n a,, converge.

Pour tout n dans N, notons R}, le reste d’indice n de cette série.

400 +oo
Notons que Yn € N, R, = Y by= > kagetque lim R, =0.
k=n+1 k=n-+1 n—+00

+oo +oo
Soit n dans N. nR, =n > ar= > nag.
k=n+1 k=n+1

OrvVk en+1,+00f, n<ketag>0. Donc Vk € [n+ 1,400, nag < kag.

+00 +00 too
AlorsnR, = >, nar < >, kapr=R,. AinsivneN, 0<nR, < R,= Y kag.

k=n-+1 k=n-+1 k=n+1
Comme hm R = 0 le théoreme d’encadrement donne hm nR, =0.
774*) oo TLH o0
n—1 n—1 n
Rappelons que Vn € N* Z kap = Z R —n R, ; ainsi Vn € N* Z Ry = Z kar +nR,.
k=0 k=0 k=0 k=0
n n—1

Les suites de termes généraux Z kay et n R, étant convergentes, la suite de terme général Z Ry, converge.

k=0 k=0

n

Ainsi la suite de terme général E Ry, converge donc la série de terme général R,, converge.

k=0
+oo n—1 n +oo +o00
N = = i : = = .
otons également que Z Ry, = hm Z Ry, = nErJIrloo <Z kay + an> Z kap+0 Z k ay,
k=0 k=0 k=0 k=0
+oo
Si la série de terme général n a,, converge alors la série de terme général R,, = > aj converge et
k=n-+1

—+oo +oo
E na, = g R,.
n=0 n=0
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Q4. Tl résulte de Q2 et Q3 que:

Soit (an)n>0 est une suite de réels positifs telle que la série de terme général a,, soit convergente.
“+oo
Les séries de terme généraux R, = Z ai et na, sont de méme nature.
k=n+1
+oo
En cas de convergence : Z R, = Z nay,.
n=0

Q5. Posons Vn € N, a,, = P(X =n).

(an)n>0 est une suite de réels positifs telle que la série de terme général a,, = P(X = n) converge.

“+o0 +oo
Posons Vn € N, R, = > ag;notonsque:VneN, R, = > P(X=k)=P(X >n).
k=n+1 k=n+1

Ce qui précede montre que les séries de terme généraux na, et R, sont de méme nature.

Ainsi les séries de terme généraux n P(X =n) et P(X > n) sont de méme nature.

+oo

OO
Mieux en cas de convergence : Z nP(X Z na, = Z R, = Z (X >n).
n=0 n=0

Rappelons que X posseéde une espérance si et seulement si la série de terme général n P(X = n) est absolument
convergente.

Comme cette série est & termes positifs, F(X) possede une espérance si et seulement si la série de terme général
n P(X = n) est convergente. Alors:

X possede une espérance si et seulement si la série de terme général P(X > n) est convergente.

En cas d’existence E(X) = Z P(X >n).

Soit X une variable aléatoire qui prend ses valeurs dans N.

n n—1
eVneN', Y kP(X=k)=>» P(X>k)—nP(X>n).
k=0 k=0
e X possede une espérance si et seulement si la série de terme général P(X > k) converge. En cas d’existence :

—+oo

E(X)=> P(X>k)

k=0

o Soit n un élément de N*. > " kP(X =k)=> kP(X =k)=>» k(P(X>k—1)—P(X > k).

k=0 k=1 k=1
n n n n—1 n
N kP(X=k)=> kP(X>k-1)-> kP(X>k)=> (k+1)P(X >k)—> kP(X > k).
k=0 k=1 k=1 k=0 k=1
n n—1 n—1
> kP(X=k)=> (k+1-1)P(X>k)-nP(X >n)=)Y PX>k)—nP(X >n).
k=0 k=0 k=0

e - Supposons que la série de terme général P(X > k) converge.

Cette série étant a termes positifs, la suite de ses sommes partielles est majorée pas sa somme.

n — n—1 “+o0o
Alors:Vn € N*, Y~k P(X = Z (X>k)-nP(X>n) <> P(X>k) <> PX>k).
k=0 k=0 k=0 k=0
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n 400
Vn € N*, Z EP(X =k) < Z P(X > k). Notons que ceci vaut encore pour n = 0.
k=0 k=0

400

La série de terme général est & termes positifs et la suite des ses sommes partielles est majorée (par >, P(X > k)).
k=0

Cette série est donc convergente et méme absolument convergente (elle est & termes positifs !).

Ainsi E(X) existe.
- Réciproquement supposons que E(X) existe et montrons que la série de terme général P(X > k) converge.

Commencons par montrer que lim (n P(X > n)) =0.

n—-+00

Soit n un élément de N. Vr € [n+ 1,400, n Y. P(X=k)= > nPX=k)< > kPX=k).
k=n+1 k=n-+1 k=n+1

T “+oo
Vren+l,+0f, n Y, P(X=k) < > kP(X=k) (la série de terme général est convergente et a terme

k=n-+1 k=n-+1
positifs).
+oo +oo
En faisant tendre r vers +o0o on obtient: 0 < n P(X >n)=n Z P(X =k) < Z kEP(X =k).
k=n-+1 k=n-+1

n—-+4oo

+oo
De plus lim < Z kEP(X = k)) = 0 comme reste d’une série convergente.
k=n-+1

On obtient alors par encadrement lim (nP(X >n)) =0.

n—-+00
n n—1
Rappelons que Vn € N*, Z kEP(X =k)= Z P(X >k)—nP(X >n).
k=0 k=0

n—1 n
Alors  lim <Z P(X > k)) = lim (Z EP(X =k)+nP(X > n)> = E(X)+0=E(X)
k=0

n—-+00 n—+o00
k=0
Ainsi la série de terme général P(X > k) converge et sa somme est F(X).
Ceci achéve largement de prouver ce qui est demandé.

Exercice Soit (an)n>n une suite de réels positifs. On suppose que la série de terme général a,, converge et on pose :
“+ o0

vn eN, r, = E ai et b, = na,. Montrer que les séries de termes généraux a,, et b, sont de méme nature et

k=n-+1
qu’en cas de convergence elles ont méme somme. Retrouver le résultat précédent.

Exercice Soit X une variable aléatoire qui prend ses valeurs dans N.
Montrer que X possede un moment d’ordre 2 si et seulement si la série de terme général (2k + 1) P(X > k) est
+o00

convergente. En cas d’existence montrer que E(X?) = Z (2k+1) P(X > k).
k=0

f est une fonction continue par morceaux sur [a, +00l. ’ Si f est positive ‘ sur [a, +00[:

+oo n
e L’intégrale / f(t)dt converge si et seulement si la suite de terme général / f(t)dt converge.
a a

+oo n+1
e L’intégrale / f(t) dt est de méme nature que la série de terme général / f(t) dt converge.
a n

n +oo
La “positivité” est essentielle ; la suite de terme général / cos(mt) dt converge sans que l'intégrale / cos(mt)dt
ne converge. 0 0
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+oo +oo

f(t)dt est de méme nature que / f@@)dte.

no

Posons ng = Max(0, [a] + 1) et notons que /

a

+oo xT
e La fonction f étant positive, / f(t)dt converge si et seulement si g:x — / f(t)dt est majorée sur [ng, +ool.
ng

ng
n+1 n n+1
Vn € [ng, +ool, / f@e)dt — f®)dt = / f(@)dt > 0 car f est positive.
no no n
n
La suite de terme général / f(t)dt est donc croissante. Elle converge donc si et seulement si elle est majorée.
no

n
Il convient donc de prouver que g est majorée sur [ng, +oo[ si et seulement si la suite de terme général / f(t)dt est
ng

majorée.

x
Supposons que g est majorée sur [ng, +o0o[. Il existe un réel M tel que: Vz € [ng, +00], / ft)ydt < M.
ng
n n
En particulier Vn € [ng, +o0[ / f(t)dt < M et la suite de terme général / f(t)dt est majorée.
no no
n
Réciproquement supposons que la suite de terme général / f(t) dt est majorée.
no

n
Il existe un réel M tel que:Vn € [ng, +oof, / ft)dt < M.
no

x [z]+1
Alors Vz € [ng, +00], / ft)dt < / f(t)dt < M (f est positive). g est majorée sur [ng, +00[.
no no
n n+1
o Notons que les suites de termes généraux / f(®)dt et / f(t)dt sont de méme nature.
no n

0

n E+1 n+1 n+1
Observons alors que Vn € [ng, +o00], Z / ft)dt = / f(t)dt. Donc la série de terme général / f®)dt
k=no k no n
n+1 400
converge si et seulement si la suite de terme général / f(t) dt converge donc si et seulement l'intégrale / f)de
no no

converge

n 1 n
Vn € N, / cos(mt) dt = — (sin(wn) — sin(0)) = 0. Donc la suite de terme général / cos(mt) dt converge.
0 0 0
+oo T
Supposons que / cos(mt) dt converge. Alors g:x — / cos(mt) dt admet une limite finie £.
0 0

YV € [0, 400, g(z) = / cos(mt) dt = 1 (sin(mz) — sin(0)) = 1 sin(mz).
0 s ™
lim g(z) = £ donc lim g(n)=fet I ot t) =1
Jm o) = Cdone lim_gn) = £ et Jim g(2n+5) =t
1 1 1
Or Vn € N, g(n):Oetg<2n—|—> =—. Alors{=0=—!!!
2 m s

“+o0
Ainsi g n’a pas de limite et I'intégrale / cos(mt) dt est divergente.
0

—+o0
f est une application de [1, +oco[ dans R de classe C! telle que les intégrales / ft)dt et
1
+oo

/ |f/(t)| dt convergent.
1
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Pour tout n dans N* on pose:u, = f(1) + f(2) +--- + f(n) —/ fl)de
1

Q1. Montrer que pour tout élément n de N*, w41 — u, = / (t —n)f'(t)dt.
n

Q2. Montrer que la suite (uy)n>1 converge.

Q3. En déduire que la série de terme général f(n) converge.

sin /n
—

Q4. Application : déterminer la nature de la série de terme général

n+1 n+1
Soit n un élément de N*. w41 —u, = f(n+1) — / t)dt —|—/ f(t) f(n+1)— / f(t) de.
1 n

Notons que t — t — n est une primitive sur R de ¢t — 1. Une intégration par parties simple donne alors:

n+1 n+1
Upt1 —un:f(n+1)—/ f)dt = f(n+1)—[(t —n) f(t)]zﬂ—k/ (t —n) f'(t)dt. Ainsi

n+1
Vn € N, un+1—un:/ (t—mn) f'(t)dt |

n

Pour montrer que la suite de terme général (u,,),>1 converge il suffit de montrer que la série de terme général
Up+1 — Un converge. Montrons en fait que cette série est absolument convergente.

/nnﬂ (t=n) £(0 ] < /+ e=nllf@lar= [ e mirolar

n+1 n+1
\meN*,o<|un+lfun|</ (nH*n)lf’(t)ldt:/ POl (x)

Yn € N*) 0 < |upg1 — un| =

n+1

Montrons alors que la série de terme général / |f/(t)| dt converge.
n

Il suffit de montrer que la suite des sommes partielles de cette série est majorée car elle est a termes positifs.

Vn € N, Z/

k+1

n+1 +oo —+o00
(t)|dt = / If/ ()| dt < / |f/(t)|dt car |f'| est positive et / |f/(t)| dt converge.
1 1 1

n+1
Ainsi la série de terme général / |f/(t)|dt converge. (x) et les régles de comparaison des séries a termes positifs

n
donnent alors la convergence de la séries de terme général |u,+1 — wy|.

La séries de terme général u,, 1 — u, est absolument convergente donc convergente. Alors:

’ La suite de terme général (u,),>1 converge ‘

m / t) dt converge donc x — / f(t) dt admet une limite finie en +oo.

Ceci permet de dire que la suite de terme général / f(t) dt converge.
1

Vne N, f()+f(2)+---+ f(n) =uy +/n f(t)dt. Ainsi la suite de terme général f(1)+ f(2)+ -+ f(n) converge
1

comme somme de deux suites convergentes.

’ La série de terme général f(n) converge ‘
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Posons Yz € [1,4+o00[, f(z) = 51n\f - f est de classe C* sur [1,+o0].

s PR - (g siny/ne o
D’apres ce qui précede la convergence de la série de terme général résultera de la convergence des intégrales
n

“+o0 “+oo
/1 f(t)dtet/l ()] dt.

Soit A un élément de [1,+oo[. Le changement de variable u = /¢ donne /

1
N
2/ smudw
1

5 (2u)du =
u

smt\f qt — /‘/Z sin u
1

u
+oo o; +o0
Alirf VA = +00 et / Y qu (Dirichlet) converge donc / smt\f dt converge.
oo 1 u 1
1] 1 1 [z 1 (V7
/ _ 5 < — [ XY= S i < — | —= .
Vz € [1, 400, |f'(z)] = 2\/5(005\/5) < 3 ( 5 |COb\/5+|sm\/E|> < 3 < 5 +1)

/ 1 (Ve Vr 1

+oo
La convergence de / e dt et les regles de comparaison des intégrales généralisées de fonctions positives donnent
1

la convergence de [, | f/(t)| dt. Ce qui achéve de montrer que

la série de terme général converge |.
Etude d’une fonction définie par une série.
+oo
2
On considere la fonction numérique de la variable réelle f : * — E e T
n=1

Q1. Trouver le domaine de définition de f.
Q2. Etudier la monotonie de f.

Q3. Etudier liIJIrl f(x) (on pourra remarquer que:n < n?!).
T—1T00

N

—+oo
Q4. z est un réel strictement positif. On rappelle que / et dt =Y.
0

2
+oo 5
a) Calculer / e " dt.
0
1 /m 1 /m k+1 -
b) Montrer que : Vo~ 1< f(x) < o (on pourra encadrer [, T dt).
T x
En déduire la limite de f en 0.
Q5. a est un élément du domaine de f. On se propose de montrer que f est dérivable en a et que f’(a Z nZe e,

a) Montrer que si p est dans N et ¢ dans |0, 4+00| la série de terme général nP e=¢™" converge.

h) X pt
f<“+—+zn e < B Y e e
n=1

b) Soit h un réel non nul tel que: |h| < a/2. Montrer que

conclure (on rappelle que |e* — 1 — u| < % elvl).

+oo
Q6. Montrer que / f(t) dt converge.
0
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. ’ ’ . . 7’ 7’ —_ 2 7 7 .
e Notons que si x est un réel négatif ou nul, la suite de terme général e * ne tend pas vers zéro et la série
associée n’est donc pas convergente.

2 L
e Soit = un réel strictement positif. ¥n € N*, —n?2z < —nz donc ¥n e N* 0 < e™™ ¥ L e "% = (e_””)n.

] s 2 —x\" — N . ;. N ey
La convergence de la série de terme général (e *) (le7™] < 1) et les régles de comparaison des séries & termes positifs

77’7,(132

donnent la convergence de la série de terme général e

’ Le domaine de définition de f est |0, +oo]. ‘

2

Remarque Soit x un élément de |0, +oo[. Vn e N*,0 <e™™ * < (e7%)".

+oo +o0
: 1 1
Donc 0 < f(x) = E e’”zmg E (e*m)":e*11 e
—e T eT —
n=1 n=1

2

Soient x et y deux éléments de |0, +oof tels que z < y. Vn € N* 0 < e 'Y Le T

+oo +oo
Donc f(y) = Z eV Z e = f(z). Ainsi:
n=1 n=1

’ f est décroissante |.

1
et —1

La remarque de Q1. donne Vz €]0, +oo[, 0 < f(z) <

Comme lim = 0, par encadrement on obtient:| lim f(z)=0.
z—+oo e — 1 r——+00

2 est un réel strictement positif.

A VT A
1
a) Soit A un réel positif. Le changement de variable u = /zt donne / et dt = NG / e du.
0 T Jo

+00 A /
T 1 T 1 /=
Comme / e~ dt existe et vaut £7 lim et dt = — £ = —4/—- Ainsi
0 2 " A—+0 J NE: 2\ x

oo 1 /=
/ et dt existe et vaut = \/>
0 2V

k+1

b) g, :t — e~ est décroissante sur [0,400]. VE €N, g,(k+1) < / 92 (t) dt < g4 (k).
k

N

N N k+1
En sommant on obtient: VN € N, Z gz(k+1) < Z / g () dt < Z gz (k).
k=0 k=0 V¥ k=0

N+1 N+1 N
Ainsi VN € N, Z 9z (k) < / gz () dt < Z gz (k) + 1 et en faisant tendre N vers 400 il vient :
k=1 0 k=1

+oo
fz) < / e~ dt < f(x) + 1. Par conséquent :| = /— — 1 < f(z) < = T
0 T

. 1 Jm ;
il_r)% (2 \/;— 1) = +o0 donc alclir%)f(x) = +00.

V.

N | =

Remarque %f —Vr <V f(z) <
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N

P d t il t alors 1 =-—et : ~
ar encadrement il vient alors lim (Va f(z)) 5 et ainsi f(z) > 2 \/5
a) lim (n2 nP e~ C) = lim (np+2 e’ C) = (0 par croissance comparée.
n—-4oo n—+00
1
Ainsi il existe un élément ¢ de N* tel que Vn € [g, +oof, n2nP e ¢ < 1. Vn € [q, 400, 0 < n? e e g <5

. 1 . . .
La convergence de la série de terme général — et les régles de comparaison des séries a termes positifs donnent la
n

—n2 c

convergence de la série de terme général nP e

Pour tout élément p de N et pour tout réel strictement positif ¢, la série de terme général n” e~en’ converge.

f(a+h

b) h est un réel non nul tel que: |h| < a/2. Posons A(h) = + Z n2e @ (la somme existe d’apres

n=1

a) et a + h est dans le domaine de f car |h| < a/2 donne —a/2 < h < a/2 donc 0 < a/2 < a + h).

+oo
h)zzefrﬂ(aﬁLh Zefna_’_hzn? 7na_zefna(fnh ].+TL h)

n=1

Soit N un élément de N*.

n=1
n“a [ ,—n“h 2 7n2a( n h) |—n? h| |h| 4 _—n?a n?|h|
E 1 h)| < E = = E
e (e +n < 2 e 5 e 5 2 e

2 2 |h 2 N 2
4 _—n“a n°(a/2) _ § 4 —n”(a/2)
n-e € = B — n-e .

|
n=1 n

/. ’ re —_ 2 —_ 2 re . . .
Les séries de termes généraux e” " ¢ (e —14n h) et nt e (@/2) tant convergentes, il vient en faisant tendre

N vers +00:
[ S~ 4 n ag2) 1Bl S~ oy (a2
|hA(R)| < 5 n ou |A(h)| € Z n

n=1

Par encadrement on obtient }llin%) A(h) =0.

c o [ flat ) = f@) RN s e g fladh) = fla) RN 5 e,
A1n51fltlir%)<h+nz_:1ne _OOHA%T__;TLG .
Ainsi | f est dérivable en a et f'(a Z nZem @,

f est dérivable sur ]0, +oo[ donc f est continue sur ]0, +oo[.

fa)~ YT

1
1
— —, f est positive sur |0, 400 et/ —= dt converge (1/2 < 1).
;5 o festp 10, ool et | = ge (1/2<1)

Les regles de comparaison des intégrales généralisées des fonctions positives montrent alors la convergence de / f)de

2 x xT
<—=2e"(e">22donc G >lete” —12¢e" - 5...).

Vo el 0< <
xe[ ,+OO[, f(.’L') ez*]. et 2

“+o0
La convergence de / e tdt (T(1) = f0+°° ~tdt existe) et les regles de comparaison des intégrales généralisées des
1

“+o0
fonctions positives montrent alors la convergence de / f@@)dt.
1



Finalement

“+o0
/ f(t) dt converge.
0
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Q1. Etudier la suite (ay)n>0 définie par:

ap cR*

Q2. Trouver la limite de la suite de terme général

Ap+1

an

(chercher un équivalent en utilisant ce qui préceéde et Cesaro).

et VneN, apr1 =In(l+ay)

Trouver la nature de la série de terme général a,,

Montrons par récurrence que pour tout élément n dans N, a,, existe et est strictement positif.

C’est clair pour n = 0. Supposons la propriété vraie pour n élément de N et montrons la pour n + 1.

a, existe et a, > 0. Alors In(1 + a,) existe et est strictement positif; a,11 existe et est strictement positif. Ainsi

s’acheve la récurrence.

Rappel. Vz € RT*, Inz < z — 1 avec égalité si et seulement si z = 1. Donc Vz €] — 1,400[, In(1 + z) < x avec

égalité si et seulement si x = 0.

Vn €N, apt+1 =1In(a, + 1) < a,. La suite (an)n>0 est décroissante et minorée par 0 donc convergente.

Soit £ la limite de cette suite; £ > 0.

Yn €N, ap+1 =1In(l+ a,) donc £ =1n(1 + ¢) (In est continue en 1 + ¢). Le rappel indique alors que £ = 0.

VnEN, =

ln(l—i—x):x—x——&-o

1 1

’ (an)n>0 converge vers 0 ‘

Ay — an+1 o

an, —In(1+ ay)

Ap41 an,
2

2

r—In(l1+z) 2?2/2 1

Alors

Comme (ay,)n>0 converge vers 0,

Posons:Vn € N, u,, =

Cesaro montre alors que la suite de terme général

Or Vn € N*,

Alors lim
n—-+oo

Finalement

z In(1+ z) 0 a2

1 1

Ap41 anp,

Uy +Ug + -+ Up—1

Ap+41 An

(z%). z —In(1 +x)

lim
n—-+o0o

2

2

=3 Par conséquent lim

Tr—

Gn41 2%

an In(1+ ay)

x —In(1+ )

0 xln(l+z)

an —In(1 4+ ay)
an In(1+ ay)

(

2

1

2

n

29

( 1 1 ) 1
— ) =Zet

na, nNag 2

1

1 2 2
~5 ce qui donne a, ~ —- La divergence de la série de terme général — et les regles de comparaion
n n

Ug + Uy + -+ Up—1

1

na, MNag

des séries a termes positifs permettent de dire que:

n

1
—— = 0. Par addition
n—+00 N Ag

1
lim =

n—+00 N Gy,

la série de terme général a,, diverge |.

):

1
5"

+o(z?). z —In(1 + ) ~ % De plus In(1 + z)

1

5

1
converge également vers 5

~ I.
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Produit de convolution (ou de Cauchy) de deux séries. Théoréme de Mertens.

(Un)n>0 €t (vn)n>0 sont deux suites de réels. On suppose que la série de terme général w,, est absolument convergente

n n n
et que celle de terme général v,, converge et on pose, pour tout n dans N: w,, = E UpVp—_k, Up = E U, Vp = E Vg
k=0 k=0 k=0

n
et W,, = Zwk
k=0

Q1. Montrer que pour tout élément n de N: U, V,, — W, = Z (uk(Vn — Vn_k))
k=0

Q2. a) M est un majorant strictement positif de la suite (|V,,|)n>0. Soit p un élément de N*.

=

Montrer que pour tout élément n de [p, +oo[ :

n—p “+o0
UV = Wa <3 (laal|Veo = Vol ) 420>
k=0 k=n—p+1

b) Montrer a l'aide de la définition que lim (U,V,, —W,) = 0. En déduire que la série de terme général w,, converge

n—-+4oo
et que
+oo +oo —+ o0
S =Y w Y
n=0 n=0 n=0
n n 7
Q1. Soit n un élément de N. W,, = Z w; = Z Z ug v;_k. En commutant les deux sommes il vient :
i=0 i=0 k=0
n n n n—k n
TAE5 9D SIS ol (7 St I ppo
k=0 i=k k=0 J=0 =0
n n n n
Alors U, V,, — W, = (Z uk> Va= D wVook = 3 (e Voo = Vo) = - (1 (V= Vo))
k=0 k=0 k=0 k=0

VneN, U, Vi — W, = Z (uk (Vi — V,,L_k)).
k=0

Q2. a) p est un élément de N*. Soit n un élément de [p, +oo].

n

UV = Wal = |5 (0 Vi = Vi) € 32 (J Vi = Via).
k=0 k=0

UuVe - Wil <Y (lmd Vo~ Vael) =32 (juel Vi = Vo).
k=0 k=n—p+1

O Ve =Wl € 3 (el Vo= Vacsl) = 35 (juel (Wil + Vo).
k=0

k=n—p+1

n n—

n—p
U Vi = Wal <37 (Jun Vo = Vol )+ 30 (lel (M + 1)) <
k=0 k=n—p+1 k

hS]

n
(lusl (Ve = Vo) #2003
k=n—p+1

(=)

n +oo
Or 2M Z lug| < 2M Z |ug|. Par conséquent :
k=n—p+1 k=n—p+1



JF.C. p. 19

n—p —+0o0
Vp e N, Vi€ [p,+ool, (U Ve = Wal <3 (luel Vo = Vacsl) +2M 3
k=0 k=n—p+1
b) Montrons & ’aide de la définition que liIJIrl (Up Vi = W,) =0.
n—-+oo
Il S’agit de montrer que:Ve e R**, Ire N, Vne N, n>r=|U,V, — W,| <e.
—+oo
’ Fixons ¢ dans Rt * |. Posons S = <Z |uk|> + 1 (le plus 1 est destiné & rendre strictement positive cette constante
k=0

pour linverser).
e La suite (V},)n>0 converge. Notons V' sa limite. Soit &’ un réel strictement positif.
dp eN, VneN, n>q = |V, - V| <¢.
Soient n et m deux éléments de N tels que n > g1 et m = q1.
Vi, = VI<e et |V, —V|<e done |V, = Vi | = |(Viu = V) = (Vi = V)| K|V = V| + Vi, = V] < 2€.
Finalement : Ve’ € R**, 31 € N, V(n,m) e N2 n > qr et m > q1 = |V,, — V| < 2€'.
€

Posons alors £’ = £ Jp eN, Vin,m)eN2 n>qretm>q = |V, — V| <2 15 = %

48
Deés lors choississons élément non nul p de 'intervalle [¢1, +oo].
Vn € [p,+oof, Ve [O,n—pl, n=p>qaetn—k>=2n—(n—p) =p=q.
€

Ainsi Vn € [p, +oo[, Vk € [0,n —p], |Vi — Vaoi] < 53

3
|
3

n—p +oo +oo

€ € € €

Alors Vn € [p, +oo, (Jur| (Ve = Voei)) < 38 E lug| < 25 E lug| < 35 (E lug| + 1) =5
k=0 k=0 k=0

k=0
+oo
o La série de terme général |uy| converge donc la suite < Z uk|) converge vers zéro.
k=s+1 520

+oo
€
Alors il existe un élément g de N tel que:Vs €N, s> g3 = Z lug| < S
k=s+1
o0 €
Donc Vs eN, s> q =2M kZ—H lug| < 3
=s

’Posonsalorsr:p+q2 ‘ VneN, n>2r=n>petn—p=qe.

n—p +o0

€ €

VneN, n>r= kgo (|uel (Ve = Viei)) < 3 et 2M ) E . lug| < N
- —n—p

’AlorsVneN, n}r@\UnVn—Wn|<€.‘

Ceci achéve de prouver que 1irJrrl (U, V, —W,) =0.
n—-—+0oo

OrvneN W, =U,V, — (U, V, — W,). Comme les suites de termes généraux Uy, V, et U, V,, — W,, convergent et

400 +o0 +o00o +oo
ont pour limites respectives Z Uk, Z v et 0, la suite de terme général W,, converge vers Z U Z vg. Alors:
k=0 k=0 k=0 k=0
n —+o00 —+o00 “+oo
la série de terme général w, = > uy v,_j converge et Z Wy, = Z U, Z Up, .-
k=0 n=0 n=0 n=0

Pour finir une petite gaterie (inaccessible) :

si la série de terme général w, converge alors LES séries de termes généraux u,, et v, convergent.




