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|
a est un réel positif ou nul. On pose:Vn € N*| w,, = nni
[Tk +a)
k=1

Q1. On suppose que a est élément de [0,1]. Montrer que la série de terme général w, est divergente (minorer

simplement).

Q2. On suppose que a est élément de |1, +oo].
n—1

a) Montrer par récurrence que: Vn € [2, +oo], Z up =
k=1

1 n+a
— Up,-
a—1 a—1

b) Montrer que la série de terme général u,, converge.

En déduire que la suite de terme général n u,, converge et, en raisonnant par I’absurde, montrer que lirf (nu,) =0.
n—-+0oo

—+oo

Calculer Z U, -

n=1
L est ’ensemble des applications de R dans R telles que :

3Ky eRY, Vo eR, Vy €R, [f(z) - f(y)| < Kylz —y| (1)

g est un élément de L. a est un réel. A est un réel de 'intervalle | — 1,1].

QL. Montrer que:¥(z,y) € R?, [g(x)| < |g(y)| + Kyl — yl.

+o00
Montrer que F :z — Z A" g(x 4+ na) est un élément de L.

n=0

Q2. Montrer que F est 'unique fonction de £ vérifiant : Vo € R, F(z) — AF(z + a) = g(x).

Exercice 3 | Critere d’Abel  (uy,)n>n, st une suite décroissante de réels positifs qui converge vers zéro.

n
(Un)n>n, est une suite de réels. On pose pour tout n dans [ng, +oof, V,, = > vy et on suppose (V,,)n>n, bornée.
]{?:no

Q1. Montrer que la série de terme général t,, = V,(u, — un41) est de méme nature que la série de terme général

n
Wy, = U,y (on pourra calculer: Y )
k=ng

Q2. Montrer que la série de terme général t,, est absolument convergente. Conclure pour la série de terme général w,,.

Q3. Application : étudier la nature de la série de terme général : (—1)"/n (resp. cos(an)/n).

a et b sont deux réels strictement positifs. (un)n>0 est la suite réelle définie par:

n—+a
n+b

u =1 et VneN upy =

U,

Q1. Trouver un élément a de R tel que la suite (n®u,,) converge vers un réel ¢ strictement positif (on pourra s’intéresser
a la convergence de la série de terme général In v, 1 —Inwv, ol v, = n“u,...chercher un équivalent de ce terme général).

Q2. Utiliser ce qui précede pour étudier la nature de la série de terme général u,,.

Q3. Désormais on suppose que cette série est convergente. Trouver lm nu,.

n—-+4oo
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+oo
Déterminer S = Z Uy, (sommer la relation (n 4 b)up+1 = (0 + a)uy,).

n=0

Exercice 5 | (up)n>0 est une suite décroissante de réels positifs ou nuls.

n n
On pose Vn € N, v, = 2" ugn. On pose encore Vn € N, S, = >~ up et T, = > vg.
k=0 k=0

1
Q1. Montrer que Vk € N, 5 V41 S Sort1 — Sor < V.
Montrer que la série de terme général u,, est de méme nature que la série de terme général v,.

Q2. Application. 3 est un réel. Montrer que la série de terme général converge si et seulement si 5 > 1.

_
n (lnn)s

ESCP 96 FE est l'espace vectoriel des applications continues de [0,1] dans R.
1
f est un élémént de E. Pour tout n élément de N, on pose: I,,(f) = / t" f(t)dt.
0

Q1. Montrer que la suite de terme général I,,(f) converge ver 0.

Q2. a) Montrer que, pour tout élément n de N:

n

> Cvnn = [ L DM g

P 141¢

En déduire que la série de terme général (—1)"I,(f) converge et écrire sa somme sous forme intégrale.
b) Qu’obtient-on si:Vz € [0,1], f(x)=17

lcul
c) Cacuer];:;J ST

en posant:Vz € [0,1], f(z) =z

Q3. Ici on s'intéresse a la convergence de la suite de terme général nl, (f).

a) Soit & un élément de ]0, 1[. Montrer que: hr—{l n/ t"f(t)dt =0.
n—-10oo 0

b) Ici f(1) = 0. On se donne un réel ¢ strictement positif. Montrer que ’on peut trouver « dans |0, 1] tel que:

! €
‘n/ ] < 2
o 2
En déduire lim nl,(f)
n—-—+oo
c¢) Etudier le cas général en se ramenant au cas particulier précédent.
Q4. Icei Vr € [0,1], f(z)=e"".
+oo
1
Calculer I,,(f) pour tout élément n de N. Trouver un équivalent de Z i

k=n-+1
Autour du produit de Cauchy

Q0. a) Rappeler les résultats obtenus dans le cours sur le produit de Cauchy.

b) Rappeler les résultats obtenus dans le cours sur les séries alternées.

—1)" n
Q1. On pose Vn € N, u, = v, = (=1 et w,, = Z Uk Vpy— s -
=0

vn+1

a) Justifier rapidement que les séries de terme généraux u,, et v, convergent

2
b) Montrer que Vn € N, Vk € [0,n], (k+1)(n—k+1) < <n;2) ’



¢) Montrer alors que la suite de terme général |w,,| ne converge pas vers 0. Conclure.

(=D"

n
Q2. On pose Vn € N, u, = v, = o et w, = Z Uk Uy ko -
k=0

a) Justifier rapidement que les séries de terme généraux u,, et v, convergent.
n+1
2

1
n+2kZ k

=1

b) Montrer que ¥n € N, w, = (—-1)"

n+1

¢) Montrer alors que la suite | —— — est décroissante.
) 4 (n+2 Z k:) -
n

En utilisant un équivalent classique montrer que cette suite converge vers 0. Conclure.
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