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TD 6 MATRICES ET REDUCTION ‘ Lundi 17 octobre 2011

] Deux TD en un. TD 6 A I4+II TD 6 B ITI+IIT \

Sin est un élément de N*| S, est ’ensemble des matrices stochastiques de M,,(K), ¢’est & dire ’ensemble des matrices

M = (my;;) de M,,(K) & coefficients ’ réels et positifs ou nuls ‘ telles que:

n
Vi € [1,n], ms +m12+"'+mmzzmij:1
j=1

PARTIE 1

Dans cette partie F est un R-espace vectoriel de dimension 3 et B = (e1, €2, e3) en est une base.

a et b sont deux réels de l'intervalle ]0, 1] tels que .

0 0

1
f est 'endomorphisme de E de matrice M = | b 0 | dans B. On pose v1 = e + e2 + e3.
0 a

Vérifier que M est stochastique!
a) Donner une base du noyau de g = f — Idg (ne pas oublier que a + b =1).

b) Montrer que (es, e3) est une base de 'image de g.

S Q

¢) Prouver que Ker g et Im g sont supplémentaires.

d) Soit p la projection sur Ker g parallelement & Im g. Déterminer p(v1), p(es), p(es) et p(ey).
Expliciter la matrice P de p dans la base B.

Auz choix Q2 ou Q2’

Déterminer les valeurs propres de f et les sous-espaces propres de f. f est-il un endomorphisme diagonalisable ?

A est un réel distinet de 1. Déterminer Ker(f — A Idg). En déduire les valeurs propres de f et les sous-espaces
propres de f. f est-il un endomorphisme diagonalisable ?

a) Vérifier que B’ = (v1, €2, e3) est une base de E (si cela n’a pas encore été fait...) et donner la matrice M’ de
f dans B'.

b) Calculer M’* pour tout élément k de N.
¢) Déterminer I'inverse de la matrice de passage C de la base B a la base 5.

d) Calculer M* pour tout élément k de N. Déterminer la limite de la suite de terme général M* (c’est & dire la matrice
dont les coefficients sont les limites des coefficients de M*) et comparer & la matrice P.

PARTIE II

Dans cette partie E est un R-espace vectoriel de dimension n (n > 3) et B = (e1, e2,...,ey) en est une base.
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f est 'endomorphisme de F dont la matrice dans la base B est :

1 1
0
n—1 n—1
1
1 0
n—
M= 1
. ) n—1
0
n—1 n—1

On pose encore v; = €1 + €2 + -+ €.

Vérifier que M est stochastique.

a) Montrer que (v;) est une base du noyau de g = f — Idg.

b) Calculer f(e; — eg) et g(er — ex) pour tout élément k de [2,n]. Montrer que (e; — ea,e1 —es,...,€1 — €,) est une
base de 'image de g.

¢) Prouver que Ker g et Im g sont supplémentaires.

d) Soit p la projection sur Ker g parallelement & Im g. Déterminer p(v;) et montrer que p(e1) = p(e2) = - -+ = p(en).
Expliciter la matrice P de p dans la base B.

e) Expliciter la matrice @ dans la base B, de la projection ¢ sur Im g parallélement a Ker g.

Sans nouveau calcul, donner les valeurs propres et les sous-espaces propres de f.

1
Vérifier que M = P — -7 Q. En déduire M* pour tout élément k de N* et lim MP* en fonction de P et Q.
n—

k—-+oo

Montrer que M est inversible et exprimer M ! en fonction de P et @ (trés peu de calculs).

PARTIE II1

Dans cette partie n est un élément de [2, 4o0].
V1 est Pélément de M, 1 (K) dont tous les coefficients sont des 1.
a) Montrer qu’une matrice M de M,,(K) & coefficients réels positifs ou nuls est stochastique si et seulement si MV} = V.

b) Montrer que le produit de deux éléments de S, est un élément de S,.

Dans toute la suite E est un C-espace vectoriel de dimension n et B = (e1,ea,...,e,) en est une base.
n
On pose Vz = Z zper € B, ||z]| = Max(|z1], |z2|, .- -, |zn])-
k=1

a) Montrer que Vx € E, ||z]| =0< 2 =0 et VA€ C, Vz € E, | Az| = ||| z].
b) Montrer que ¥(z,y) € E?, ||z +y < [zl + [ly]-
Soit f un endomorphisme de E dont la matrice M = (m;;) est un élément de S,,.

a) Montrer que Vz € E, || f(z)|| < ||z|| (on commencera par exprimer les coordonnées de f(z) en fonction de celles de

b) Montrer que les modules des valeurs propres de f sont inférieurs ou égaux a 1.

c¢) Vérifier que 1 est valeur propre de f.
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a) Soit y un élément de Ker(f —Idg) NIm(f — Idg). Alors il existe un élément = de E tel que y = f(z) — x.

Exprimer f2(z) en fonction de = et de y. Plus généralement exprimer f*(x) en fonction de x et de y pour tout élément
k de N.

Déduire de tout ce qui précede que:Vk € N, k|y|| < 2||z||. Prouver enfin que y est nul.
b) Montrer que Ker(f —Idg) et Im(f — Idg) sont supplémentaires.

¢) Montrer que Im(f — Idg). est stable par f. Etablir que tout sous-espace propre de f associé & une valeur propre
autre que 1 est inclus dans Im(f — Idg).

’ On suppose désormais que f est diagonalisable et f distinct(e) de Idg. ‘

m a) Montrer que la somme directe des sous-espaces propres de f associés aux valeurs propres autres que 1 est
égale a Im(f — Idg).

b) On compléte une base (v1,vq,...,v,) de Ker(f —Idg) en une base B’ = (v1,vs,...,v,) de vecteurs propres de f
telle que, si on note A1, Ag, ..., A, les valeurs propres associées a vy, va, ..., Up, ON ait :

1= M= = M| > |Ag1] = o 2 |l
J’ai respecté le texte! Notons que A\; = Ay = A\, =1 et qu’ainsi 7 > p. Sir > p, Apt1, ..., Ay sont des valeurs propres

de f de module 1 distinctes de 1.
Soit D la matrice de f dans B’. Montrer que la suite (M*) converge si et seulement si la suite (D*) converge.
¢) En déduire que la suite (M*) converge si et seulement si 1 est la seule valeur propre de M de module 1.

d) Dans ces conditions, montrer que la limite de la suite (M) est la matrice dans la base B de la projection p sur
Ker(f — Idg) parallelement & Im(f — Idg).

Que permet de préciser le résultat établi dans la partie 17




