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TD-COURS 11 CONVERGENCE ET APPROXIMATION  2011-2012

e Convergence en probabilité.

e Loi faible des grands nombres.

e La convergence en loi.

e La convergence en probabilité donne la convergence en loi. La réciproque est fausse.
e La convergence en loi pour les variables aléatoires discretes.

e Approximation d’une loi hypergéométrique par une loi binémiale.

e Approximation d’une loi binémiale par une loi de Poisson.

e Théoreme de la limite centrée.

e Approximation d’une loi binomiale par une loi de normale.

Définitions équivalentes de la convergence en probabilité.

Soit (X, )n>n, une suite de variables aléatoires réelles sur (£2, A, P) et X une variable aléatoire réelle sur (2,4, P).

Montrer que les assertions suivantes sont équivalentes.

i) La suite (X, )n>n, converge en probabilité vers X.

) VeeRT™, lim P{X,—X|>e})=0; ii)VeeR"™ Ilim P{|X,—X|>¢e})=0;
n—-—+o0o n—-+oo

iii) Ve € R**, lim P{|X, — X[ <e})=1; iv)Vee R, lim P{|X, - X| <)) =1

Exercice 2 % | Un premier exemple de convergence en probabilité.

(Xn)n>1 est une suite de variables aléatoires réelles indépendantes sur (€2, A, P) qui suivent une loi uniforme sur [a, b].

Vn € N, M, = Max X.
1<k<n

Montrer que la suite (M,,),>1 converge en probabilité vers la variable aléatoire certaine b.

Controéle. Et (&/ﬁg Xk)n>1 ?
IR =

Exercice 3 %% | Une condition suffisante pour avoir convergence en probabilité.

Soit (X, )n>n, une suite de variables aléatoires réelles sur (2,4, P) et X une variable aléatoire réelle sur (€2, A, P).

QL. ’ Un cas tres particulier mais usuel ‘

On suppose que Vn € [ng, +oof, E(X, —X)=0et lim V(X, - X)=0.

n—-+oo

Montrer que la suite (X,,)n>n, converge en probabilité vers X.
Q2. On suppose que liIJIrl E(X,—X)=0et lirJrr1 V(X,—X)=0.

Montrer que la suite (X,,)n>n

=Zno

converge en probabilité vers X.

Un second exemple de convergence en probabilité utilisant le résultat précédent

(X1n)n>1 est une suite de variables aléatoires mutuellement indépendantes sur (2, .4, P) qui suivent une loi de Bernoulli
de parametre p.

X1+ X+ + X

vn € N*, F,

certaine égale a eP.

" et Y, = ef". Montrer que (Yn)n>1 converge en probabilité vers la variable
n
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Un troisieme exemple de convergence en probabilité illustrant le fait que cette condition
n’est pas nécessaire.

Pour tout élement n de N*, X, est une variable aléatoire sur (2, .4, P) telle que:

Xn(Q) = {;n} P <Xn = i) = et P({X, = n}) = n%rl

Q1. Montrer que la suite (X,,)n>1 converge en probabilité vers la variable certaine X égale a 0.

Q2. Etudier lim FE(X, —X)et lim V(X, —X).

n—-+o0o n—-+oo

Un quatriéeme exemple de convergence en probablilité. Loi faible des grands nombres

(Xn)n>1 est une suite de variables aléatoires réelles ayant méme espérance m et méme variance 0. On suppose que
les variables aléatoires réelles de cette suite sont indépendantes.
X1 +Xo+--+ X o
1 2 n o m‘ 2 8) g —
n ne
Xi+X+--+ X

Q2. Montrer que la suite de terme général " converge en probabilité vers la variable aléatoire réelle
n

2

Q1. Montrer que p(‘

certaine égale a m.

Exercice 7| Un premier exemple de convergence en loi.

a et b sont deux réels tels que a < b. n est un élémentde N*.

b—a
Pour tout k& dans [0,n] on pose x = a + kK ——. On choisit au hasard un élément de l'ensemble {zg, z1,. .., s}
n
X, est la variable aléatoire réelle égale au point choisit.
Q1. Trouver la loi de X,,, son espérance et sa fonction de répartition.

Q2. Montrer que (X,),>1 converge en loi vers une variable aléatoire réelle suivant une loi uniforme sur [a, b].

Controéle. X est une variable aléatoire qui suit une loi exponentielle de parametre A.

Ent (nX)
n

On pose:Vn € N*, Y, = - Montrer que la suite (Y;,),>1 converge en loi.

Exercice 8 % | Un second exemple de convergence en loi.

(X1n)n>1 est une suite de variable aléatoires indépendantes qui suivent une loi uniforme sur [0, 1].

Montrer que la suite de terme général Z,, = nMin(X1, Xs, ..., X,,) converge en loi.

Controle. \ est un réel strictement positif et ng un entier strictement plus grand que .

Pour tout élément n de [ng, +oo[, X, est une variable aléatoire sur (€, A, P) qui suit une loi géométrique de parametre
A

n

Xn

Montrer que la suite de terme général — converge en loi vers une variable aléatoire a densité Z dont on précisera la
n

loi.
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Exercice 9 %% | Un troisieme exemple de convergence en loi.

(Xn)n>1 est une suite de variable aléatoires indépendantes sur (2, A, P) qui suivent une loi exponentielle de parameétre
2.

1
NG

Montrer que la suite de terme général Z,, = Max(eXl,eXQ, ey eX'”) converge en loi.

1 1
Contréles. Q1. Reprendre 'exercice précédent en remplagant 2 par A (A > 0) et — par —-

Vn nx

Q2. (X, )n>1 est une suite de variable aléatoires indépendantes qui suivent une loi exponentielle de parametre 1.

Pour tout élément n de N* on pose: Z,, = 11¥Ika<x (X)) — Inn. Montrer que la suite (Z,),>1 converge en loi.
RN

Exercice 10 % | Un quatrieme exemple de convergence en loi.

(X7 )n>1 est une suite de variables aléatoires sur (€2, A, P). On suppose que, pour tout élément n de N*, X,,(Q) = [1, n]
et qu'il existe un réel A\, tel que:Vk € [1,n], P{X, = k}) = k.

Q1. n est élément de N*. Calculer A, et déterminer la fonction de répartition de Y;, = X,,/n.

Q2. Montrer que la suite de terme général Y,, converge en loi vers une variable aléatoire a densité dont on précisera
une densité.

Controéle. On tire deux fois de suite avec remise dans une urne contenant n boules (n € [2,+o00[ ) numérotées de 1
an.
X, (resp. Y,) est la variable aléatoire égale au numéro tiré lors du premier (resp. second) tirage.

. (. Xn+Y, .
Montrer que la suite de terme général S,, = ————" converge en loi.
n

Exercice 11 | La convergence en probabilité donne la convergence en loi.

(Xn)n>n, est une suite de variables aléatoires réelles sur (€2, .4, P) et X une variable aléatoire réelle sur (2,4, P). On

suppose que (X, )n>n, converge en probabilité vers X et on se propose de montrer que cette suite converge en loi vers
X.

On note F la fonction de répartition de X et pour tout n dans [ng, +oo[, F;, la fonction de répartition de X,.
Soit & un réel ot F est continue. On se propose donc de montrer que:

Ve € R™™, 3r € [ng, +oo[, Vn € [ng,+x[, n > r = |F,(x) — F(z)| < e.
Soit € un réel strictement positif.

Q1. Montrer que I’on peut trouver un réel « strictement positif tel que: |F(z—a)— F(z)| <e/2 et |[F(z+a)—F(z)| <
g/2.

Q2. Soit n un élément de [ng, +o0o]. Montrer que {X,, <z} C{X <z+a}U{|X — X,| > o} (prendre w dans Q tel
que X, (w) < z et distinguer deux cas: X (w) < x + a et X(w) >z + «).

En déduire que: Fy,(z) — F(z) < /2 + P(| X, — X| = «).
Montrer que Fy,(x) — F(z) > —¢/2 — P(|X,, — X| > «). Conclure.

Exercice 12| La convergence en loi ne donne pas la convergence en probabilité.

Y est une variable aléatoire sur (2,4, P) qui suit une loi normale centrée réduite. On pose: X = —Y. Pour tout

élément n de N, on pose encore: X, = Y. Montrer que la suite (X,,)n>0 converge en loi vers X sans converger en
probabilité vers X.
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» Controle (X,,),>0 est une suite de variables aléatoires réelles indépendantes sur (€2, A, P) qui suivent une loi uniforme
sur [1,7] (r € [2,+00[) et X une variable aléatoire réelle sur (2,4, P) qui suit la méme loi.

a) Montrer que converge (X,,),>0 en loi vers X.
b) Montrer que (X,,)n>0 ne converge pas en probabilité vers X

)+ P(|Xq—X| > <) et raisonner par 'absurde).

1
2

|~

1
(on pourra montrer que 1 —— = P(| X, — X,| > 1) < P(| X, - X| >
T

Exercice 13| La convergence en loi pour les variables aléatoires discretes.

(Xn)n>n, est une suite de variables aléatoires réelles sur (€2, A, P) et X une variable aléatoire réelle sur (2, A, P).

r est un élément de Z. On suppose que, pour tout n dans [ng, +oo[, X, () C [r, +oof et que X(Q) C [r, +oo].

Montrer que (X,,)n>n, converge en loi vers X si et seulement si pour tout élément k de [r, +oo[ :

lim P(X, =k)=P(X =k).

n—-+oo

Exercice 14 %% | La convergence en loi pour les variables aléatoires discrétes : deux exemples.

Pour p entier naturel non nul, on considére p urnes notées Uy, Uz, ..., U,. Dans chaque urne il y a p boules ; pour tout
i € [1,p], I'urne numéro i, contient 7 boules blanches, les autres boules étant noires.

Q1. On choisit une urne au hasard et dans l'urne choisie, on effectue n tirages avec remise d’une boule (n € N*). On
note N, la variable aléatoire égale au nombre de boules blanches ainsi obtenues.

a) Trouver la loi de N, et déterminer I’espérance E(N,) de N,,.
b) Montrer que la suite de terme général N, converge en loi vers une variable aléatoire dont on précisera la loi.

Q2. On choisit une urne au hasard et dans I'urne choisie, on effectue des tirages avec remise d’une boule jusqu’a
obtenir une boule blanche. On note G, la variable aléatoire égale au nombre de tirages effectués.

a) Trouver la loi de G, et déterminer son espérance.

b) Montrer que la suite de terme général G, converge en loi vers une variable aléatoire dont on précisera la loi.

» Controle

7 est un élément de N*, U,. est une variable aléatoire sur (2,4, P) qui suit une loi uniforme sur [1,7] et V,, = —.
r

Q1. n est un élément de N*. Y, est une variable aléatoire sur (2,4, P) telle que, pour tout k dans [1,r], la loi

» k A . .
conditionnelle de Y, sachant que {V, = —} est binémiale de parameétres n et f On suppose également que Y, prend
T

ses valeurs dans [0, n].
Trouver la loi de Y,.. Montrer que Y, converge en loi vers une variable aléatoire dont on précisera la loi.

Q2. X, est une variable aléatoire sur ({2, .4, P) telle que, pour tout k dans [1,7], la loi conditionnelle de X, sachant
k

que {V, = —} est géométrique de parametre % On suppose également que X, prend ses valeurs dans N*.
T

Trouver la loi de X,.. Montrer que X, converge en loi vers une variable aléatoire dont on précisera la loi.

Q3. Trouver E(Y;) et lim E(Y;). Méme chose avec X,.

r—400

Approximation d’une loi hypergéométrique par une loi binémiale.
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p est un élément de ]0,1[, n est un élément de N* et (Ny,)m>0 est une suite d’éléments de [n, +oo[ telle que :

lim Np,=4+c0 e VmeN, Ny,peN.

m——+oo

On considere une suite (X,,)m>0 de variables aléatoires réelles sur (€, A, P) telle que pour tout m appartenant & N,
X = H(Nm,n,p).

Montrer que (X,,)m>0 converge en loi vers une variable aléatoire réelle suivant une loi binémiale de parametres n et
.

Autrement dit pour tout élément k de [0,n] : liril P{X,, =k}) = <Z)pk(1 —p)nr.

Ce résultat théorique conduit dans la pratique a approximer une variable aléatoire réelle X suivant une loi
hypergéométrique de parametres N, n et p, par une variable aléatoire réelle suivant une loi bindmiale de parameétres

n et p lorsque ’ N est sensiblement supérieur a 10n ‘

() (257

()

Si k est un élément de X (2), on prend <Z) p*(1—p)"~* comme valeur approchée de P({X = k}) =

Ceci a en outre comme avantage de faire passer de trois parametres a deux.

Approximation d’une loi binémiale par une loi de Poisson.

Q1. n et a sont deux éléments de N*. na clients passent une commande a I'un des n fournisseurs Fy, Fo, ..., F,. X,

est la variable aléatoire égale au nombre de commandes obtenues par Fj.

Préciser la loi de X,,. Montrer que la suite de terme général X,, converge en loi vers une variable aléatoire qui suit
une loi classique.

Q2. Pour tout élément n de N, p, est un élément de [0, 1] et X,, une variable aléatoire réelle sur (2,4, P) qui suit

une loi binémiale de parametres n et p,.
On suppose de plus que la suite (npy,)n>0 converge vers un réel strictement positif .
Montrer que la suite (X,,),>0 converge en loi vers une variable aléatoire réelle suivant une loi de Poisson de parametre

A. Autrement dit pour tout élément k de N:

. e
dim P({X, = k}) = 2

Q3. Le résultat du programme ) est un réel strictement positif. Pour tout élément n de N*, X,, est une variable

A
aléatoire réelle sur (€2, A, P) qui suit une loi binémiale de parametres n et —-
n

Montrer que la suite (X,,)n>1 converge en loi vers une variable aléatoire réelle suivant une loi de Poisson de parametre

A

Ce résultat théorique conduit dans la pratique a approximer une variable aléatoire réelle X suivant une loi

binémiale de parametres n et p par une variable aléatoire réelle suivant une loi de Poisson de parametre np lorsque

n > 30, p< 0,1 et np <15 (attention il y a autant de conditions que d’auteurs, mais voir plus bas...)

(np)*
k!

Ceci a, en outre, comme avantage de faire passer de deux parametres a un.

Si k est un élément de X (€2), on prend e~ "P comme valeur approchée de P({X = k}).

%% Le programme dit que: “toutes indications devront étre fournies aux candidats quant & la justification des

approximations”

Exercice 17 % | Approximation : exemple 1.
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Un livre de 1000 pages contient 1500 erreurs réparties au hasard. On ouvre le livre & une page quelconque. X est la
variable aléatoire réelle égale au nombre d’erreurs rencontrées dans cette page. Trouver la loi de X. Estimer P(X < 3).

Contréle. Un fabricant produit des transistors dont 1% sont défectueux. Il les ensache par paquets de 100 et les
garantit & 98%.

Trouver la probabilité pour que cette garantie tombe en défaut (1/e vaut sensiblement : 0,3679).

Exercice 18 * % Le | premier | exercice sur le théoréme de la limite centrée.

(Xn)n>1 est une suite de variables aléatoires indépendantes ayant méme loi.

-1
e
X1 (Q)=[-1 t Vk € [-1 PXy=k)= ——
1( ) [[ ,+OO[[€ 6[[ 7+OO[[a ( 1 ) (k—f—l)'
n
Q1. Etudier la loi de S,, = X, pour tout n dans N*.
k=1

Q2. Utiliser le théoreme de la limite centrée pour prouver que : 111}3 P(S,<0)= 3
n—-1+0oo

Q3. Utiliser la formule de Taylor avec reste intégral pour prouver que:

1/ 1
lim —/ et dt = =.
n—+oco n! 0 2

Controle 1 second | exercice sur le théoréme de la limite centrée.

(Bn)n>1 est une suite de variables aléatoires de Bernoulli indépendantes de parametre 1/3.

Q1. Etudier S,, = By + By + - -+ + B, pour tout n élément de N*,

E(n/3)

1
Q2. Montrer que: lim — Z <n) on—k _ 5

n—-+oo 3N k
k=0

n 2m2 22n2 1 5 A"
Contréle 2 Montrer que Z ( 9 ) ~ — et dt (on rappelle que n! ~ V27 n (7) .
=0 n2+k) n-+ ﬁ 0 e

Exercice 19 | Sensibilisation a ’approximation d’une loi binémiale par une loi normale.

QO. rappeler le théoreme de la limite centrée.

QL. (X,)n>1 est une suite de variables aléatoires réelles de bernoulli de parametre p (p €]0,1[) indépendantes.
q=1-—np.

On pose pour tout élément n de N*, S, = X; + Xo + -+ + X,,.

a) n appartient & N*. Que dire de S,, ?

Sn, — np
b) Montrer que la suite de terme général S;; = ———— converge en loi vers une variable aléatoire réelle suivant une
npq

loi normale centrée réduite. Ainsi, pour tout réel x :

Sp — S| 2
lim P (np < a:) =®(x) = / e 7T dt
n—+oo Vnpq —co V2T

Q2. p est un élément de ]0,1[. (T},),>1 est une suite de variables aléatoires réelles sur (£2,.4, P) telle que pour tout n
dans N*, T,, suit une loi binomiale de parametres n et p.
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Tn —np
Montrer que la suite de terme général T, = ————— converge en loi vers une variable aléatoire réelle suivant une loi

ALy

normale centrée réduite. Ainsi, pour tout réel x :

T, —n o1 2
lim P(M<x> :<I>(:13):/ e 7T dL
n—-+oo \/TW — 0 \/ﬂ
Q3. “Justifier” grossierement l’approximation d’une loi binémiale de parameéres n et p par une loi normale de
parametres np et /npq.

Ce résultat théorique conduit dans la pratique a approximer une variable aléatoire réelle X suivant une
loi bindémiale de parametres n et p par une variable aléatoire réelle Y suivant une loi normale d’espérance np et

d’écart-type /npq (¢ =1 — p) lorsque n > 20 ou 30, p pas trop petit (!), np > 10 et ng > 10.

Dans ces conditions

e Pour tout réel z, on approxime P(X < z) par P(Y < z) = Fy (z) ; donc

e Pour k dans [0,n], on approxime P(X = k) par P(k—1/2 <Y < k+1/2) = Fy(k+1/2)— Fy(k—1/2); donc

P(X = k)~ @(’W) _ ¢(’W)

Exercice 20 % | Approximation : exemple 2.

Estimer la probabilité d’obtenir au jeu de pile ou face autant de piles que de faces en 100 lancers.

Exercice 21 % | Approximation : exemple 3. 20000 personnes sont rassemblées dans un stade. La proba-
bilité qu'une personne quelconque boive un coca est 0, 4.

De combien de coca doit-on disposer pour que la probabilité qu’on vienne & en manquer soit inférieure a 0,17

Contréle Approximation : exemple 4.

Une firme emploie 300 personnes. Chaque personne téléphone en moyenne 3 minutes par heure. Estimer le nombre
de lignes téléphoniques nécessaires, pour qu’a un instant ¢, la probabilité pour que le nombre de lignes soit insuffisant
soit inférieure a 0, 025.

Exercice 22| Sensibilisation a approximation d’une loi de Poisson par une loi normale.

Q1. (Xp)n>1 est une suite de variables aléatoires réelles indépendantes. On suppose que pour tout élément n de
N*, X, suit une loi de Poisson de parametre p (1 > 0)
a) n appartient & N*. Que direde S, = X1 + Xo+ -+ X, 7
. . Sp—n . . TV .
b) Montrer que la suite de terme général S = on N converge en loi vers une variable aléatoire réelle suivant une

i

loi normale centrée réduite. Ainsi, pour tout réel x :

n * 1 _2
lim P <Snu < x) =®(z) = / —— e z dt
n—-4oo /’nu o ./27-(-

Q2. p est un élément de ]0, +00[. (T7,)n>1 est une suite de variables aléatoires réelles sur (€2, A, P) telle que pour tout
n dans N*, T}, suit une loi de Poisson de parametre n u.
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T, —nu
Montrer que la suite de terme général 7, = ———— converge en loi vers une variable aléatoire réelle suivant une loi
np

normale centrée réduite. Ainsi, pour tout réel x :

. T, —nu /"‘ 1 2
Iim P|—— <z | =®(x) = ez dt.
n—-+oo ( VI > (=) oo V2T

Q3. “Justifier” grossierement ’approximation d’une loi de Poisson de paramere A par une loi normale d’espérance A
et d’écart-type V.

Ce résultat théorique conduit dans la pratique a approximer une variable aléatoire réelle X suivant une loi de
Poisson de parameétre A par une variable aléatoire réelle Y suivant une loi normale d’espérance A et d’écart-typev/A
lorsque A > 10.

Dans ces conditions

e Pour tout réel z, on approxime P(X < z) par P(Y < z) = Fy(z) ; donc

P(X <)~ cb(x\}f)

e Pour tout élément k de N, on approxime P(X = k) par P(k—1/2 <Y < k+1/2) = Fy(k+1/2)—Fy(k—1/2);
donc

P(X = k) ~ @(%) - @(%)

Exercice 23 % | Approximation : exemple 5.

Le nombre de clients d’un magasin d’un jour ouvrable quelconque de I'année suit une loi de Poisson de parametre 12.
On admet que les variables aléatoires correspondantes a des jours différents sont indépendantes. Estimer la probabilité
d’avoir au moins 250 clients au cours d’un mois comportant 22 jours ouvrables.
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Exercice 24 % | Approximation : exemple 6.

Un éleveur possede 100 vaches qui se répartissent au hasard dans deux étables contenant chacune N places.

Estimer N pour que la probabilité pour que chaque vache trouve une place soit supérieure ou égale a 0, 95.

Exercice 25 %% | Un peu de tout. D’aprés ESCP 2010 3.4

Soit (X,,)n>0 une suite de variables aléatoires définies sur I’espace probabilisé (€2, A, P), i.i.d. (c’est-a-dire indépendan-

2¢ sizel0,]]
0 sinon ’

tes et identiquement distribuées) de densité : f(z) = {
Q1. Donner la fonction de répartition, ’espérance et la variance de Xj.

Q2. Soit a un réel de ]0, 1[. Pour tout w € €, on pose, sous réserve d’existence : Sp(w) = Min{i € N / X;(w) > /a}.
Donner sa loi.

Q3. Soit (an)n>0 une suite réelle telle que 0 < a,, <l et lim a, =1.

n—-+o0o

Déterminer la convergence en loi de la suite ((1 — a,)Sq, )n-

Q4. Soit € > 0. Déterminer :

n—1

a) lim P(ZX 2 4 en).

n—-+oo

n—1
b) lim P(Y X; <2+ /n).
i=0

n—-+4oo

Q5. Soit v un réel. On pose R,, = Inf(n®*Xo,n*Xy,...,n*X,—1). Etudier en fonction de « la convergence en loi de
la suite (Ry,).

Exercice 26 ’ * ‘ ’ Convergence en probabilité ‘

On considére une suite (X,),>1 de variables aléatoires & densité sur (Q,.A, P), ayant méme loi et mutuellement

indépendantes. F' est la fonction de répartition des variables de cette suite.

On suppose que lim (z(1— F(z)) =0et lim (zF(-z))=0.

r— 400 r——+00
1 1

On pose pour tout élément n de N*: M,, = — Max(X1, Xsa,...,Xp) et mp, = — Min(X1, Xo,..., X,,).
n n

Montrer que (M,,)n>1 (resp.(my,),>1) converge en probabilité vers la variable aléatoire certaine nulle.

=

Exercice 27 ’ * ‘ ’ Convergence en Loi. QSP HEC 2011 ‘

(Un)n>1 est une suite de variables aléatoires indépendantes sur (£2,.4, P) qui suivent toutes la loi uniforme sur [0, 6].
Vn € N*, Xn = MaX(Ul, UQ, ceey Un)

Q1. Montrer que (n (0 — Xn)) converge en loi vers une variable aléatoire dont on précisera la loi.

n>1

Q2. Facultatif Montrer que la suite (X,,),>1 converge en probabilité vers la variable aléatoire certaine égale & 6.

En plus

2

n
n
Montrer que Z ( 2 k> ~ \/» et dt (on rappelle que n! ~+v2mn (E)
n—-1+0oo

e




