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TD 13 2009-2010 VARIABLES ALEATOIRES A DENSITE

ESCP 2001 (3.20) Soit f la fonction de R dans R définie par :
e—(L‘
0= ey

Q1. Montrer que f est une densité de probabilité. Déterminer la fonction de répartition d’une variable aléatoire X

ayant f pour densité.
e’ —1
et +1

Q2. Soit ¢ la fonction de R dans R définie par: p(z) =

Etudier les variations de ¢. Montrer que ¢ réalise une bijection de R sur ]—1, 1] et déterminer sa bijection réciproque.
X
et —1

Q3. On définit une variable aléatoire Y par:Y = p(X) = —; 1
e

Déterminer la fonction de répartition et une densité de Y.

loi log-normale.

X est une variable aléatoire qui suit une loi normale de parametres m et o2.

Q1. Montrer que Y = e¥ est une variable aléatoire & densité et en donner une densité.

Q2. Utiliser le théoreme de transfert pour calculer E(Y).

D’aprés | ESCP 2002 | (3.10) Matrice de varad.

Soit (£2,.4, P) un espace probabilisé et X une variable aléatoire réelle suivant une loi uniforme sur [0,2]. Pour tout

w=(x 5)

Soit Y la variable aléatoire définie par : pour tout w dans €, Y (w) est la plus grande des valeurs propres de M,, .

w € Q, on considere la matrice

Montrer que Y est une variable aléatoire a densité et en donner une densité.

Moment d’ordre 2.

X est une variable aléatoire de densité f continue et telle que F(X?) existe.

Q1. Montrer que si x est un réel strictement positif :

—T

—+o0

0 < 22p(|X| > 2) g/ t?f(t)dt+/ 2£(¢) dt.

En déduire que lirf (2®p(|X| > 2)) = 0.

Q2. Soit x un réel positif. Montrer que:

x .'172 1 xT )
[ vixiz0a =2 00X 0+ 5 [ 2roa
O —XT

(utiliser la fonction de répartition F' et une intégration par parties).

+oo
En déduire que / tp(|X| > t)dt converge et vaut E(X?)/2.
0

loi exponentielle
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X est une variable aléatoire de densité f paire et continue sur R. On pose Y = X? et on suppose que: Y < E(N).

Donner une densité classique de Y. Donner sans démonstration une seconde densité de Y utilisant f. Déterminer f.

Exercice 6 | Un exemple concret.

R est un repere orthonormé d’origine O du plan P. A et B sont les points de coordonnées (1,1) et (—1,1). On choisit

au hasard un point dans le triangle OAB. X (resp. Y) est la variable aléatoire réelle égale & I’abscisse (resp ordonnée)
de ce point. On admet que la probabilité pour que le point obtenu soit dans une partie du triangle est proportionnelle
a 'aire de cette partie.

Q1. Déterminer Y (Q2). Soit z un élément de Y (€2). Faire un dessin permettant de “visualiser ” I’événement {Y < z}.
Montrer que Y est une variable aléatoire & densité et en trouver une densité. Calculer E(Y).

Q2. Reprendre le probleme avec X.

Exercice 7| Loi normale

X — N(0,1). ¢ est sa densité continue et ® sa fonction de répartition.

Q1. Montrer que Alim (A(l - <I)(A))) (se ramener & un reste d’intégrale convergente)

— 400

+oo
Q2. Existence et valeur de / (1 —®(t))de.
0

2
ESCP 98 Pour tout élément x de R, f(z) = e si & appartient & [0,1] et f(z) = 0 sinon.
x

Q1. Montrer que f est une densité de probabilité.

Q2. X est une variable aléatoire de densité f. Touver la fonction de répartition F' de X. Calculer E(X).
Q3. On pose Y = X + % t est un réel.

a) Montrer que X prend ses valeurs dans [2, +o0[

b) Résoudre I'inéquation: z € R et 2% — tx + 1 < 0 (distinguer 3 cas mais conclure en deux cas).

¢) Montrer que Y est une variable aléatoire & densité et en donner une densité.

EDHEC 2000 Ex 1

La durée de vie d'un composant électronique est une variable aléatoire X de densité f continue et strictement
positive sur R**, et nulle sur R_. On note F' la fonction de répartition de X.

a) On désigne par ¢ et h deux réels strictement positifs. Exprimer, & l'aide de la fonction F', la probabilité p(¢, h) que
le composant tombe en panne avant I'instant ¢ + h sachant qu’il fonctionnait encore a l'instant t.

E t
b) Etablir que, lorsque h est au voisinage de 07, p(¢, h) ~ 1f(F)(t)h
On pose désormais, pour tout réel positif ¢: Ax (t) = 1 @ On a bien sar Ax(t) > 0.

La fonction positive Ax est appelée taux de panne du composant ou taux de panne de X.

Soit X une variable aléatoire qui possede une densité continue et strictement positive sur R**, nulle sur R_ et
de taux de panne Ax.

t
a) Pour tout réel strictement positif ¢, calculer Ax (u) du puis montrer que la seule connaissance de la fonction

7taux de panne” Ay permet de déterminer la fonction de répartition F' de X.
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b) Déduire de la question précédente que les variables suivant des lois exponentielles possédent un taux de panne
constant et qu’elles sont les seules dans ce cas.

La durée de vie (en années) d’un appareil est une variable aléatoire X dont le "taux de panne” est la fonction
Ax définie par Ax (t) = t3.

a) Quelle est la probabilité que cet appareil survive plus d’un an ?

b) Quelle est la probabilité que cet appareil, 4gé de 1 an, survive plus de 2 ans ?

HEC 2002

On considere une suite (X, )n>1 de variables aléatoires indépendantes définies sur le méme espace probabilisé (€2, A, P)

toutes de méme loi uniforme sur [0, 1].

Pour tout entier naturel n et tout élément w de 2 on réordonne par ordre croissant les réels X; (w), Xa(w), ..., Xop+1(w)
eme

et on note M,,(w) le terme médian i.e. le (n + 1)"" dans Pordre croissant.

Q1. Pour tout réel = élément de [0, 1], exprimer P(M,, < z) a l’aide d’'une somme de termes (!!).
Montrer que M,, est une variable aléatoire a densité et en donner une densité.

Q2. En considérant les variables aléatoires X}, = 1 — X}, montrer que la variable aléatoire M,, a pour espérance 1/2.

1
Q3. a) Prouver I'égalité E(M,,) = / P(M,, >t)dt.
0

1
b) Retouver E(M,) (on commencera par calculer / th (1 —t)m*de).

0

X est une variable aléatoire réelle a densité de fonction de répartition F. On pose Y = F o X.

On se propose de montrer que Y est une variable aléatoire qui suit une loi uniforme sur [0, 1].
a) Soit y un élément de [1,+oo[. Montrer que {Y < y} est un événement et en donner la probabilité.
b) Méme chose avec y dans | — 00, 0].

c) Ici y est un élément de |0,1[. On pose A, = {t € R| F(¢) < y}. Montrer que A, est une partie non vide et majorée
de R. Prouver que la borne supérieure to de A, vérifie F'(tg) = y et que A, =] — 00, to].

Mountrer alors {Y < y} est un événement et en donner la probabilité. Examiner le cas ot y = 0 et conclure l'exercice.

EDHEC 2002 Ex 3

On considere deux variables aléatoires X7 et X5 de densités respectives f1 et fo strictement positives et dérivables sur
R.

On suppose qu'il existe une fonction g, définie et dérivable sur R*, telle que:
V(z.y) € R?, fi(x)fa(y) = g(z® + 7).

On suppose, dans cette question seulement, que X1, et X, suivent toutes les deux la loi normale N(0,1).

x

Montrer que:Vz € R, g(x) 2.

= —c¢
2T

] filz) _ 2¢'(a* +9°)
2 | a) Montrer que:Vx € R*, Vy € R, =
[Q2]) Mostrer g VER LRE T o)
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Al
xf1(x)

Soient 1, et x2 deux réels distincts et non nuls. Montrer que h(z1) = h(z2) et en déduire que h est une fonction

b) On note h la fonction définie sur R* par h(zx)

constante sur R*. On note a cette constante.

2

ax

¢) Soit k la fonction définie pour tout réel = par k(z) = fi(x)e” 2 .

Montrer que k est constante sur ]0, +oo[ ainsi que sur | — oo, 0[. En déduire que k est constante sur R, puis montrer

qu’il existe un réel K tel que:

CL.’E2

Ve eR, fifz)=Ke 2

d) Utiliser le fait que f; est une densité de probabilité pour montrer que a est strictement négatif.

-1
On pose dorénavant o1 = 4/ —.
a

e) En déduire que X suit la loi normale A/(0,071).

On admet que 'on peut montrer de la méme fagon qu’il existe un réel o9 strictement positif tel que X5 suive la
loi normale N(0, 09).

Montrer, en revenant a la définition de g et en calculant g(1) de deux facons, que o1 = 09, c’est-a-dire que X; et Xy
suivent toutes les deux la méme loi normale.

Exercice 13 ‘ ’ ESCP 98 3.27 ‘ Varad. Min aléatoire. Q1. X est une variable aléatoire a valeurs dans R*
de densité f nulle sur | — 00, 0[ et continue sur R*. On suppose que la fonction de répartition F' de X est telle qu’il
existe a dans |1, 400 vérifiant : . 1121 t“(1 - F(t)) = 0.

— T 00

“+o0
Montrer que X posséde une espérance qui vaut : / (1—F(t))dt.
0

Q2. Soit (X,)n>1 une suite de variables aléatoires sur (2, A, P), indépendantes suivant une loi exponentielle de

parametre 1. Etudier U, = 113%2 X, pour tout élément n de N*.
RN

Q3. N est une variable aléatoire sur (€, .4, P) suivant une loi géométrique de parametre p. On suppose que N et les
variables de la suite (X,,),>1 sont indépendantes. U est la variable aléatoire sur (€2, A, P) qui & tout élément w de €
associe: U(w) = Min Xi(w).
1<k<N (w)
a) Trouver la fonction de répartition de U.
b) Utiliser le préliminaire pour montrer que U possede une espérance et la calculer.
Q4. z est un élément de [0,1].
a) Montrer que la série de terme général ™ /n converge.

: p . , . " " z
N appartient & N*. Donner une forme intégrale simple de Sy = Z — en remarquant que: — = / tnlde.
n n 0

n=1

“+oo
b) Calculer Z E(U,) p(N = n). Que retrouve-t-on ?
n=1




