"Exercice 25 ESCP 97 S;mme de variables aléatoires é:lensité.

Trois personnes notées A, B et C' sont simultanément dans un bureau de poste muni de deux cabines téléphoniques.
Une unité de temps étant choisie, 4 et B occupent simultanément & I’instant 0 les deux cabines. (' attend et occupe
ensuite la premiére cabine disponible, lorsque I'une ou I’autre des deux personnes A ou B a terminé sa communication.
On suppose que les durées des communications des trois personnes A B, C sont des variables aléatoires indépendantes
suivant toutes une loi uniforme sur [0,1] et notées respectivement X, Y et Z.

Q1. On pose U = Sup(X,Y) et V = Inf(X,Y). Déterminer une densité de I/ (resp. V) et son espérance.

Q2. On note 7' le temps total passé par C' dans le bureau de poste. Trouver une densité pour 7' et la représenter
graphiquement. Calculer E(7T"). A
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Exercice 26 C’était le bon temps...

Un circuit est composé de trois résistances Ry, Ro et Rs.

La durée de vie de la résistance R; est une variable aléatoire X; qui suit une loi exponentielle de paramétre A.
X1, X3 et X3 sont indépendantes et la durée de vie T du circuit ne dépend que de R;, Rs et Ra.

QL. Trouver la loi de T" lorsque Ry est en paralléle avec Ry et Ra qui se suivent.

Q2. Calculer les espérance.
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Exerc1ce 27 ESCP

X est une variable aléatoire & densité sur (2, B, p) qui suit une loi exponentielle de paramétre 1.
Q1. Etudier Z = —In(X).
Q2. (Xn)nz1 est une suite de variables aléatoires indépendantes suivant toutes une loi exponentielle de parametre 1.
Pour tout élément n de N* on pose:Y, = Mln (Xx) et Z, = 1Mka,x (Xg) — Inn.
\ \n \ ~
a) n est un élément de N*. Etudier Y},, calculer son espérance et sa variance.
b) Montrer que la suite (Z,),31 converge en loi vers Z.
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Exercice 28 «, b et ¢ sont trois réels. On suppose que a est strictement positif.
Existence et calcul de I = /+00 o—(at?+dt+e) g4 (on pourra se ramener & fj;o e~ 12 qu).
. -w(‘ﬂhd L dx
Version d .. ‘ tH &\'u&aw a2 i —(a&k +.S ﬁ
— . 28 €l - ue‘uuc) N e s € €
& (1) = b e e =0
th=% o thee o
a2°
ARE Jool, ¥tejw,n], ¢ E‘éituﬂ
ceTunml oc s b - o pui e’
Vtﬁ'iﬂ,ﬁj, 0¢ é(f, 3 {; i&ﬂw&%&&. de j d’ W‘Tw d-lé
domad ke im&&& de j §uidt Qime d,_.gfmd% . e e & wone miniGe,
o )

yhe -
e j Jtadt c&eﬁ%g. Ao 3:«_% Jeaart kuﬂ%
0 -2

b‘ C . b ‘
Cethetd) coluegfZes) e’ ShlAArey
Ve €k | &?ﬂ e = & DU e e
‘;‘Qéc YL bé
V*hf ’”lt@ d c -’

in., f& V(.at&-iua-i-;-m, “{y“ /\i;(ﬂ-l%f _,f’,r
-0 Cre
Mu Toe v Lom . T:|T e
%

Fame G D
(6--2 31‘
s /j 8 ‘iiiuu.i if: {}'%C-__ i:;! . A
D




Exercice 29 X est une variable aléatoire qui suit une loi normale centrée réduite.

Q1. Etudier Y = |X|. Calculer E(Y).

. " X +|X
Q2. Trouver la fonction de répartition de Z = +2| |

[0, +-o0).-

(on pourra d’abord remarquer que Z prend ses valeurs dans

7 est-elle une variable aléatoire & densité?
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Exercice 30 & est la fonction de répartition d’une variable aléatoire qui suit une loi normale centrée réduite.

+co
Existence et calcul de / (1—®(2))dt.
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Exerc1ce 31 X — S( et ¥ =+/X. Montrer que Y est une variable aléatoire a densit¢ et en trouver une densité.

Calculer E(Y).
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Exercice 3 Soit f une fonciion définie, continue et strictement positive sur [0, +-oo] telle que :/ flx)dze = 1.
0

On considére une variable aléatoire réelle X de densité ¢ définie par:

_ 0 pourz<0
ple) = f(z) pourz 20

On suppose que X admet une espérance E(X). On note F la fonction de répartition de X et on pose:
+ ! ¢
Ve e RT, Q(x :—/ tf(e)de
=53 s

1. On étudie dans cette question le cas particulier ot X suit la loi exponentielle de parameétre A > 0.
a) Déterminer I et Q).

b) Montrer que la restriction G de F & [0, +oo[ définit une bijection de [0, +o0[ sur [0, 1] et déterminer G~7.

¢) Déterminer une application continue C' de [0, 1] dans lui-méme telle que V& € R*, Q(z) = (C’ o F) (z).
d) Déterminer un réel ¢y tel que C'(tp) = 1, puis un réel zg tel que F(xo) = to.

2. On revient maintenant au cas général.

a) Montrer que () est bien définie sur RT et prend ses valeurs dans [0, 1].

Montrer qu’il existe une application continue C' de [0, 1] dans lui-méme telle que Q = C o F' (on pourra également
parler de G...).

Détermirner un réel to tel que C'(tp) = 1, puis un réel zq tel que F(zo) = 4.

1 +o0
b) Montrer que :/O C(z)dx = | Qz)f(x)dz.
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Exercice §§ X est une variable aléatoire réelle & densité de fonction de répartition F'. On pose Y = Fo X.

On se propose de monftrer que Y est une variable aléatoire qui suit une loi uniforme sur [0, 1}.

a) Soit y un élément de [1,+-oo[. Montrer que {v <y} =Y ~}(]—o0,y]) est un événement et en donner la probabilité.

b) Méme chose avec y dans ] — 0,0

¢) Ici y est un élément de ]0,1[. On pose Ay = {t e R| F(t) < y}. Montrer que A, est une partie non vide et majorée
de R. Prouver que la borne supérieure to de A, vérifie F(to) = y et que Ay =] — o0, to).

Montrer alors {Y < y} = Y~1(] — o0, y]) est un événement et en donner la probabilité. Examiner le cas ot y = 0 et

conclure D'exercice.
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